UNIVERSIDAD DE ANTIOQUIA

1803

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Instituto de Fisica

Complemento de Fisica III
Ondas

Héctor Alzate Lopez

Medellin, Enero de 2004



Programa del Curso de FIII, Evaluacién (semestre 2003/2) y Bibliografia

Programa

Unidad I: Movimiento Ondulatorio. Ondas Elasticas

(h: hora) 20 h

Presentacién global del contenido del curso; metodologia
y evaluacién. Descripcién matemética de la propagacion
ondulatoria. Periodicidades espacial y temporal del movi-
miento ondulatorio. Fase y desfases. Ecuacion diferencial
del movimiento ondulatorio. (3 h)

Ondas elasticas longitudinales y transversales en una ba-
rra. Ondas de presion en una columna de gas. (3 h)

Ondas transversales en una cuerda. Descripcién analitica
de la polarizacion. (1 h)

Propagaciéon de momentum y energia. Flujo energético o
intensidad. Nivel de intensidad B. (2 h)

Reflexién y transmisién en el punto de unién de dos cuer-
das. (1 h)

Ondas en varias dimensiones; vector k. Ondas esféricas en
fluidos isotrépicos. (1 h)

Ondas estacionarias en una dimensién. Ondas estaciona-
rias y la ecuacién de onda. Ondas estacionarias en cuerdas
y columnas de aire. Ondas estacionarias en 2 dimensiones
(2h)

Efecto Doppler. (1 h)

Andlisis de Fourier de movimientos periédicos y ondula-
torios. Velocidades de fase y de grupo; pulsos; dispersion.
(2h)

Problemas. (3 h)

Unidad II: Ondas Electromagnéticas

8h

Ecuaciones de Maxwell. Solucién en ondas planas. Ener-
gias eléctrica y magnética. Polarizacién. (3 h)

Flujo energético. Vector de Poynting. Presiéon de radiacion.
(2h)

Produccién de ondas electromagnéticas. El espectro elec-
tromagnético. (1 h)

Problemas. (2 h)

Unidad III: Reflexién, Refraccién y Polarizacién. Optica
Geométrica

16 h

Principio de Huygens. Teorema de Malus. Principio de
Fermat. (2 h)

Reflexién y refraccién de ondas planas. Ley de Snell. An-
gulo critico. (2 h)

Coeficientes de Fresnel. (2 h)

Reflexion y refraccién en superficies esféricas. (2 h)
Lentes delgadas. (2 h)

Instrumentos 6pticos: Ojo, microscopio, telescopio. (2 h)
Prismas y dispersioén. Arco iris. (1 h)

Problemas. (3 h)

Unidad IV: Interferencia y Difraccién

16 h

Coherencia e incoherencia. Interferencia de 2 fuentes sin-
crénicas. (2 h)

Interferencia de varias fuentes. (2 h)

Interferencia en peliculas delgadas. Anillos de Newton. (2
h)

Ondas electromagnéticas estacionarias; experimento de
Hertz. (1 h)

Difraccién de Fraunhofer por una rendija delgada; poder
de resolucion. (2 h)

Difraccién de Fraunhofer por 2 rendijas (experimento de
Young). (1 h)

Difraccién por una abertura circular; poder de resolucién.
(1h)

La rejilla de difraccién; poder de resolucién. (2 h)
Problemas. (3 h)

Evaluacién, Facultad de Ingenieria
Se realizaran 4 exdmenes:
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ONDAS ELASTICAS

El presente folleto se disefi6 como un complemento al curso de Fisica III y no como un texto
guia. Al estudiante le seguirdn siendo indispensables las notas de clase y alguno de los textos de
Fisica Universitaria que se dan en la bibliografia del curso.

El tipo de letra utilizado en un escrito impreso se llama redondo o normal si no tiene ninguna
inclinacién en especial, y es el mas comtin; se llama cursivo si esta inclinado hacia la derecha. Si el
caracter se destaca por ser mds negro, se dice que esta en negrilla.

En este complemento se sigue la convencién de escribir las variables escalares con letra cursiva
oitdlica, p. €j., m, x, t, F, v (no se escribe: m, X, t, F, v), mientras que los vectores se denotan con letra
redonda y negrilla, p. ej., F, v (no se escribe: F, F ). Las funciones seno, tangente, logaritmo, etc.
siempre se escriben con minusculas redondas, p. €j., senx, tany, log 100, arc cos 6, limy_, f(x)
(no se escribe: Sen x, sen x). Los nimeros deben ir en letra redonda: 1,2, 3, - - -.

Es indispensable, cuando se escribe a mano, diferenciar entre vectores y escalares es-
cribiendo una flecha sobre los vectores, p. €j., F; cuando el vector es unitario, se debe
escribir, en su lugar, un ‘gorro’, p. €j., Gy, k.

La siguiente seccion es un listado de las ecuaciones fundamentales, seguida por la seccion de
ejemplos y problemas.

1.1. Ecuaciones

Onda viajera en una dimensioén,  &(x,t) = f(x £ ot).
Numero de onda,  k =2m/A.

t
Onda viajera arménica,  &(x,t) = &y senk(x £ vt) = &ysen2m <x + ) .

AP
Frecuencia angular, w = ko.
Rapidez de una onda, v = Av.
o . . : 0?8 0%
Ecuacion Diferencial del Movimiento Ondulatorio, FToi v FIR (1.1)
Esfuerzo normal o tensién, 8§ = F/A.
Deformacion unitaria, € = 9¢/0x.
Ley de Hooke para una barra, ondas longitudinales, §=Ye.
Ecuacién de onda para una barra, 325 = Z gi‘i
Rapidez de las ondas transversales en una cuerda, v=VT/pu. (1.2)
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Rapidez de las ondas longitudinales en una barra, v=VY/p.

Rapidez de las ondas transversales en una barra, v=VG/p.
Deformacién longitudinal, =~ | = FL/YA.

Relacién entre las ondas de densidad y desplazamiento, Ap =p—pg = —pp 0&/0x.

Ley de Hooke para fluidos, p=po—+B(p—po)/po-

Relacién entre las ondas de presion y desplazamiento, Ap =p—po = —B0oé&/ox.
. . 0’6 _ B 0%
Ecuacién de onda para un fluido, T % PR
Rapidez de las ondas en un fluido, v = VB/p,.

Rapidez de las ondas en un gas, v=oVT. Parael aire, a=20m/s- K1/2,

. . . . P
Relacién entre las amplitudes de desplazamiento y de presion, & = L
2700V
Densidad de energia de una onda eldstica, E= %pwzé',g.
Intensidad de una onda eléstica, I =vE= %vazég.

Nivel de intensidad en db, B =10log Ii' con Ip=10"2W/m?2.
0

Densidad lineal relativa, w2 =/, o1 = 2/
_by _ V=V 11—
i Vit VH2 14/
_dor 2V 2

Coeficiente de transmision para la amplitud, = =

Coeficiente de reflexién para la amplitud,

T & VitV 14 o

Coeficiente de reflexién para la potencia o reflectancia, ~ R = P;/P;.
Coeficiente de transmision para la potencia o transmitancia, T=P/P,.
Producto escalar entre k y r en 3 dimensiones, k-r=kyx+kyy+k.z.
Ntmero de onda en 3 dimensiones, k=Vk+ k;j; +k2 = w/o.
. v—0
Efecto Doppler, fuente y observador colineales, vy y vs constantes, v = v UO .
—Us
. . .. n |T
Frecuencias propias de una cuerda con extremos fijos, v, = 2\
. : . v
Frecuencias propias de un tubo abierto-cerrado, vy = (2n+1) i
Frecuencia de los pulsos, Vp =V — V.

(1.3)
(1.4)
(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)
(1.9)

(1.10)

(1.11)
(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)
(1.17)
(1.18)

(1.19)

(1.20)
(1.21)

La Ec. 1.1 la hall6 d’Alembert en 1747, para las ondas en una cuerda. Fue el primero en escri-

. ., . *
birla, aunque con una notacién diferente.

“Elizabeth Garber, The Language of Physics. The Calculus and the Development of Theoretical Physics, Birkhauser,

(. 4y T dy
Boston, 1999.  Pag. 32: dﬁ = Edﬁ
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1.2. Definicién de la Onda de Desplazamiento &

&(r,t) es lo que una particula del medio se separa de su posicién de equilibrio r en el instante ¢.

(1.22)

La linea horizontal de la Fig. 1.1 representa una

cuerda tensa fija en sus extremos; la linea curva es
la cuerda vibrando. Cuando en un medio material no
hay una onda o una perturbacioén, las particulas del
medio se encuentran en su posiciéon de equilibrio; el
vector r especifica la posicién de equilibrio de una par-
ticula. A & (csi) lo llamamos el campo u onda de des-
plazamiento. Si R es la posicién instantanea de la par-

ticula, de la figura vemos que

R(r,t) =r+&(r, t).

1.3. Ejemplos y Problemas

Ejemplo 1.1. Para una cuerda uniforme, halle la rela-
cién entre la densidad lineal de masa i y la densidad
volumétrica de masa p.

Solucion. Sea m la masa total de la cuerda, L la lon-
gitud, A el 4rea transversal y V el volumen (Fig. 1.2).
Por la definicién de p, m = puL; por la definicién de p,
m = pV = pAL. Igualemos las 2 expresiones para m,
uL = pAL. Cancelemos L,

u = pA. (1.23)
Vemos que las dimensiones se cumplen, ML~! =
ML™312

’
¢ 0"
/

Ejemplo 1.2. Una cuerda de acero de un piano estd so-
metida a una tensién de 200N, tiene un didmetro de
1mm, y una longitud de 80cm. Suponga que por la
cuerda avanza una onda transversal viajera y armoéni-
ca, con polarizacion lineal, de amplitud 0.5mm y lon-
gitud de onda de 40 cm. Halle () la densidad lineal de
masa, (b) la rapidez de las ondas transversales, (c) la fre-
cuencia angular y el nimero de ciclos por segundo con
que vibra un punto del medio, (d) la funcién de onda,
(e) la rapidez maxima de un punto de la cuerda, (f) la
densidad volumétrica y la densidad lineal de energia,
(9) la energia promedio en toda la cuerda, () el prome-
dio del flujo de energia por unidad de tiempo a través

m,V

Figura 1.2

Figura 1.1 Definicién de &

de cualquier seccién de la cuerda, (i) la potencia mini-
ma de la fuente (el pianista) que produce las ondas.

Solucién. El objetivo de este problema es fundamen-
talmente did4ctico; en la realidad en una cuerda no se
propagan ondas viajeras, en un solo sentido, sino que
debido a la reflexion en los extremos de la cuerda hay
ondas viajeras en sentido opuesto, se presenta interfe-
rencia entre las ondas en ambos sentidos, dando lugar
a ondas estacionarias que tienen una descripcién dife-
rente a la del presente ejemplo.

En una cuerda se presentan fuerzas recuperadoras
de diferente origen. Una de ellas se debe a la tension,
las otras a la rigidez intrinseca de la cuerda, considera-
da como una barra rigida delgada, y cuantificadas por
los médulos Yy G. Al excitar la cuerda se producen on-
das debido al comportamiento de la cuerda como una
cuerda tensa y como una barra rigida delgada, cada
una con su velocidad caracteristica. El sonido que es-
cuchamos se debe primordialmente a la onda transver-
sal de la cuerda tensa, con amplitud &y y con rapidez

v = VT /u. Esta expresiéon de v es una buena aproxi-
macién, pues la rigidez intrinseca de la cuerda provoca
que la expresién sea mucho mds compleja, y que de-
penda de la frecuencia, esto es, que la cuerda sea dis-
persiva.

Los datos numéricos del problema son:

Pacero = 7,8 g/cm3 = 7800 kg/m3,
T =200N,
r= %mm: 5x 10 *m,
L =80cm = 0,80m,

N\
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& =05mm=>5x10"*m,
A=40cm = 0,40m,

(@) u = pA = mpr* = m(7800kg/m>)(5 x 10~* m)?
=0,00613kg/m = 6,13 g/m.

(0) T 200N
= —_ = _— = 1 1 .
©=1/% =\ 000613 kg/m oM/

(c) La frecuencia angular es

2
w=kn="p="" 181 m/s = 28385~ ! 6 rad/s.

A 0,4m

El ndmero de ciclos por segundo es

_ 181m/s

= 040m =452 Hz.

Las unidades de w son rad - s~! o también s 1,

las de v son Hz 0 s™!; un Hz equivale a un ciclo

por segundo. Es un error expresar en Hz a w.

(d) Escojamos al eje x coincidente con la cuerda estatica.
Como es transversal, entonces & es perpendicular al eje
de propagacién x. Como la polarizacién es lineal, £ no
cambia de direccién; definamos a esta direccién como
el eje y. Como es armonica, el campo & se expresa con
la funcién seno o coseno (longitud en m, tiempo en s),

&(x, t) = &osen(kx — wt)uy = & sen ZTH(X —ot)uy,

27
(x —181t)uy.

0,40

=5x10"%sen

(1.24)

(e) El vector velocidad de un punto del medio, v, es la
derivada de la Ec. 1.24 respecto al tiempo,

vy = 655;;, H_ —wéy cos(kx — wt)u,,.
La rapidez es méxima cuando cos(kx — wt) = —1,y se

presenta cuando el punto pasa por la posicion de equi-
librio;

0&(x, 1)
P‘méx = ot

max

= (28385 1)(5x107*m) = 1,42m/s.

(f) La densidad volumétrica promedio de energia, o ni-
mero de joules por metro ctbico, es

£ = ipw?&l = 1(7800kg/m>)(2838/5)%(5 x 10~* m)?
= 7854]/m5.

La densidad lineal de energifa £;, o nimero de jou-
les por cada metro lineal de cuerda, es la energia total
de la cuerda dividida por su longitud L,

E eV EAL
El = == — =

L L L
= 71(7854]/m?)(5 x 10™* m)? = 0,00617 ] /m.
(g) Mediante la densidad volumétrica de energia,
E=€eV=enrL
= 71(7854]/m?)(5 x 107*m)?(0,8 m)
= 0,00493],
O mediante la densidad lineal de energfa,

E = gL = (0,00617]/m)(0,8m) = 0,00493].

2

= EA = 7EY

(h) Suponemos que la cuerda no es disipativa, esto es,
no hay conversion de energia ondulatoria en calor por
friccién entre los 4tomos o moléculas del medio. Por
conservacion de la energfa, la medida que un observa-
dor haga de la energia promedio que en un segundo
pasa a través de una secciéon transversal de la cuerda,
no depende de la posicién de esa seccién; en la Fig. 1.2,
la energia promedio (no la energia instantdnea) por uni-
dad de tiempo que atraviesa la cara de la izquierda es
la misma que la de la derecha. La energia promedio por
unidad de tiempo es la potencia promedio,

P=1A=veA
= (181 m/s)(7854]/m®) (5 x 10~*m)?
=1,11]/s =1,11W.

(i) Por conservacién de la energia, la fuente (el pianis-
ta) debe tener como minimo la misma potencia de las
ondas que produce. Decimos como minimo, porque la
propia fuente y la cuerda disipan energfa.

Pfuente = Fonda — 1,1TW.

Ejemplo 1.3. Una cuerda uniforme de longitud L y ma-
sa M cuelga libremente del techo. Sea x la distancia a
partir del punto inferior de la cuerda (Fig. 1.3). (a) De-
muestre que la velocidad de propagacion de un pul-
so de onda transversal a lo largo de la cuerda es /gx.
(b) Determine el tiempo t que tarda un pulso transver-
sal en recorrer la longitud de la cuerda.

A

i 4

Figura 1.3 La velocidad de la onda depende de x.
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Solucién.

(a) La densidad lineal de masa es p = M/L. La masa
del tramo de cuerda de longitud x es m = px = Mx/L.
Dicho tramo ejerce una tensién en la seccién determi-
nada por x, T = mg = Mgx/L. La velocidad en x es

T
= _——=
n

(b) La velocidad de propagacion del pulso de onda es
v = dx/dt. Igualemos con la Ec. 1.25, v = dx/dt =

/8x. Despejemos, dx/\/x = ,/gdt. Integremos el
miembro izquierdo entre 0 y L, y el miembro derecho

Mgx/L
M/L

— /3% (1.25)

entre0y ¢,
L .t
/ x V2 dy = \/g/ dt;
0 o
L
172
12|, \ft /

Z\f:\/gt;
t=2VL/g.

Ejemplo 1.4. Una esfera de hierro de 10kg se une a
un extremo de un alambre de acero de 3m de longi-
tud; el otro extremo se suspende del techo, y se hace
oscilar al péndulo asi formado con una amplitud de
60° (Fig. 1.4). La seccién transversal del alambre es de
1mm?, pacero = 7,8 /cm? ¥ Yacero = 2,0 x 1011 N/m?.
Halle el estiramiento del alambre cuando pasa por la
posicién més baja.

Solucién. Cuando una barra se somete a un tensiéon
longitudinal T, el estiramiento / lo da la Ec. 1.4, reem-
plazando a F por T. La tensién depende del angulo y
1(8) = T(6)L/YA. En el punto maés bajo,

oy _ T(0°)L
100°) = = (1.26)
L+1(0)
Omax = 60°
,Q__‘__,,,/'

Figura 1.4 La longitud del péndulo depende de 6.

Sea m la masa de la esfera. Se podria pensar que
T(0°) = myg, pero la posiciéon mds baja no es de equi-
librio, puesto que la esfera se mueve en un arco de cir-
cunferencia, y la aceleracién centripeta, v?/r, es dife-
rente de cero; la aceleracién tangencial sf es cero en 8 =

0. El estudiante debe comprobar que el radio de la esfe-
ra (Phierro < Pacero) €S cerca de 6.7 cm y que Myjambre =
23 g. Podemos entonces despreciar, respecto a L, a
Tesfera; T€Specto a m podemos despreciar a M,jambre-
También debe demostrar que 1 mm? = 10~°m?

Con base en el anterior pérrafo, y puesto que el pro-
blema es especialmente de dindmica y no de ondas, el
estudiante debe demostrar que si O, = 60°, entonces
T(0°) = 2mg. Reemplazando en la Ec. 1.26 obtenemos

2mgL  2(10kg)(9,8m/s?)(3m)
YA ~ (2,0 x 1011 N/m2)(10-6 m2)

~3x10°m=3mm.

10°) =

El alambre en su posicién mas baja se estira una milési-
ma de su longitud inicial y mide 3 m + 3 mm.

Ejemplo 1.5. Halle la rapidez del sonido en el agua si
su médulo volumétrico es B = 2,1 x 107 N/m?.

Solucién. pagua = 1,0g/cm? = 1000 kg/m?>. Reempla-
zando en la Ec. 1.8, que es para la rapidez de las on-
das en un fluido, obtenemos la rapidez del sonido en el
agua,

B [21x10°N/m?
— 2= Y 1450 m s,
VP 1000 kg /m3 m/s

En el agua el sonido se propaga, aproximadamente, 4.2
veces mas rapido que en el aire: 1450/345 = 4.2. La rapi-
dez también depende de la temperatura del agua, aun-
que de una forma menos marcada que en el aire (a 0 °C
es cerca de 1400 m/s).

Ejemplo 1.6. Halle la rapidez del sonido y de las ondas
transversales en una barra de acero.

Solucién. Para el acero, p = 7,8 g/ cm? = 7800 kg/ m?,
Y =2,0 x 101" N/m?, G = 0,80 x 10" N/m?.

Cuando nos piden la rapidez del sonido en un me-
dio, generalmente nos preguntan por la rapidez de las
ondas longitudinales en ese medio.

/ 2,0 x 1011 N /m?2
Usonido = \/ 7800 kg/ /3 = 5064 m/s
~ 18200 km/h,
|G 0,80 x 101 N/m?
Otrans — E - \/ 7800 kg/m3 = 3202 m/s

~ 11500 km /h.

La rapidez del sonido en una barra de acero es cerca de
15 veces la rapidez del sonido en el aire: 5064/345 ~
15. Un bloque de acero es mas rigido que una barra, lo
que implica que la rapidez es atin mayor.
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Para cualquier sdlido, Y > G, y la rapidez de las
ondas longitudinales siempre es mayor que el de las
transversales. En un temblor de tierra se producen am-
bas ondas; primero llegan a un punto las ondas longi-
tudinales (v =~ 20000km/h), y luego las transversa-
les. Las primeras le dan la vuelta a la corteza terres-
tre en cerca de 2 horas, pues el perimetro de la Tierra
es ~ 40000km. Se ha detectado, con los terremotos,
que entre dos puntos opuestos en la Tierra no viajan
en linea recta ondas transversales, lo que lleva a con-
cluir que una parte importante del interior de nuestro
planeta es fluido, ya que estos no transmiten esfuerzos
transversales sino longitudinales.

Ejemplo 1.7. Combinando las ecuaciones

0& op _

0%¢
P—PO—Ba ™

y ax - _POW/

obtenga la ecuaciéon de onda para la presién en una
columna de gas.

Solucién. Tomemos la segunda derivada respecto al
tiempo de la primera ecuacién, y conmutémosla con la
derivada espacial,

Pp_ 0 (%
o2 Tox \oarr )’

Despejemos a 02 /9t> de la segunda ecuacién, y reem-
placemos en la anterior,

Pp_ g0 (_Lop
o2 ox po 0x

<» Problema 1.1. Combinando las ecuaciones

_B®p
o 0x2’

5o
po 0x2’

0%¢

)
P—PO_POa i

obtenga la ecuacién de onda para la densidad,

Fo_ 50
02 pg 0x2’

Ejemplo 1.8. Encuentre el cambio de la rapidez del so-
nido en el aire por unidad de cambio de la temperatura
a25°C.

Solucién. Nos piden hallar a Av cuando AT = 1°Cy
T = 25°C =~ 298 K. Un cambio de 1°C equivale a un
cambio de 1K (demostrarlo).

Como 1K « 298K, podemos aproximar AT ~ dT
y Av =~ dv. Derivemos la Ec. 1.9,

dv Av  « 710m/s-K1/27058m/s
dT ~ AT 2T V298K oo

Si la temperatura pasa de 25 °C a 26 °C 0 24 °C, la rapi-
dez aumenta o disminuye, segtn el caso, en 0.58 m/s.

Ejemplo 1.9. Asuma que las ondas de presion en una
columna de gas tienen la forma

Ap = p — po = Posen(kx — wt). (1.27)
(a) Usando las Ecs. (1.5) y (1.6), obtenga la expresién pa-
ra la onda de desplazamiento. (b)) Muestre que las on-
das de desplazamiento y de presién estdn desfasadas
entre si un cuarto de longitud de onda, e interprete fisi-
camente y en la representacién grafica de esas ondas, el
desfase. (c) Obtenga la expresién para la onda de densi-
dad y muestre que estd en fase con la onda de presién.
(d) Encuentre la relacién entre la amplitud de la onda
de densidad y la amplitud de la onda de presién, y en-
tre las amplitudes de densidad y de desplazamiento.

Solucioén.

(a) Igualemos las Ecs. (1.6) y (1.27), y multipliquemos
por dx,

—Bg—i dx = Pgsen(kx — wt) dx.

(1.28)
El diferencial de &(x,t) es dé = (0&/0x)dx +
(0&/0t)dt. En un t fijo, dt = 0, y dé = (8&/0x) dx.
Introduciendo este diferencial en la Ec. 1.28, e integran-
do,

—B/d£ = —B¢ = fPo/sen(kx — wt)dx
_ Pycos(kx — wt)
D —

Despejando, obtenemos la onda de desplazamiento,

&(x,t) = % cos(kx — wt) = &y cos(kx — wt). (1.29)
La amplitud de las oscilaciones es &y = Po/Bk. Reem-

plazando a B = v?py, y a k = 27rv/v, la amplitud toma

la forma
Po

- 27 0pg v

&o (1.30)
(b) La onda de presion, Ec. 1.27, estd expresada en tér-
mino de la funcién seno, mientras que la onda de des-
plazamiento, Ec. 1.29, estd expresada con la funcién
coseno. Puesto que el desfase entre ambas funciones
es 71/2, este también es el desfase entre dichas ondas.
Un desfase se expresa, extrictamente, en radianes, pero
como la minima distancia Ax, con ¢ fijo, entre un mis-
mo valor arbitrario de las funciones seno y coseno es
A/4 (Fig. 1.5a), se dice a veces, hablando sin total rigor,
que el desfase es A/4, con unidades de longitud.

El desfase se puede ver también en términos tem-
porales en lugar de espaciales como en el anterior pa-
rrafo. Es valido darlo con unidades de tiempo, y decir
que es P/4, ya que en un punto fijo x hay que esperar
un tiempo minimo de P/4 (Fig. 1.5b) para que un valor
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Figura 1.5 Desfase de 7/2 entre las ondas de desplazamiento y de presion. (a) Interpretacion

espacial, (b) interpretacién temporal.

arbitrario de la funcién seno sea igual al de la funcién
coseno.

Un desfase de 77/2 (0 A/4 o P/4 segtn se prefiera)
entre dos variables, quiere decir, segtin las familiares
gréficas de las funciones seno y coseno (Fig. 1.5a), que
en el instante en que en ciertos puntos del espacio una
de las variables es maxima o minima, en ese mismo ins-
tante y esos mismos puntos la otra variable vale cero, y
viceversa: El elemento de aire en x 4 estd en su posicién
de equilibrio, &(x4) = 0, y alli la presién es méxima,
p(x4) = po + Po. El elemento de aire en xp estd en su
posicién de equilibrio, &(xg) = 0, y alli la presion es
minima, p(xg,t) = po — Po

Que la presién sea maxima o minima en los puntos
del medio que estdn en su posicién de equilibrio se ve
facilmente interpretando la grafica de &(x, t), Fig. 1.6.
El campo £ en los puntos vecinos a x4 y a su derecha
es negativo, lo que se interpreta como que esas porcio-
nes de aire se han alejado de sus respectivas posiciones
de equilibrio hacia la izquierda, como se indica con la
flechita dirigida hacia la izquierda y debajo de x4 [vea
la definicién (1.22) de &, p. 3]. El campo & en los pun-
tos vecinos a x4 y a su izquierda es positivo, lo que se
interpreta como que esas porciones de aire se han aleja-
do de sus respectivas posiciones de equilibrio hacia la
derecha. Esto implica que en x4 la presién y densidad
son méaximas. En la vecindad de xp ocurre todo lo con-
trario, y es un punto de minimas densidad y presion.
Visto analiticamente, la pendiente en x4 es negativa,
(06/0x)x, < 0,ysegtnlaEc.1.6,p —pg > 06 p > po.
Por supuesto, en xg, p < po.

En los puntos donde & es méxima o minima,
0¢/0x = 0, y segtin la Ec. 1.6, p = py, esto es, la on-
da de presion (p — po) vale cero.

(c) Al dividir la Ec. 1.5 por la Ec. 1.6 y reemplazar

B = pyv? obtenemos
Ap = Ap/v?. (1.31)

Sila onda de presién Ap se expresa con la funcién seno,

también la onda de densidad Ap se expresa con la mis-
ma funcién, y como 2 > 0, entonces las ondas estan
en fase entre si: ellas alcanzan su maximo, se hacen ce-
ro o se vuelven minimas simultdneamente. Ello era de
esperarse, pues sabemos, segtn la experiencia comun y
la ley de los gases ideales, que a mayor presién mayor
es la densidad.

Reemplacemos la Ec. 1.27 en la Ec. 1.31 para obte-
ner la onda de densidad en funcién de x y £,

Po

Ap = = sen(kx — wt).

— (1.32)

(d) Designemos Ry a la amplitud de la onda de densi-
dad. De la Ec. 1.32,

fRO = ?0/02.
Despejemos a Py de la Ec. 1.30 y reemplacemos,

2 2
Rq = mupevéo _ 27Poéo znpog—o = k&opo-

v? /v A
(1.33)

Los sonidos que escuchamos son variaciones, con
ciertas frecuencias, de la presién y densidad atmosféri-
cas alrededor de los valores de equilibrio pg y po, que
en Medellin valen 640 mm Hg y 1.0 kg/m3, respectiva-
mente. En el agua los valores son distintos.

Ejemplo 1.10. (Este ejemplo es una continuacién del
Ejemplo 1.9). A partir de la onda de desplazamiento
dentro de un tubo, mostrar, graficamente, la distribu-
cién de densidad. La experiencia se hace en Medellin, a
25°C.

En la Fig. 1.84, a escala 1:1, se dibuja una porcién
del tubo que se ha dividido en 37 elementos de masa,
enumerados de i = —3 a i = 33. El punto negro en el
centro de cada rectangulo representa su centro de masa
(c. m.). El origen de coordenadas se ha hecho coincidir
con el c. m. del elemento i = 0. Todavia no hay onda, y
asi cada elemento estd en su posicion de equilibrio, esto
es, &(x;, ) = 0. Se muestra la posicién de equilibrio de
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Figura 1.6 Onda de desplazamiento &(x, ). Exa-
minando el entorno de los puntos del medio se
sabe si son de maxima o de minima presion.

los séptimo y treceavo elementos. La densidad del aire
es uniforme a lo largo del tubo.

La Fig. 1.8b corresponde a la onda arménica de des-
plazamiento & en cierto instante f. Las flechitas son el
desplazamiento & en funcién de x;; se sefiala el despla-
zamiento de su posicion de equilibrio de los elementos
séptimo y treceavo, &7 y £13 respectivamente.

Como las ondas en un fluido, en este caso aire, son
longitudinales, los &; van paralelos al eje x, que es la
direccién de avance de la onda. En la Fig. c los & > 0
se han rotado 90° respecto a la Fig. b, de manera que
apunten hacia la derecha de su posicion de equilibrio;
los &; < 0 se han rotado de manera que apunten hacia
la izquierda. La posicién de equilibrio x; se indica con
una linea vertical invisible que empieza en la Fig. a, pa-
sa sobre cada flecha de la Fig. b y termina en la cola de
la flecha de la Fig. c. En la cabeza de esta tiltima empie-
za otra linea vertical que desciende hasta terminar en
la Fig. d, en el c. m. del elemento i, pero desplazado ¢&;
de su posicién de equilibrio.

En la Fig. d se aprecian claramente las variaciones
de densidad a la largo del tubo.

<» Problema 1.2. (Este problema es una continua-
cién del Ejemplo 1.10). (a) ;Qué elementos de masa i
(i=-3,—-2,---,32,33)enlaFig. 1.8 estdn en su po-
sicién de equilibrio? (b) ;Qué elementos i estdn més se-
parados de posicién de equilibrio? Mida con una regla
(las figuras 1.8 estdn a escala 1:1) y dé el valor respecti-
vo de x; y &(x;), teniendo en cuenta que a la derecha es
(+) y alaizquierda es (—). (c) Como el tubo es de sec-
cion transversal constante, el ancho de cada elemento
es inversamente proporcional a su densidad. En Mede-
llin, pp ~ 1,00kg/m3 y py = 640 mm Hg; estos son los
valores para todos los elementos de la Fig. 1.84. ;Qué
elementos i de la Fig. 1.8d tienen p = py = 1,00 kg/m?;

| A
AE ¢ "
N NS
// \ // \
/ \\ / \\
/ /
\\ ;18 \\
/ /
/ l\ / \
e
§0T \ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\
\//

Figura 1.7 E/ adjetivo de grande o pequeiio de-
pende de la relacién &y/A. La curva a trazos
es de amplitud "grande", la continua se acerca
mas a una amplitud "pequefia".

cudnto vale & para estos elementos? (d) ;Estd de acuer-
do el resultado del anterior numeral con la Ec. 1.5, p. 22,
(estd de acuerdo con que el desfase entre la onda de
densidad y la de desplazamiento sea 90°? (e) ;Qué
elementos i tienen maxima densidad, y cudles mini-
ma?; jcuédnto vale & para estos elementos? (f) ;Estd de
acuerdo el resultado del anterior numeral con la Ec. 1.5?
(9) Mida &j y A. Si la temperatura atmosférica es 25 °C,
calcule la frecuencia del sonido. (k) ;Cuadl es la inten-
sidad y el nivel de intensidad sonora? (i) ;Cudl es la
amplitud de la onda de presiéon (Ec. 1.10, p. 2)?; ;en-
tre qué valores fluctaa la presién? (j) ;Es constante la
temperatura a lo largo del tubo? (Tenga presente que la
propagaciéon del sonido es fundamentalmente un pro-
ceso adiabético, esto es, no hay flujo de calor entre el
elemento i y los elementos i —1 e i +1). (k) Si en la
Fig. 1.8d un elemento i de masa tiene un volumen el
doble que otro, podemos afirmar que su densidad es la
mitad; ;se puede afirmar también que la presién es la
mitad? (Recuerde que PV = nRT).

Algunas respuestas: Los valores son aproximados, pues
dependen de las medidas que se estimen con la regla.
(b)i = 5,15,25; x5 =~ 2,6cm, x15 ~ 7,9cm, x5 ~
13,2cm; (2,6 cm) = é5 &~ +6,5mm, &5 ~ —6,5mm,
&5 = +6,5mm. (c) i = 5,15, 25; los x respectivos
son los del numeral anterior. (¢) pmax = P10 = P30,
Pmin = Pi=0 = P20; &i=0 = &0 = &0 = &30 = 0.
(§) v ~ 3255 Hz. (h) I ~ 3,06 x 10° W/m?, B ~ 185db;
este nivel es irreal por lo alto, y se origina en el va-
lor exagerado de &. (i) Py ~ 355 mm Hg. Entre 285y
995 mm Hg.

<> Problema 1.3. Interprete grdficamente el campo §
en el entorno de x¢c y xp (Fig. 1.6) y determine si en di-
chos puntos no hay cambio de presién (Ap = 0), si son
de compresién (Ap > 0) o descompresién (Ap < 0).
Utilice la definicién (1.22) de &, p. 3.
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Ejemplo 1.11. Halle la condicién que se debe cumplir
para que los cambios de densidad (y de presién) se pue-
dan llamar pequerios.

Solucién. La ecuaciéon de onda para las ondas en una
columna de gas, Ec. 1.7, se obtuvo para cambios pequefios
en la densidad, esto es, para una densidad instantdnea
p que se aparta poco del valor de equilibrio py, lo que
implica que Ry < pg. Reemplacemos Ry, Ec. 1.33, en
esta desigualdad: k§ypg < pp; cancelemos p,

k&y < 1,

27

— 1

)\Eo<< ,
&p < A

Cambios pequefios implica &y < A, y viceversa (he-
mos despreciado el 277 en la dltima relacién). Esta des-
igualdad, graficamente, corresponde més con la curva
continua de la Fig. 1.7, donde las variaciones del campo
son suaves, esto es, la pendiente 0¢/dx < 1, que con
la curva a trazos; para esta, &y/A ~ 0,6 y, en general,

0¢/0x & 1.

Ejemplo 1.12. Dos ondas sonoras de igual frecuencia
tienen niveles de intensidad que difieren en 30 db. Ha-
lle 1a relacién entre sus intensidades y amplitudes de
desplazamiento.

Solucién. Para una onda, 31 = 10logI;/Iy; para la
otra, B = 10logly/Iy. Segun la informacién del
gjemplo, AB = 30 = 10(logli/Iy —logh/l)) =
10log I/ I,. Por la definicién del logaritmo de un nt-
mero en base 10,

L/, = 10%/1° = 10% = 1000.
Aplicando la Ec. 1.12,

_ L gopw’sh &
1000 =7~ =1 —> =
Lo qupa?sy, &y

Despejemos la relacién pedida,

&o01/&02 = V1000 = 31,6.

Ejemplo 1.13. Una persona hablando normalmente
produce un nivel de intensidad de 65db a 1m de dis-
tancia. La rapidez del sonido es 340m/s, la densidad
del aire (depende de la altura) 1,2 kg/m?3, y la frecuen-
cia promedio emitida 300 Hz. (a) Calcule la energia pro-
medio que la persona emite en sonido cada segundo.
(b) Discuta las aproximaciones hechas en la solucién
del primer numeral. (c) Si la persona estd dentro de un
salén de dimensiones, en metros, 6 x 4 x 3, y la inten-
sidad fuera uniforme e igual al valor a 1 m de la fuen-
te, calcule la energfa total que habria dentro del salén.
(d) (Cada segundo, cudntos joules son absorbidos por

los objetos dentro del salén, junto con los joules que sa-
len por puertas, ventanas y por trasmision a través del
techo, suelo y paredes? (¢) Halle la amplitud de las vi-
braciones de un punto del medio (aire) debido a las on-
das.

Solucién.

(a) Al pedirnos la energia por unidad de tiempo lo que
nos estdn pidiendo es la potencia, y para esto debe-
mos averiguar primero la intensidad. Segtin la defini-
cién del logaritmo de un ndmero y la Ec. 1.13,

[ = I,10% = (1072 W/m?) 10% = 10755 W/m2.

Pero el exponente de una respuesta nunca se expresa
con decimales, sino con un entero, y aunque el anterior
valor sea correcto, es indebido dejarlo asf;

I(1m) = 10%° x 107 W/m? = 3,16 x 107° W/m?
= 3,16 uW/m?.

Los puntos a 1 m de la fuente forman una esfera de 1m
de radio. La potencia es entonces la intensidad a 1m
por el 4rea de esa esfera,

P = Al = 4m*I = 47(1m)?(3,16 uW /m?)
= 0,04mW.

(b) La Fig. 1.9 representa, mediante esferas concéntri-
cas de radio r, los frentes de onda emitidos. El &ngulo &
define un cono cuyo eje es perpendicular a la boca.

Figura 1.9 Ondas sonoras esféricas.

Hemos supuesto que la intensidad solo depende
de 7; en la realidad, la intensidad sonora es méxima di-
rectamente en frente de la boca, esto es, en 8 = 0, y mi-
nima detrés de la cabeza, en 8 = 180°. Cuando dentro
de un recinto normal hay una fuente sonora, la intensi-
dad en un punto dentro de él se debe a las ondas que
de la fuente llegan directamente a ese punto, y de las
ondas reflejadas. Aqui no hemos tenido en cuenta a es-
tas dltimas, aunque pueden contribuir con un 50 % de
la intensidad. Las ondas reflejadas hacen que la inten-
sidad se aparte mucho de una disminucién como 1/ 72,
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y que sea bastante uniforme. Ademads, cuando alguien
habla, no solo emite sonido por la boca, sino que la ca-
beza y el tronco también son fuentes sonoras importan-
tes y la persona esta lejos de ser una fuente puntual, lo
que lleva a que las ondas no sean esféricas cerca de la
fuente.

(c) Puesto que conocemos el volumen del salén, para
conocer la energia debemos calcular primero la energia
por unidad de volumen, o sea la densidad de energia E,
para multiplicarla por volumen total V,

I, 3,16uW/m?

E:EV:;V— 340m/s (6m)(4m)(3m)

=0,7pJ.

(d) La energia en el salén es constante; la emisién de la
fuente no esta provocando un aumento de ella, ni las
fugas de energia estdn produciendo una disminucién.
Concluimos entonces que cada segundo la energia emi-
tida por la fuente iguala a la energia sonora que se pier-
de por absorcién y por trasmision fuera del salén; se-
gun el numeral () es

Ritmo de pérdida de energia del salén = 0,04 mW.

Una analogia puede ser ttil: En un tanque que con-
tenga una cantidad fija de agua, la cantidad de agua
que sale de él, por segundo, iguala a la cantidad de
agua que entra. En nuestro ejemplo, en lugar de agua
se piensa en energia.

(e) De la Ec. 1.12,

w\ vp T 27 x 30051

£ = 1 2r 1 2(3,16 x 10-6 W/m?2)
0~ (340m/s)(1,2kg/m?)

=6,6 x 108 m.

Hemos supuesto que la frecuencia emitida es de
300 Hz. En realidad, la composicién de frecuencias de
una voz —su andlisis de Fourier— es muy compleja y
es caracteristica de cada individuo.

Ejemplo 1.14. Desde la seccién izquierda de la cuer-
da compuesta de la Fig. 1.10 incide sobre la interfase
de separacién una onda &; = &p;sen(wt — kix), y se
producen una onda reflejada &, = &|, sen(wt + kix) y
una onda transmitida &, = &g, sen(wt — kyx). (2) Com-
pruebe que la potencia promedio incidente es igual a
la suma de la potencia promedio reflejada y la poten-
cia promedio transmitida. (b) R y T son los coeficientes
de reflexién y transmisién para la amplitud respectiva-
mente. Los coeficientes de reflexién y transmisiéon para
la potencia se conocen como la reflectancia R y la trans-
mitancia T. Halle, en términos de R y T, expresiones
para Ry 7. (c) Si la onda incidente tiene una potencia
de un milivatio (1mW), y la densidad lineal de masa
donde estd la onda transmitida es 4 veces la densidad
donde esté la onda incidente, halle la potencia reflejada
y la potencia transmitida.

fii gr
—> —> |
[ |
1 « 2
&

Figura 1.10 Reflexién y transmisién de ondas.

Solucién. En las funciones &;, &, y & no hemos escrito
w; ni w}, ni w, sino w, puesto que la condicién de fron-
tera de que la cuerda es continua en todo instante (no
estd rota en la interfase) exige que la frecuencia con que
vibra la seccién izquierda de la interfase sea igual a la
frecuencia con que lo hace la seccién derecha.

La frecuencia no cambia por reflexién ni por transmision.

Por definicién, el subindice 1 se refiere al medio
donde esta la onda incidente, y el subindice 2 donde
estd la onda trasmitida.

() Como las ondas reflejada y transmitida provienen
de la incidente, es obvio, por conservacién de la ener-
gia, que la energia de la onda incidente debe ser igual a
la suma de la energia de la onda reflejada y la transmi-
tida,

E; =E, 4+ E,.

Esta igualdad se cumple cuando las energias se miden
en el mismo intervalo de tiempo,

dE; _ dEj

dt — dt

dE,
dt’

Cada uno de los términos es la potencia respectiva,

P; =P/ + P, (1.34)
La ley de conservacién de la energia asume asi la for-
ma de conservacién de la potencia, no de la intensi-
dad. Se puede comprobar que la intensidad se conser-
va, I; = I,’, + I, s0losi A1 = Aj.

Antes de comprobar la Ec. 1.34, hallemos una nue-
va expresién para la potencia.

P =IA =veA = vipw?el A = Lo(pA)w?El

(1.35)
= VT /upaw?sd = 5/uT ?&5.

Apliquemos esta expresién en la Ec. 1.34, pero con un
signo de interrogacién sobre el signo igual, pues apenas
vamos a comprobar que la igualdad se cumple.

? ’
WmT a8l = 3VmT g + 3VinT w?E,.
Simplifiquemos,

? ,
Vi &2 = Vi &+ Vi &,
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Dividamos por 1 531-,

2 E(/)r ? Eor 2
1=(2) +vVun | =2 ) .
Eoi Eoi

El primer paréntesis es el coeficiente de reflexién de la
amplitud R, y el segundo el de transmisién T,

1 z R2+\/u21 T2.

Segun las Ecs. (1.14) y (1.15),

El estudiante debe desarrollar el algebra del miembro
derecho y demostrar que se reduce a 1. Asi queda com-
probado que se cumple la Ec. 1.34, y podemos quitar la
interrogacion del signo igual.
(b) Segun la definicion de Ry T, R = P//P,y T =
P,/P;. Apliquemos la Ec. 1.35,

1 ! 2
R = 5{ 2 IJlTwzé()% _ (56,,) _R2
P mT w?és,

&oi
g_ P _VwlTe’s, i <50r)2: T
P 3V T w?él, r \ Soi

(Para la reflexién y transmisién, la ley de conservacién
de la energia se puede escribir como R + T = 1).

(c) Segtin la informacién del ejemplo, pp1 = 4. Aplique-
mos el numeral anterior,

2 2
Pl — RP, = R2P, = (L V2 p L-vi P,
' 1+ Viun 1+ V4

mW.

P =

\O|—
\O|—

Incide un milivatio y se refleja un noveno de miliva-
tio; como la energfa se conserva, se transmite entonces
8 novenos de milivatio:

P,=P—P =1mW—{mW = §mWw.

En porcentaje,

P! Lmw
% reflejado = 100 % -~ = 100 % 2 =11,1%
%o reflejado OO/Pi OO/lmW 1%,
% t itido = 100 % b =100 % gmW—889°/
o tTransmitido — OE— OlmW_ ’ 0.

Ejemplo 1.15. Alambres de cobre y de aluminio de
1mm de didmetro se unen formando una cuerda larga
(Fig. 1.11). En el cobre esta la onda incidente polarizada
linealmente en y, con una frecuencia de 220 Hz (nota

la) y una amplitud de 1mm. La tensién es de 100N.
(La densidad del cobre es 8,9g/ cm?, la del aluminio
es 2,7 ¢/cm?). Halle (a) los coeficientes de reflexién y
transmisién para la amplitud, (b) la amplitud de las on-
das reflejada y refractada (o transmitida), (c) la rapidez
de las ondas en el acero y en el cobre, (d) la longitud de
onda en ambas secciones de la cuerda, (e) las ecuacio-
nes de las ondas incidente, reflejada y refractada, (f) la
intensidad y la potencia de estas ondas.

!
4_
5r YA ‘Sr —>
& —
1|2 Aluminio
Cobre 0 x

Figura 1.11 Reflexién y transmisién en una cuerda.

Solucién. Los datos del ejemplo son: rq
0,5mm =5 x 10~*m, v = 220 Hz; el cobre es el medio
1 por estar en él la onda incidente, pcy, = p1y pa1 = P2;
&i=1mm =10"3m, T = 100 N.

(a) Hallemos primero la densidad lineal relativa,

P2 _ 2,7g/em?

o _ p2A2 _ P2 _
o mAr p1 89g/emd

= 0,303

Reemplacemos en las Ecs. (1.14) y (1.15),

~ 1-./0,303 2 B
1+ /0,303 140,303

(b) Despejemos las amplitudes de las Ecs. (1.14) y (1.15),

=029, T= 1,29.

&, = Rép; = 0,29 x 103 m,
&or = Tégi = 1,29 x 103 m.

Note que, paradéjicamente, la amplitud transmitida es
mayor que la incidente. Esto no es imposible, pues no
existe una ley de conservacién de la amplitud. Cuando
una onda eléstica pasa a un medio de menor densidad,
la amplitud aumenta. Esto explica en parte la vulne-
rabilidad de la Ciudad de México a los temblores de
tierra, ya que se asienta sobre tierras htimedas.

(c) Las ondas transversales del ejemplo se deben al
comportamiento del cobre y del aluminio como una
cuerda, no como una barra; por esto apliquemos la
Ec.12ynolaEc. 1.3,

T T
o 1T
B 100N

N \/71’(8900 kg/m3)(5 x 10~4m)?
=119,6 m/s,
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T T
vz = _— = 72
1o o1
100N

- \/n(2700 kg/m3)(5 x 104 m)2
=2172m/s.

Estas cantidades son mucho menores que la rapidez de
las ondas que también transmiten el cobre y el alumi-
nio, Ec. 1.3, que es cerca de 3000 m/s.

(d) La frecuencia no varia con los cambios de medio,
pero la velocidad si ya que depende de las propiedades
del medio,

01 1196
A= 2L ~ 0,544
1 220 0,544 m,
v, 2172
Ay = 2 = ~ 0,987 m.
27, T o F098m

(e) Para las 3 ondas utilicemos la funcién de onda & =
&osen2m(t/P £+ x/A), (longitud en m y tiempo en s)

_ X
éi(x, t) =10 3 sen 27 (ZZOt — m) ,

/ _ -3 x
&(x, 1) =0,29 x 10" sen 27 (2201‘ + 0/544) ,

X
1) =1,29 x 10 3sen 27 ( 220t — —— ) .
Er(x, t) ,29 x 1072 sen 7r< 0 0,987)

Como las ondas incidente y transmitida se propagan
hacia la derecha, se ha escrito el signo (—) dentro del
paréntesis de sus respectivas funciones; la onda refleja-
da se propaga hacia la izquierda, y se debe escribir el

signo (+).
(f) Segtin la Ec. 1.12,

I = 3011 (270v)%&f;
= 1(119,6m/s)(8900 kg /m?) (44075~ )2 (10~ m)?
=1,017 x 10° W/m?,

Il = Yoip1 (271v)2E2
= 1(119,6 m/s)(8900 kg /m?)
x (4407ts71)2 (0,29 x 1073 m)?
= 0,085 x 10° W/m?,
I, = 301p2(27v)?&,
= 1(217,2m/s)(2700 kg /m?)
x (44075712 (1,29 x 1073 m)?
= 0,932 x 10° W/m?.

Fl 4rea transversal es A = 772 = (5 X 10_4)2 =

785 %x 1077 m2. La potencia de las ondas es

P =LA = (1,017 x 10° W/m?)(7,85 x 10~7 m?)
=0,798 W,

Pl =1IA = (0,085 x 10° W/m?)(7,85 x 10~" m?)
=0,067W,

P, =I,A = (0,932 x 10°W/m?)(7,85 x 1077 m?)
= 0,731 W.

<» Problema 1.4. Demuestre que en una cuerda com-
puesta la amplitud de la onda trasmitida es mayor que
la de la onda incidente, si al cambiar de medio la den-
sidad lineal de masa disminuye.

Ejemplo 1.16. Una fuente puntual S emite ondas en un
medio homogéneo, con una potencia promedio cons-
tante P. Halle la dependencia de la intensidad y la am-
plitud de las ondas respecto a la distancia r a la fuente.

Solucioén. Suponiendo que dentro de una esfera de ra-
dio r centrada en S no hay otras fuentes ni sumideros
de energfa, la intensidad en cualquier punto de la su-
perficie de la esfera es

=2-"r

Vemos asi que la intensidad depende de 1/72,
ITx1/ 2,

siendo la constante de proporcionalidad igual a P/47.
Igualando las Ecs. (1.12) y (1.36) se demuestra que
la amplitud depende de 1/,

&g x 1/r;

la constante de proporcionalidad es V P/ (2mvpw?). La
relacion entre &) y r es mds compleja que &y o 1/r, pero
esta es una buena aproximacién en puntos alejados de
la fuente, 0 sea cuando r > A.

Ejemplo 1.17. Un observador estd a una distancia D de
una fuente puntual que emite ondas esféricas. Cuando
se acerca 50 m a la fuente la intensidad se duplica. Halle
D.

Solucién. Segun los datos del problema, I(D — 50) =
2I(D). Sea P la potencia de la fuente. La anterior ecua-
cién es, segtin la Ec. 1.36,

P _, P
471(D —50)2  “4nD?’

Despejando, obtenemos D = 170,7 m.
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Ejemplo 1.18. Las ondas en una cuerda se describen
con la funcién vectorial de onda (longitud en m, tiem-
poens)

&(r,t) = 1073 cos(37x + 4my) sen(10 00077t ).
(1.37)
La cuerda, de extremos A y B, mide 50cm y su
densidad es 4 g/cm?; el extremo A esta en el origen.
(a) Ubique la cuerda en un sistema cartesiano. (b) ¢Es
viajera o estacionaria la onda? (c) ;Es longitudinal o
transversal? ;Cémo estd polarizada? (d) Halle si los ex-
tremos de la cuerda son fijos o libres. (¢) Halle la rapi-
dez de propagacién de las ondas viajeras. (f) Encuentre
la frecuencia fundamental y el orden del armoénico des-
crito por la Ec. 1.37.

Solucién.
(a) Hallemos la direccién de propagacién. En la Ec. 1.37
el coeficiente de x es ky, el de yes k, y el de z es k,

1

ky=3nrm™!, k,=4mm™!, k. =0.

La magnitud del vector de propagacién es, Ec. 1.17,

k= \/7'[2(32 +424+0))m 2 =57rm™ L

El vector de propagacién k no tiene componente z,
lo que quiere decir que las ondas viajeras (una con vec-
tor k y la otra con vector —k) que dan lugar a la onda
estacionaria se propagan paralelo al plano xy, con an-
gulos & (con el eje x), 3 (con el eje y) y v (con el eje z)
iguales a, segtn las Ecs. (1.16) y (1.17),

k 37m™! 3
a=cos! % = cos! 52271 = cos ! == 53,13°,
k 4rm1 4
B =cos! % = cos ! 5;2_1 = cos! 5= 36,87°,

k Om™!
vy =cos ! f = cos~! 57rn11n—1 = cos~ 10 =90,00°.

(cos &, cos 3y cosy se denominan los cosenos directo-
res de k). La orientacién de la cuerda es la de k, pues
la onda se propaga a lo largo de ella. En la Fig. 1.12 se
ubica la cuerda con estos dngulos y con el extremo A en
el origen.

\4

Figura 1.12 Ondas en una cuerda.

(b) En 3 dimensiones, k - ¥ — wt = kyx +kyy + kz — wt.
En este ejemplo, k; = 0y k- r — wt = kyx + kyy — wt.
La Ec. 1.37 no es una funcién de (k - r — wt), por lo tanto
no es una onda viajera. Ademads, en una onda viajera la
amplitud es constante, mientras que esa funcién tiene
una amplitud f(x) = 1073 cos(37x + 471y) que depen-
de de la posicion del punto (x, y,0) de la cuerda.

(c) Segun la Ec. 1.37, las vibraciones son paralelas al
vector unitario u,, esto es, son perpendiculares a la mis-
ma cuerda o a k: £ L k, y esta perpendicularidad es lo
que define a una onda transversal. La polarizacién es
lineal pues & siempre es paralelo a z.

(d) Si en todo instante un extremo no vibra, es un nodo
de desplazamiento o extremo fijo; si vibra es un extre-
mo libre o antinodo. Para evaluar a &, encontremos las
coordenadas de los extremos Ay B (L = 0,5m es la
longitud de la cuerda),

XA:O, yAZOI ZAZO;

xg = Lcosa = %L =0,3m,
yg=Lcosp=2L=04m,
zg=Lcosy=0xL=0.

Reemplacemos en la Ec. 1.37,

Ea(t) = 1073 cos(37 x 0 + 47 x 0) sen(10 0007t u,
=103 sen(10 0007t uy;

&p(t) = 1073 cos(37r x 0,3 + 47 x 0,4)
x sen(100007t)u,

= 1073 cos(2,57) sen(10 0007t)u,
=103 x 0 x sen(100007t)u, = 0.

A se comporta como un extremo libre pues estd vibran-
do; B no vibra y es un extremo fijo.

(e) Las ondas viajeras que se propagan con sentidos
opuestos y dan lugar a la onda descrita por la Ec. 1.37
lo hacen con rapidez (Ec. 1.17) v = w/k. La frecuencia
angular es el coeficiente del tiempo, w = 100007s~!.
La rapidez es

w 100007rs~ 1
V=T e T 2000m/s.

(f) Las frecuencias propias las da la Ec. 1.20, pues un
tubo abierto-cerrado es andlogo a una cuerda con extre-
mos libre-fijo. La frecuencia fundamental v se obtiene
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conn = 0, ya que el generador de impares se ha escrito
como 2n + 1.

v 2000m/s

:7_7:1 71:1 H.
VI 4L = 1x05m = 10005 000 Hz

El arménico descrito por la Ec. 1.37 tiene una frecuencia

w  100007rrad-s~?

2 27rrad

= Hz.
= 5000 Hz

Por definicién, si v/ V¢ es un entero, a v/ V¢ se le de-
nomina el orden del arménico; esta definiciéon implica
que el modo fundamental siempre es el arménico de
orden 1.

.. 5000Hz
Orden del armoénico = 10001, —

Ejemplo 1.19. Un parlante que emite un sonido de
261.6Hz (nota do central) estd al frente del extremo
abierto de un tubo (Fig. 1.13a). La longitud L de la
columna de aire se puede cambiar moviendo el pistén
que sobresale a la derecha del tubo. (1) Halle la longi-
tud de las 3 primeras columnas de aire que entran en
resonancia con el parlante. (b)) Mediante un esquema,
muestre en cada caso la distribucién de amplitud y la
posicién de los nodos y antinodos de desplazamiento.

Suponga una temperatura de 25,0 °C. (En el Labo-
ratorio de Fisica III esta experiencia se hace con una fre-
cuencia mayor, un tubo de ~ 5cm de didmetro y un L
méaximo de 90 cm).

Solucién.
(a) La rapidez del sonido es, segin la Ec. 19, v =
204/25,0 +273,2 = 345,4m/s.

Se presenta resonancia cuando una de las frecuen-
cias propias de la columna de aire (la frecuencia fun-
damental o uno de los sobretonos) entre en resonancia
con la frecuencia externa (vex) del parlante. Segtn la
Ec. 1.20,

0

i n=20,1,2,---.

Vext = (21’1 + 1)

Despejemos y hallemos las 3 primeras longitudes
(n = 0/ 1/ 2)/

v 345,4m/s
L= (2714—1)41/@(t = (2n+1)m
0,33m, n=0;
=2n+1)x033m=<0,99m, n=1;
1,6m, n=2.

Si queremos expresar a L en términos de la longi-
tud de onda del sonido del parlante Aext, reemplacemos
Vext = U/ Aext €n la Ec. 1.20,

0 (%
—(2n+1)2.
h. - 2ty

Cancelemos v y despejemos L,

Aext/4/ n=0;
3Aext/4/ —
5Aext/4, n =2

A
L=(2n+1) Z“ =

() Con n = 0 se obtiene el modo fundamental o ar-
monico de orden 1 (Fig. 1.13b); en la figura vemos que
L = Aext/4. Con n = 1 se obtiene el primer sobretono o
armonico de orden 3 (Fig. 1.13¢), L = Aext/4 + Aext/2 =
3Aext/4. Con n = 2 se obtiene el segundo sobretono o
armoénico de orden 5 (Fig. 1.13d), L = Aext/4 + Aext/2 +
Aext/z = 5Aext/4-

La A (antinodo de desplazamiento) en estas figuras
marca la posicién de un plano transversal al tubo cu-
yos puntos vibran con la médxima amplitud; la N (nodo
de desplazamiento) marca un plano transversal cuyos
puntos estan en reposo. En los antinodos la variacién
de & es médxima, y 0 /0x = 0. Esto en la Ec. 1.6 da que
p(A) = po: la presion en los antinodos de desplaza-
miento es pg, y generalmente py es la presion atmosfé-
rica. La presiéon en A no cambia; los antinodos de des-
plazamientos son nodos de presién, lo que ya se sabe
cuando se dice que las ondas de presién y de desplaza-
miento estdn desfasadas 90° 6 A/4.

Cuando la columna de aire mide 33 cm el parlan-
te entra en resonancia con el modo fundamental de la
columna; cuando mide 99 cm entra en resonancia con el
tercer armoénico, pues la frecuencia fundamental cam-
bia a v/4L = 345,4/4 x 0,99 = 87,2Hz, y la vext de
261.6 Hz es exactamente 3 veces 87.2 Hz. (Cuando mi-
de 1.65m, jpor qué la resonancia es con el armoénico de
orden 57?)

Un observador cercano al tubo distingue facilmen-
te cuando el pistéon pasa por las resonancias, pues en
ellas el tubo absorbe mucha energia sonora provenien-
te del parlante, el aire en su interior adquiere una gran
amplitud de vibracién, y el observador escucha una im-
portante variacién del volumen.

Debido principalmente a que el extremo abierto ra-
dia energia hacia el exterior, el antinodo de desplaza-
miento que se espera alli se desplaza cierta cantidad
fuera del tubo, llamada correccién de extremo abier-
to €. Predecir su valor es un problema complejo que
depende de las caracteristicas fisicas del parlante, de la
columna de aire y del espacio entre el parlante y el tu-
bo.

Si el generador de impares (21 + 1) se hubiera es-
crito como (21 — 1), 0 de una forma extrafia como (21 +
1219), a los arménicos hallados, aunque seguirian sien-
do de orden 1, 3 y 5 respectivamente, les corresponde-
rian unos valores distintos de . En caso de que el gene-
rador de impares, por alguna razoén, se hubiera escrito
como (2n 4+ 1219), ;qué n le corresponderia al modo
fundamental y a los arménicos de orden 3 y 5?
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Figura 1.13 Resonancia entre una columna de aire y un parlante.

Ejemplo 1.20. En el interior de un tubo de 90cm de
longitud y seccion circular de 2.5 cm de radio hay una
onda sonora con longitud de onda de 1.2m (Fig. 1.14).
La funcién de onda es (longitud en m, tiempo en s)

& = 1077 cos kx sen 5867t (1.38)

La densidad del aire es 1,2 kg/m3. Halle la energia so-
nora promedio en el interior del tubo.

| L =90cm
< ’l
__(i\ _____________ {a/(\ __________ ( Ir
5 a2 25 X
I

Figura 1.14 La densidad de energia de una onda
estacionaria depende de x.

Solucion. La energia es igual al producto del ntimero de
joules en cada metro ctibico (densidad de energia £) por
el niimero de metros ctibicos (volumen V). La densidad
£ (Ec. 1.11) depende de la amplitud y, como en el tubo
existe una onda estacionaria y no viajera, se presenta la
complicacién de que la amplitud de las vibraciones del
aire depende de la posicién en el interior del tubo. La
amplitud f(x) es el coeficiente de la funcién que da la
variacion temporal; segtin la Ec. 1.38 es

f(x) =107 mcoskx.

En la Ec. 1.11 se debe reemplazar a &g por f(x).

Como la amplitud depende de x, debemos evaluar
la energfa en un diferencial de volumen y luego inte-
grar. En la figura vemos que dV = Adx = mr?dx.

La energia en un dV es, por definicién de densidad de
energfa, dE = edV. La energia total es la integral sobre
el volumen del tubo,

L
E:/VEdV:/O 1pw? £ (x)mrdx

L
= %ﬂpwzrz/o F2(x) dx
10~ 14m2 L
= 07m7rpwzr2/ cos? kx dx.
2 0
La integral da L/2,
14,2
E= 10 1 m npwerL
10~ 14m2
= %mm kg/m?)(5867rs 1)
x (0,025 m)?(0,9 m)
=1,8x10"1J.

Es una energia extraordinariamente pequefia, aunque
los datos utilizados son reales.

Nota: La frecuencia del ejemplo, v = w/2m =
5867 /27w = 293 Hz, corresponde a una nota re.

Ejemplo 1.21. Un diapasén la de 440Hz y una cuer-
da de una guitarra se hacen sonar simultdneamente
(Fig. 1.15). Se escuchan 15 pulsos por segundo. Halle en
qué porcentaje se debe cambiar la tensién de la cuerda
para afinarla, esto es, para que no se escuchen pulsos.
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440Hz
Frecuencia
variable
1 N
. .
Diapasén /] Cuerda b

Figura 1.15
440 Hz.

Se escuchan pulsos si Veyerda #

Solucién. (El sonido que se escucha de la guitarra pro-
viene casi en su totalidad de la caja de la guitarra y no
directamente de la cuerda, como erréneamente puede
sugerir la figura. El diapasén también debe ir sobre una
caja de resonancia para que dé un buen volumen). Sean
v, la frecuencia del diapasén, vy, la de la cuerda y vy la
de los pulsos.

Al golpear un diapasén se producen varias fre-
cuencias, pero solo la fundamental sobrevive un tiem-
po mucho mayor que los sobretonos (ningtin sobretono
de un diapasén es armoénico) y asi la frecuencia del dia-
pason es tnica. Con una cuerda es diferente: al excitar-
la, la fundamental y varios sobretonos, que si son ar-
ménicos, tienen amplitudes y tiempos de duracién si-
milares. Si uno de los arménicos de orden n tiene su
frecuencia cercana a v, debido a la interferencia de ese
armonico con el sonido del diapasén se escuchan pul-
sos de frecuencia

Vp =V — Vg.

Ninguna frecuencia es negativa; si en esta ecuacion
vy < 0, solo quiere decir que v; < V,4; en caso con-
trario, v, > v,;. Con los datos del ejemplo no sabemos
cual frecuencia es mayor, por lo que lo resolvemos para
ambos casos.

Segun las Ecs. (1.19) y (1.21),

n |T
Despejemos,
n T
2\ o = vy Evp. (1.39)

Para que no se presenten pulsos la tensién se debe cam-
biar hasta que v, = v;. Si « es la fraccién del cambio,
la nueva tensiénes T 4+ aT y

oo T—l—sziv _n T(1—|—oc)7v
P oL u YD n d
n [T

Reemplacemos la Ec. 1.39 en la anterior ecuacién,

0= (v j:vp)\/mfvd.

Los datos del ejemplo son v; = 440Hz y v, = 15Hz.
Despejemos la fraccién buscada « y reemplacemos los
datos,

2
()
vd:I:v,,

En términos de porcentaje, si la cuerda esta destempla-
da hay que incrementar la tensién en 100 = 7,2%
para que la frecuencia del armoénico aumente de 425 a
440 Hz; si la cuerda esta sobretemplada, hay que dismi-
nuir la tensién en 100 @ = 6,5 % para que la frecuencia
del arménico disminuya de 455 a 440 Hz. El signo (—)
en el valor « = —0,065 quiere decir precisamente que
es necesario mermar la tension.

Note que en la solucién no fue necesario conocer
los valores de n, L, T ni p.

0,072,
—0,065,

Vi < Vy4;
Vi > V4.

Ejemplo 1.22. Una fuente sonora F, que se mueve a
60km/h en linea recta (Fig. 1.16a), emite un sonido de
440 Hz —nota la central—. Un observador O se mueve
hacia F a 40 km/h sobre la misma linea. La rapidez del
sonido en el aire es 340 m/s. Halle la frecuencia con que
las ondas reflejadas por O regresan a F.

Solucién. Se sobreentiende que todas las velocidades
son con respecto a un observador en reposo en el me-
dio, que en este caso es el aire. Las diferentes cantida-
des de la Ec. 1.18 las vamos a tratar algebraicamente, es
decir, como cantidades que intrinsecamente pueden ser
positivas, negativas o cero.

Dividamos la solucién en dos etapas: (7) Hallar la
frecuencia con que las ondas llegan a O y (b) hallar la
frecuencia con que las ondas reflejadas por O regresan
aF.

(a) La fuente es F y se mueve hacia la derecha, vg =
+60km/h = 416,7m/s; el observador es O y se mue-
ve hacia la izquierda, vp = —40km/h = —11,1m/s;
el sonido percibido se propaga hacia la derecha, v =
+340m/s; la frecuencia emitida es v = 440Hz
(Fig. 1.16a). Reemplacemos en la Ec. 1.18 para hallar la
frecuencia con que las ondas llegan a O,

(+340m/s) — (—11,1m/s)

/
V= MO0 M) = (116,7m/s)

=477,8Hz.

La frecuencia aumenta puesto que FO disminuye.

(b) La frecuencia de las ondas no cambia por reflexién
(ni por transmisién), por lo tanto O se convierte en una
nueva fuente que emite con v = 477,8 Hz y se mue-
ve hacia la izquierda con vg = —11,1m/s; el nuevo
observador es F que se mueve hacia la derecha con
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vo = +16,7m/s; el sonido percibido por F se propa- Nota histérica: A comienzos del siglo XIX el estudio
ga hacia la izquierda con v = —340m/s (Fig. 1.16b). | de las estrellas dobles indicaba que las frecuencias de
Reemplazando en la Ec. 1.18, obtenemos la frecuencia | la luz emitida por una de las estrellas eran mayores que
de las ondas que regresan a F, las de la otra. Doppler, en 1842, lo explicé como un efec-

to de un acercamiento de una de ellas a la Tierra y un

v =477, 8Hz (=340m/s) - (+16,7m/s) = 518,2 Hz. | alejamiento de la otra. Dijo que este cambio tambign lo
(—=340m/s) — (~11,1m/s) debia presentar el sonido. Ballott lo comprob6 en 1845

Esta frecuencia es préxima a la de undo aunque el soni- | con musicos en una estacién de tren.”

do emitido inicialmente sea un /a.

s v0 20 v=—-340m/s o

— «— — «—
an [

F / \

O x F \ O

=Y

(@) (b)

Figura 1.16 Efecto Doppler. La frecuencia percibida es diferente de la emitida si la distancia entre
la fuente y el observador cambia.

“Robert Beyer, Sounds of Our Times, American Institute of Physics, 1998, pp. 42-44



ONDAS ELECTROMAGNETICAS

Recuerde que

Es indispensable, cuando se escribe a mano, diferenciar entre vectores y escalares es-
cribiendo una flecha sobre los vectores, p. €j., F; cuando el vector es unitario, se debe
escribir, en su lugar, un “gorro’, p. ej., Gy, k.

A continuacién resolvemos dos ejemplos con el propésito de lograr alguna familiaridad con el

operador V.

Ejemplo 2.1. Halle V X r.

Solucién. A la operacién V X se le llama el rotacional
o rot.

0 0 0
V=u—+ uy@ + Uz, YT = UrX +uyy +u,z; por

0x 0z
lo tanto,
rotr=V Xr
0 0 0
= (g uy@ tuzo- ) X (uyx +uyy + uzz)

oy o= ox o ox dy
ax Yox oy oy Yoz oz
=0+4---+0=0.

:uZ

Ejemplo 2.2. Halle V - r.

Solucién. A la operacion V - se le llama la divergencia
o div.

divr=V.r
0 d 9
= (Wgx Ty T ) (wex byt )
ox dy 0z
=—+=+—=14+1+1=
0x+0y+az LR

<> Problema 2.1. Utilizando la expresion para el gra-
diente en coordenadas cartesianas, muestre que

V2= AN ai
0x2  0y2 022

<» Problema 2.2. Muestre que las dimensiones de V
son L~!y de V2 son L~2.

2.1. Las Ecuaciones de Onda en el Vacio

Las ecuaciones de Maxwell son:

V -E(r,t) = p(r, ) /€0,
0B(r, t)

VXE(r,t) = 61.‘ 7

V X B(l‘, t) = Up€y

V -B(r,t) =0,

OE(r, t)
ot

+ poj(x, t).

En el vacio, o sea aplicadas en puntos del espacio sin cargas (p = 0), ni corrientes (j = 0), son

V - E(r,t)

V- B(r,t) =

V X E(r,t)

V X B(r,t) =

0, 1)

0, 2.2)
0B(r, t)

ey 2.3)

Ho€o dEgrt, J (2.4)
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Apliquemos el operador rotacional a ambos miembros de la Ec. (2.3),

0B
V X (VXE)=-V X <at>
El miembro izquierdo de esta ecuacién nos dice que derivemos primero respecto al tiempo a B
y al vector resultante lo derivemos espacialmente con el operador rotacional, V X . Como las
derivadas temporal y espacial conmutan, V X (0B/dt) = d(V X B)/ot, y

V X (V X E) =~ 2 (V xB)
Ademas, E cumple la identidad” V x (V x E) = V(V - E) — V2E. Al igualar las dos tltimas

ecuaciones, V(V - E) — V2E = —(9/0t)(V X B). Introduciendo las Ecs. (2.1) y (2.4), obtenemos

—V2E = _('(;t (],1060(;];:) . Llegamos asi a la ecuacién de onda
0°E
V2E = e (2.5)

Para una onda que se propague solo en la direccién x, V2 = 02 /0x? y la Ec. 2.5 adopta la forma

0°E 1 0%E

W g 022 (2.6)

Reemplazando en esta ecuacién a E por & y a 1/(upep) por T/, obtenemos la ecuacion para las
ondas de desplazamiento & en una cuerda. De las Ecs. (2.5) o (2.6) concluimos que E en el va-
cio se propaga ondulatoriamente con velocidad 1/+/po€o. Esta velocidad, conocida con la letra
¢, es una de las constantes fundamentales de la naturaleza. Reemplazando los valores de la per-
meabilidad magnética py y de la permitividad eléctrica del vacio €y, en unidades SI, obtenemos
c=1/4/1,2566 x 106 x 8,8544 x 10-12 = 299 790 km /s. En resumen,

1
vV Ho€o

B en el vacio también cumple la ecuacién de onda,

CcC =

~ 300000 km/s.

0’B
V?B = €05 2.7
Ho€0 57 (2.7)
<» Problema 2.3. Hallela Ec. (2.7) a partir de las ecua- | la Ec. (2.4), y proceda de manera andloga a como se hizo para
ciones de Maxwell. ;Con qué velocidad se propaga B | llegar a la Ec. (2.5).
en el vacio? Ayuda: Aplique el operador rot (0 sea V X) a

“Justificacién. El producto triple vectorial de 3 funciones vectoriales A, Cy Des A X (C x D) = C(A-D) — (A -
C)D. Si asociamos a A y C con V, la identidad toma la forma V X (VxD)=V(V:D)—-(V-V)D=V(V:D) —
V2D. Hemos reemplazado a V - V por el operador V?; este operador se llama el laplaciano. Sea E el vector D.
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2.2. Algunos Comentarios a Raiz de las Ecuaciones de Onda

En el afio de 1873 J. K. Maxwell (1831-1879) publicc’)* A
Treatise on Electricity and Magnetism. En este libro hallé,
con la matematica y la fisica de la época, las ecuaciones de
onda, y mostré que la velocidad esperada es muy proxi-
ma a la de la luz, que ya habia sido medida con diferentes
métodos.

Maxwell predijo: (a) a partir de la deduccién de las
ecuaciones de onda, la existencia de las ondas electromag-
néticas; (b) que la velocidad de estas ondas es igual a la de
la luz; y (c) debido a la igualdad entre la velocidad pre-
dicha de las ondas electromagnéticas y la velocidad de la
luz, que la luz es una onda electromagnética. La predic-
cién (c) implica que la luz, por ejemplo la producida por
el filamento de un bombillo, debe provenir de las cargas
eléctricas del filamento.

Antes de Maxwell la Optica y el Electromagnetismo
eran dos ramas independientes de la fisica, pero él con la
prediccién (c) convirtié a la 6ptica en un capitulo del elec-
tromagnetismo. Las predicciones (a) y (b) fueron compro-
badas en el laboratorio antes de 1900.

Las ecuaciones de onda, tomadas textualmente del
Treatise,” son

d2F

Ku=— + V2F =0,
“dtzJr

d?G )
Ku—— +V2G =0,
Har T

d2H
Kp—— + V?H = 0.
udter

K es la permitividad e. F, G y H son las componentes car-
tesianas del campo.

Notamos que Maxwell no utiliza el signo de deriva-
da parcial 9, aunque utiliza el signo de derivada total con
el significado de derivada parcial. En lugar de una ecua-
cién vectorial, escribe tres ecuaciones escalares. Maxwell
no escribié textualmente las ecuaciones (2.5) y (2.7). Para
hacerlo, y llegar a ellas como hicimos en la seccién ante-
rior, fue necesario desarrollar atin mas de lo que Maxwell
conocia, la notacién y el andlisis vectorial. Esto se debe
principalmente a Oliver Heaviside (1850-1925) y J. Willard
Gibbs (1839-1903).

Pero donde encontramos una mayor diferencia del
trabajo de Maxwell respecto a nuestra época, no es en la
presentacion y el tratamiento matemaéticos, del cual ya he-
mos sefialado algunos aspectos, sino en el modelo fisico.

Quienes pensaban en una onda, antes de 1905, siem-
pre pensaban en un medio material cuya vibraciones, de-
formaciones, etc., constituian la onda. Los fenémenos se
concebian mecanicamente, esto es, a la manera newtonia-
na: la manifestacion de masas sometidas a fuerzas. Asi, el

modelo fisico de Maxwell para la propagaciéon de la luz,
por ejemplo del Sol a la Tierra, es similar a como se propa-
gan las ondas en la superficie del agua: Debe existir un me-
dio material, el éter luminifero, que llena todo el espacio,
y cuyas deformaciones constituyen la luz. El éter en con-
tacto con el Sol empieza a vibrar, y pone en movimiento al
éter vecino, y asi sucesivamente hasta que la perturbacion,
o sea la luz, llega a la Tierra. Al hacer oscilar, por ejemplo,
un iméan, se pensaba que ocurria lo mismo: se perturba el
éter en contacto con el imdn, y va avanzado una pertur-
bacién con velocidad c. Con la palabra vacio los fisicos del
siglo XIX quieren decir el espacio s6lo con la presencia de
éter; para nosotros la misma palabra tiene un significado
diferente.

Los campos eléctricos y magnéticos son manifestacién
de perturbaciones del éter: el campo magnético en un pun-
to es la manifestacion de un remolino de éter, cuyo eje
coincide con la direccién de B. En un punto cercano hay
otro remolino con el mismo sentido de rotacién que el pri-
mero; entre ambos remolinos existen unos rodamientos, a
la manera de balines, que permiten la igualdad entre los
sentidos. El campo magnético se asocia con la energia ci-
nética del remolino; en cambio, el campo eléctrico se aso-
cia con cierta energfa potencial. Dice en su Treatise  : "La
fuerza magnética es el efecto de la fuerza centrifuga de los
remolinos." ("Magnetic force is the effect of the centrifugal
force of the vortices.")

Se dedicaron, hasta bien entrado el siglo XX, ingentes
esfuerzos a detectar el éter, pero fue imposible probar su
existencia fisica (es de destacar, dentro de estos esfuerzos,
los experimentos de Michelson y Morley). Lo que fallaba
era el modelo: la luz no es una onda mecanica, no es la
deformacién de un medio, y para entenderla es necesario
renunciar al éter (tan imprescindible para los fisicos antes
de 1905): La luz es un nuevo tipo de onda, que no requie-
re de un medio material. En 1905 Einstein postulé: La luz
en el vacio se propaga con velocidad c, independiente de
la velocidad del observador inercial que la mida o de la
fuente que la produzca.

Es sorprendente que de Maxwell sobrevivan sus ecua-
ciones (aunque con una presentacién matematica renova-
da), halladas con un modelo fisico completamente descar-
tado. El no supo de la existencia de los electrones, descu-
biertos en 1897, ni de la estructura nuclear del dtomo.

Con Newton (1642-1727) ocurre” " lo mismo que con
Maxwell: una cosa es lo que nosotros conocemos como las
leyes de Newton, cémo las aplicamos y cémo las escribi-
mos; y otra cosa es lo que Newton pensé de sus leyes, c6-
mo las aplico, y cdmo las escribié. En 1687 publicé los Prin-
cipios Matemadticos de la Filosofia Natural. En este libro se

'J. K. Maxwell, A Treatise on Electricity and Magnetism, Dover Publications, New York, 1954. Dos tomos.

**Op. cit., segundo tomo, p. 434.
“Op. cit., segundo tomo, p. 470.

“*C. Truesdell, Ensayos de Historia de la Mecénica, Editorial Tecnos, Madrid, 1975.
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propuso deducir toda la fisica a partir de unos axiomas,
conocidos como las tres leyes de Newton. (Euclides quiso
hacer lo mismo, pero en geometria, en el libro Los Elemen-
tos, cerca de 2000 afios antes de Newton).

El lenguaje matemético de Newton y de su época es la
geometria euclidiana. Las variables y parametros (espacio,
tiempo, velocidad, aceleracion. .. ) se representaban, desde
hacia siglos, mediante segmentos de rectas o de curvas de
una grafica (o mediante dngulos, reas. .. ), no con letras (x,
t, v, a...). La solucién de los problemas era predominan-
temente grafica, no con férmulas analiticas. Fue necesario
el trabajo intenso de otros matematicos y fisicos (especial-
mente de Euler) para llegar al método newtoniano de so-
lucién de un problema que, en el caso de una particula de
masa M, consiste en hallarle la trayectoria r(¢) a partir de
la segunda ley de Newton: la fuerza resultante sobre M se
iguala al producto de M por la aceleracién a, y se resuelve
la ecuacién diferencial resultante para despejar a r(t):

d?r(t)
F=Ma=M .
2 dt?
Las ecuaciones
Fy = May, Fy = May, F, = Ma,,

aplicables a cualquier sistema mecénico (una particula, un
sistema de particulas, un sélido, un medio elastico, un sis-
tema continuo o discontinuo) solo fueron publicadas por
Euler” cerca de 1750. Newton nunca las escribi6, y menos
escribié la ecuacion vectorial (conocida como la segunda
ley de Newton para masa constante) equivalente a las tres
anteriores ecuaciones escalares, F = Ma. Sin embargo, el
nombre de leyes de Newton es justo, pues son la presenta-
cion en un lenguaje matemaético simbdlico de los axiomas
expuestos en su libro los Principios.

Breve Historia de Algunos Simbolos.” La Tabla 2.1
muestra algunos simbolos, la fecha de su primera apari-
cién escrita con el significado actual, y su autor.

La designacion de puntos, lineas y planos por letras se
ha llevado hasta Hip6crates de Quios, ~440 a. n. e.

Los signos + y — fueron de uso general en aritmética
solo en el siglo XIX.

El nombre de nabla para V fue sugerido por Robert-
son Smith (~ 1860) a causa de la similitud del simbolo con
un arpa asiria.

La notacién actual tuvo aceptacién general solo des-
pués de 1915.

Tabla 2.1
Simbolo Fecha Autor
— | SXII al-Hassart
+, — 1489 | Johann Widman
= | 1557 | Robert Recorde
<, > 1631 Thomas Harriot
x | 1631 | William Oughtred
00 1655 | Wallis
<+ | 1659 | Johann Rahn
dx, [ | 1675 | Leibniz
7 | 1706 | William Jones
e 1728 | Euler
i 1777 | Euler
g— 1786 | Legendre
n! | 1808 | Christian Kramp
v 1853 | Hamilton
a-b,axb 1881 | Gibbs
V., VX 1881 | Gibbs

¥ Como simbolo fraccional.

2.3. Solucién en Ondas Planas de las Ecuaciones de Onda

Las Ecuaciones (2.5) y (2.7) admiten una solucién de la forma E(r, t) =

E(u-r—ct) y B(r, t) =

B(u-r—ct), donde u es un vector unitario en la direcciéon de avance de la onda.

La fase contiene la direccion de propagacion, puesto que u - r — ct forma parte de la
fase; sin embargo, no contiene la direccién del campo.

Puesto que el valor de (u - r — ct) en cierto instante especifica un plano, E y B son constantes
en todos los puntos de ese plano, y a las mencionadas soluciones para E y B se les denomina
solucién en ondas planas. En este caso, como lo demostramos a continuacién, necesariamente
los vectores u, E y B son ortogonales entre si, lo que constituye una demostracién de que las
ondas electromagnéticas planas son transversales, esto es, no hay componente de los campos en

la direccién u de propagacion.

“Alaley dma = df John Papastavridis la llama la ley de Newton-Euler en su libro Analytical Mechanics, p. 102,

Oxford University Press, 2002

“F. Kajory, A History of Mathematical Notations, Dover Publications, New York, 1993. (847 péginas).
M. J. Crowe, A History of Vector Analysis, Dover Publications, New York, 1994.
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Introduciendo la variable
s=u-r—ct=ux+uyy+uz—ct, (2.8)
—estas i/, u’y y 1., no son vectores unitarios, sino las componentes del vector unitario u—podemos
escribir E(u-r —ct) = E(s) = uyEx(s) + uyE,(s) + uzE;(s) y B(u-r—ct) = B(s) = uyB(s) +

u, B, (s) + u;B;(s). Consideremos el vector V X E(s),

ux u]/ uz

0o 9 0
Ex Ey EZ

Desarrollando el determinante, vemos que la componente x del vector (V X E) es

_ 0E.(s) OEy(s) 0E:(s)ds OEy(s)0s
(V X E)X - ay aZ - aS @ as E

Pero 0E;(s)/0s = dE;(s)/ds y 0E,(s)/0s = dE(s)/ds; segtinla Ec. (2.8), 0s/0y = uj, y 0s/0z = u_,.
Reemplazando estas igualdades, obtenemos (V X E)y = uj, dE;(s) /ds — u; dE,(s) /ds. Examinan-
do el miembro derecho de esta ecuaciéon notamos que es una resta donde esta ausente el indice x,
mientras que y y z se alternan simétricamente, llevdndonos esto a pensar que es la componente x
del producto vectorial u X dE/ds, o sea

(V X E)y = (u x dE/ds)y.

Siguiendo un procedimiento analogo al del anterior pérrafo, se demuestra que (V X E), = (u X
dE/ds), y (V X E), = (u x dE/ds); por lo tanto,

V X E =u X dE/ds.

De igualar esta ecuacién a la Ec. (2.3) resulta u X dE/ds = —0B(s)/0t. Derivando en cadena,
0B(s)/0t = 0B(s)/0s - 0s/0t. Pero 0B(s)/ds = dB/ds y ds/0t = —c [vea la Ec. (2.8)]; por lo
tanto, 0B(s)/0t = —cdB/ds. O sea que u X dE/ds = —(—c) dB/ds. Eliminando ds obtenemos
u X dE = cdB. Integrando, u X [dE = ¢ [dB: u X E = cB. Multiplicando por el ntimero de onda
y recordando que ku = ky kc = w, llegamos a k X E = wB. Despejando B,

1 1 ux uy uz
B=—kxE=—|k k k | (2.9)
@ “|Ec E, E.

Esta ecuacién nos da informacién ttil: por propiedad del producto vectorial, B L ky B L E. El
campo B es transversal por ser perpendicular a la direccién de k, que es la de avance de la onda:
k-B = 0. Ademds, si B(r,t) = 0, E(r,t) también vale cero: en el punto r y en el instante ¢ los
campos eléctrico y magnético estdn en fase o en contrafase.

u uy u
) Justificacién. Sean A 'y C dos vectores, y D su producto vectorial; entonces D = A X C=| Ay A, A; |. Aso-
G G C

ciamosa A con V ya C con E.
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También se puede demostrar que

2 2 u, uy, u;
E=——kxB=——|k k k
@ “! B, B, B

Segun esta ecuacion, E L k: el campo eléctrico es transversal, k - E = 0. En una onda plana, Ey B
estdn en el frente de onda.
Calculemos la magnitud de B con la Ec. (2.9): |B| = B = (1/w)|k| |E| sen90° = (k/w)E; como
k/w =1/cy despejando E,
E =cB. (2.10)

Esta ecuacién nos dice que las magnitudes de E y B estan relacionadas a través de c. Vectorialmen-
te, la ecuacién no se cumple: E # cB.

<> Problema 2.4. Demuestre que en el vacio, E = | que se recorri6 para llegar a la Ec. (2.9): (V X B)y =
—%k X B. Ayuda: Siga un procedimiento andlogo al (0/0y)B:(s) — (0/0z)By(s) = ... Utilice Ia Ec. (2.4).

2.4. Energia de una Onda Electromagnética

2.4.1. Conservacion de la Energia

Imaginemos un medio no disipativo en el que se propagan ondas. Sea una superficie cerrada A
que delimita un volumen V (Fig. 2.1).

Una onda transporta energia y en cada punto del espacio tiene una direccién de avance. Pode-
mos idear un vector S(r, f) cuya magnitud sea la intensidad y su direccién la de avance de la onda:
S = Iu. Puesto que la intensidad es energia por unidad de tiempo y unidad de area, entonces la
energia que por unidad de tiempo atraviesa el diferencial de &rea da es el producto escalar S - da.

La rapidez de flujo de energia a través de toda la superficie A
es la suma de los aportes de todos los da que conforman a A:

Rapidez de flujo de energia a través de A = j{ S - da.
A

Sea Ey(t) la energia instantdnea dentro de V; la rapidez con
que cambia Ey es

Figura 2.1 La superficie A delimita el Rapidez de cambio de la energia en V = dEy (t)/dt.
volumen V, en un medio en el que se

propagan ondas. Si §,S - da > 0 es porque a través de A hay un flujo neto de ener-

gla hacia el exterior de V vy, por conservaciéon de la energia, esta
integral es lo que V esta perdiendo, o sea que dEy (t)/dt seria negativo: la energia que V pierdala
gana el exterior de V:
Rapidez de flujo de energia a través de A = — Rapidez de cambio de la energiaen V,

_dEv(t)
LﬁSda—— s @.11)
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2.4.2. Conservacion de la Energia y las Leyes de Maxwell

Nos proponemos expresar a S(r, t) en términos de E(r, t) y B(r, t).
Multipliquemos escalarmente” por B a cada uno de los miembros de la Ec. (2.3),

B:-(VXE)=-B-

OB _ 10(B-B) _ 190B> 0 (B*
ot 2 ot 20t Mo\

Este altimo paréntesis es la densidad instantanea de energia magnética Eg(r, t);

0
B-(V XE) = —p{,%. 2.12)
Multipliquemos escalarmente por E a ambos miembros de la Ec. (2.4),
_ OE 1 O9(E-E) 1 9E* 94 (1 _,
E-(V X B) = poeoE - 3F = pHoco— 7" = SHo€o 5~ = Hog, (2€0E )
Este altimo paréntesis es la densidad instantanea de energia eléctrica Eg(r, t);
aEE
Efecttiemos la resta entre las Ecs. (2.12) y (2.13),
0E 0E 0
B-(VXE)—E-(V XB) Z—Hoaff—uoaif:—uo&(EBﬂLEE)- (2.14)

El dltimo paréntesis es la densidad total de energia del campo electromagnético £, y el primer
miembro es, segtin una identidad,” V - (E X B). Por lo tanto, V « (E X B) = —puy0£/0t. Multipli-
cando por dV e integrando sobre todo el volumen,

/V-(ExB)dV:—uo/aEdV.
14 v Ot

E es funcién de (x,y,z,t), pero al integrar sobre el diferencial de volumen dV = dxdydz la
integral queda funcién tnicamente de t; por lo tanto, la derivada parcial respecto a t sale de la
integral como una derivada total,

/V-(ExB)dV:—uod/EdV.
1% dt.Jv

La ultima integral es la energia total dentro del volumen V, Ey (t).

dE
/V-(ExB)dV:—uO—V.

1% dt

0(B-B) . 0B . 0B . 0B ,0B _10(B-B)
o =B 6t+B Ot_ZB at,dedondeB % -2 o

“Justificacién. El producto triple escalar de 3 vectores A, Cy Des A- (Cx D) = D-(A X C)—C- (A x D). Si
reemplazamos a A por V,a C por Ey a D por B, obtenemos que V- (EX B) =B (V X E) —E- (V X B).
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Segtin el teorema de la divergencia, esta integral de volumen es igual a una integral sobre toda la
superficie A que delimitaa V,

/V-(ExB)dV:]{(ExB)-da.
v A
Segtin las dos tltimas ecuaciones,

_ dEy
ﬁ(E X B) ° da — _PLOW.

Dividiendo por py,
.da=-——2Y%
1o 2 dt
De comparar la dltima ecuacién con la Ec. (2.11), concluimos que S = E X B/puy. Como py =
1/(c%eg), llegamos a

%EXB dEy
A

S = c?¢yE X B.

Este vector S es fundamental en electromagnetismo y se denomina el vector de Poynting. Su mag-
nitud evaluada en (r,t) es la intensidad de la onda, y su direccién u es la de propagacién de la
onda: S = ul.Silaondaesplana, EL B,B=E/cy

S(r,t) = c>egEBsen90° = cegE%(r, t). (2.15)

Si también es armoénica y con polarizacion lineal,
E=Egsenk(u-r—ct), y S(rt)=ceoEjsen®(k-r— wt).
Promediando por periodo,
(S) = (cegEjsen®(k - r — wt)) = ceoEf (sen®(k - ¥ — wt)) = LcegEf.
Como (S) = (I),
I = LceoE}. (2.16)

Ademds, I = ck; por lo tanto £ = 1epE3. Como I y £ estdn expresados en funcién de Eg y no de
E(r,t), se debe sobrentender que se trata de promedios temporales; por esto hemos prescindido
de los signos ( ). Por una razoén anéloga, cuando decimos que cierta cantidad tiene un valor nu-
mérico especifico, se debe entender que nos referimos al promedio temporal de la cantidad; asi,

una potencia de 0.1 W se refiere a una potencia promedio.
En una onda plana polarizada linealmente,

(B*) _ 3B3 _ By _ (Eo/) _ Ej

20 2o 4po 4o 4c%n

(Ep) =

_ 1 2
— ZEQEO

y

<EE> = %€0<E2> = %eoE%.
Vemos que las densidades de energia eléctrica y magnética de una onda plana son iguales. Sin
embargo, la fuerza Fr que E hace sobre una carga g con velocidad v < ¢, es mucho mayor que la

fuerza Fp que la componente magnética de la onda hace sobre la misma carga: F = gE+qv X B =
Fr qE E c
Fr+Fp,dedonde — > — = —_—
£+ F3, ce don eFB_qu vE/c v
que pasan entre las placas de deflexién de un osciloscopio; para calcular la deflexién en la pantalla
del osciloscopio solo se tiene en cuenta el campo eléctrico entre las placas y no el magnético.

> 1. Lasituacién de v < ¢ se presenta en los electrones
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2.5. Polarizacion

Por la polarizacién de una onda nos referimos a la figura mediante la que describamos su campo
como funcién del tiempo en cierto punto del espacio especificado por r. En una cuerda, si esta-
mos describiendo el campo de desplazamiento & para un punto de ella, y vemos que este punto
sigue una circunferencia, decimos que la onda tiene polarizacién circular, o eliptica si sigue una
elipse. Con una onda electromagnética puede ocurrir una situacién andloga, y su campo, eléctrico
0 magnético, como funcién del tiempo en cierto punto del espacio sea descriptible con una elipse;
decimos que la onda electromagnética estd polarizada elipticamente en ese punto. Pero mientras
que en una onda eldstica se puede pensar en puntos materiales que realmente se mueven en elip-
se, en una onda electromagnética no, por no ser una onda eldstica; los campos E y B se propagan
en el vacio.

Se entenderd que una onda longitudinal no es polarizable puesto que, por definicién de on-
da longitudinal, el campo siempre estd en la direccién de avance de la onda. O dicho con otras
palabras, una onda longitudinal siempre estd polarizada linealmente.

Por convencién, el observador que determine la polarizacién de una onda electromagnética se
debe ubicar de manera que la onda se le acerque, K— 8=, y luego fijarse en su campo eléctrico.
Lo que ocurra con el campo magnético se deduce de E con la Ec. 2.9, p. 23.

El plano definido por E y k se llama el plano de polarizacién. Esta definicién lleva a que el
plano de polarizacién sea perpendicular al frente de onda.

Vimos que en una onda plana E y B definen un plano perpendicular a k; sea este el plano
yz, coincidente con el frente de onda. Como E, B y k forman un sistema derecho, la direccién
de avance de la onda es paralela al eje x. El vector de onda, si la onda avanza en direccién de
x creciente, +x, serd k = uyk. En este caso, k- r = (ucky + uyk, + uzk;) - (wex +uyy + uyz) =
uyk - (uex +uyy +u,z) = kx; en lugar de (k - r — wt) escribiremos (kx — wt). Expresemos a E
como

E=E,+E; =u,E, +u.E, = u,Eg, sen(kx — wt) 4+ u,Eo; sen(kx — wt + Ady). (2.17)

A¢y es el desfase entre las ondas E; y E,. Veamos las diferentes polarizaciones segtn el valor de
este desfase.

1. E,yE;enFase

Estar en fase dos variables quiere decir que las dos alcanzan simultdneamente, cada una, su ma-
ximo valor, 0 su minimo, o cero: A¢,, = 0 (Fig. 2.2). Por ejemplo, en un péndulo la altura y la
energia potencial estdn en fase.

De la Ec. (2.17), E, = Egy sen(kx — wt) y E; = Eg; sen(kx — wt). Haciendo el cociente E, /E. y
despejando Ey, E, = (Egy/Eo)E:. Esta es la ecuacién de una recta con pendiente Eg, /Eo.

La onda tiene polarizacion rectilinea: su campo E oscila, en el punto r donde se hace el presente
analisis, siempre en la misma direccién. En el grafico vemos que cuando E, = Eg,, E; = Eq;
cuando Ey, = —Egy, E; = —Eq,; y también simultdneamente se hacen cero E, y E..

La intensidad instantdnea es, segtin la Ec. 2.15,

I(r,t) = cegE? = ceo(Ei + E2) = ceg [E%y sen®(kx — wt) + E3, sen® (kx — wt)]
= ceo(E%y + E3,) sen?(kx — wt).
El promedio temporal es

I= ceo(E%y + E2.)(sen?(kx — wt)) = %ceo(E%y + E3).
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Figura 2.2 Desfase de cero entre Ey y E.. Figura 2.3 Desfase de 7t/2 entre E, y E..

2. E, yE; en Cuadratura o Desfasados 7/2

Estar desfasadas 90° dos variables quiere decir que en el instante que una alcanza su méaximo o su
minimo valor, la otra vale cero: A¢,, = £71/2 (Fig. 2.3). Esto se logra describiendo a una variable
con la funcién seno y a la otra con la funcién coseno (examine los graficos de estas funciones).
Por ejemplo, en el oscilador arménico simple bloque-resorte la elongacién y la velocidad estan
desfasadas 7/2. De la Ec. (2.17), E; = Eq, sen(kx — wt &+ 7/2) = £Eg, cos(kx — wt). Despejando
E./Ey., elevando al cuadrado y sumando con (E,/Eqy)?,

E; E? 5 2 —
z
—3y + Z = sen” (kx — wt) 4 cos”(kx — wt) = 1.

Esta es la ecuacién de una elipse; decimos que la onda tiene polarizaciéon eliptica. En el gréfico
vemos que cuando E, = Eo,, E; = 0; cuando E, = —Egy, E; = 0; cuando E; = Eo;, Ey = 0;
cuando E, = —Eg;, E, = 0.Si Egy, = E,; = Ey, la ecuacion de la elipse cambia a la ecuacion
de la circunferencia Ei + E2 = E2; decimos que la onda tiene polarizacién circular. Cuando la
polarizacién es eliptica o circular, se puede preguntar por el sentido de la polarizacién, ;dextrégira
o levégira? En un ejemplo posterior veremos un método de determinarlo.

La intensidad instantdnea es, segtin la Ec. 2.15,

I(r,t) = cegE? = CE‘O(E; + E2) = ceg [E%y sen®(kx — wt) + E3, cos?(kx — wt)];
el promedio temporal es
I = ceg [E%y<sen2(kx — wt)) + E3,(cos? (kx — wt))] = %ceo(Egy +E3).
En la polarizacién circular, Eo, = Eo, = Eo, y la intensidad instantédnea es

I(r,t) = ceo[E3 sen® (kx — wt) + E3 cos? (kx — wt)] = cegEj[sen? (kx — wt) + cos® (kx — wt)]

= C€0E%.

Vemos que es igual a la intensidad promedio, pues no depende de ¢ (ni de r).
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Figura 2.4 Desfase de +7 entre E, y Figura 2.5 Desfase # 0, +-71/2, =7 entre
E.. Ey y E:.

3. E, yE; en Contrafase

Estar en contrafase dos variables quiere decir que en el instante que una variable alcanza su ma-
ximo valor, la otra estd en su minimo; y que las dos se hacen cero simultédneamente: A¢,, = +7
(Fig. 2.4). Por ejemplo, en el oscilador arménico simple bloque-resorte la elongacién y la acelera-
cion estén en contrafase. De la Ec. (2.17), E; = Eg,sen(kx — wt + m) = —Eg, sen(kx — wt). De
donde E, = —(Eoy/Eo;)E.. Esta es la ecuacién de una recta con pendiente —Eg,/Eo.. La onda
tiene polarizacion rectilinea: su campo E oscila, en el punto r donde se hace el presente analisis,
siempre en la misma direccion. En el grafico vemos que cuando E, = Eo,, E; = —Eo;; cuando
E, = —Egy, E; = +Eq;; y también simultaneamente se hacen cero E, y E..

4. E,y E; con Desfase Diferente a los Anteriores Valores

Cuando A¢,y, # 0,7 /2, £, se puede probar que el campo eléctrico puede ser descrito con una
elipse cuyos ejes no son paralelos a los ejes v y z (Fig. 2.5). Cuando una variable se hace méxima,
cero o0 minima, la otra lo hace un tiempo después diferente a 0 (desfase de 0), a %P (desfase de
+7/2),y a P/2 (desfase de +).

5. E, yE: con Desfase Aleatorio

Realmente, para la luz mas comtn o luz natural —por ejemplo la luz del Sol, de una llama o de
una lampara— A¢., en un punto del espacio cambia aleatoriamente con el tiempo por interva-
los de cerca de 1085, y s6lo por este tiempo la onda mantiene una polarizacion definida. Esta
polarizacién —o maés bien, despolarizacion— se llama aleatoria.

2.6. Presion de Radiacion

Por conservacién del momento lineal p, el cambio de momento lineal Ap,,4, de una onda cuando
es reflejada o absorbida por un medio, es igual al negativo del cambio del momento lineal del
medio, Apmedio:

Aponda = _Apmedio- (2.18)

Incidencia Normal sobre una Superficie Absorbente. Consideremos primero la situacién mas
sencilla: el caso de una onda electromagnética con un dngulo de incidencia de 0° sobre una su-
perficie perfectamente negra, esto es, que absorbe el 100 % de la onda. En la Fig. 2.6a se ilustra,



30

Héctor Alzate L., Universidad de Antioquia. Enero de 2004 Fisica III

Ap

(b)

Figura 2.6 Absorcion para incidencia normal. (a) Antes de la absorcion, (b) después de la absorcion.

antes de la absorcién, un cilindro de luz de altura &, seccion transversal A, volumen V y densidad
de momento lineal pgqen (Mmomento lineal por unidad de volumen). El cilindro es absorbido por la
superficie con una velocidad ¢, en un tiempo At; esto lleva a que h = cAt. En la Fig. 2.6b se ilustra
la situacién después de la absorcién, donde ha desaparecido el cilindro, pero su momento se ha
transferido a la superficie.

El momento dentro del cilindro es

AP = pdenv = PdenAh = PdenACAt.

Segtn la Ec. 2.18, este momento es el que se transfiere a la superficie en el mismo At. De acuerdo
con la segunda ley de Newton, la fuerza que la onda le ejerce a la superficie es

- % _ PdenAcAt

F = Ar AL = PdenAc.

La presion Py,gq que la onda o radiacién ejerce sobre la superficie es asi

P _ E _ pdenAC
rad — A - A

= PdenC- (2.19)

Segun la relatividad especial, la energia E del cilindro y su inercia m estan relacionadas por
la célebre ecuacién E = mc?> = (mc)c. El paréntesis es el momento lineal Ap del cilindro de luz,
E = (Ap)c. Dividiendo por el volumen del cilindro, (E/V) = (Ap/V)c. El primer paréntesis es la
densidad de energia £ y el segundo es la densidad de momento lineal pgen: E = pPgenc- Igualando
con la Ec. 2.19,

Prag = E. (2.20)

Vemos que la presién (N/m?) y la densidad de energia (J/m?) tienen unidades equivalentes. Re-
cuerdeque E = I/vyE = %(—:E% (polarizacién lineal); en el vacio,

I
_ - _1 2
E = E —ie()Eo.
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Figura 2.7 Absorcién para
incidencia oblicua.

Incidencia Oblicua sobre una Superficie Absorbente. En la Fig. 2.7 la luz incide sobre una super-
ficie totalmente absorbente. El dngulo de incidencia 6; se define como el angulo entre la normal N
en el punto de incidencia y un rayo. El momento lineal se puede descomponer en una componente
Apy paralela a la interfase y una componente perpendicular Ap,. Puesto que solo la componente
perpendicular, Ap, = Ap cos 6;, produce una presion, basta con introducir cos 6; en la Ec. 2.20,

P,2q = Ecos0;. (2.21)

La incidencia normal, 8; = 0, es una caso particular de la Ec. 2.20.

Incidencia Normal sobre una Superficie Reflectiva. En la Fig. 2.8 se ilustra una onda que incide
normalmente sobre una superficie totalmente reflectiva, esto es, que refleja el 100 % de la energia
de la onda.

(a) (b)

Figura 2.8 Reflexion para incidencia normal.

Se selecciona de la onda un cilindro de luz con momento lineal Ap antes de la reflexién
(Fig. 2.8a). Después de un tiempo At, el cilindro es totalmente reflejado, y tiene un momento —Ap
(Fig. 2.8b). Como el momento lineal se conserva, el momento del sistema cilindro-superficie antes
y después de la absorcién debe ser constante. Esto lleva a que la superficie después de la absorciéon
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Figura 2.9 La cola de los come-
tas estd en la linea Sol-
cometa.

adquiere un momento lineal 2Ap:

Pantes = pdespuésr
(pcilindro + Psuperficie ) después/
—Ap +2Ap.

(pcilindro + psuperficie)antes =
Ap+0=

Vemos que el cambio de momento lineal de la superficie es el doble de cuando hay absorcién total,
lo que lleva, de acuerdo con la segunda ley de Newton, a que la onda ejerza el doble de fuerzay,
en consecuencia, el doble de presion.

P,.q = 2E.

Una situacién parecida se presenta cuando jugamos con un balén: hacemos mds fuerza cuando lo
rechazamos que cuando lo atrapamos.

Incidencia Oblicua sobre una Superficie Reflectiva. Por argumentos ya expuestos, si la incidencia
es oblicua basta con introducir la funcién cos 9; en la anterior ecuacién,

P,aq = 2E cos 6;. (2.22)

Hace siglos se sabe que la cola de los cometas esta en la linea Sol-cometa, en el lado opuesto al
Sol (Fig. 2.9). Esto se debe, en parte, al sentido de la fuerza que la radiacién hace sobre las particulas
de la cola; esta explicacién fue dada por Kepler en 1619. Ademds de la radiacién electromagnética,

el Sol también emite particulas (viento solar) que contribuyen a la orientacién de la cola.

Ejemplos y Problemas

Ejemplo 2.3. El campo eléctrico de una onda es

E(r,t) = uyEgsen(kx — wt) — uzEq cos(kx — wt).
Halle el sentido de la polarizacion de la onda.
Solucién. Segtin la anterior ecuacién, en cualquier pun-

to del espacio tridimensional especificado por r, la on-
da se propaga paralelo al eje x, con componentes

Ey(r,t) = Egsen(kx — wt), (2.23)

y

E.(r,t) = —Egcos(kx — wt). (2.24)

Enfatizamos que es incorrecto decir que la onda se pro-
paga a lo largo del eje x, pues la onda es plana, y exis-
te en todo el espacio tridimensional infinito. Se debe decir,

mas bien, que se propaga paralelo al eje x. Las compo-
nentes y y z tienen igual amplitud y un desfase de 90°,
lo que da lugar, como ya se demostrd, a polarizacién
circular (Fig. 2.10). Para hallar el sentido se debe ave-
riguar en qué sentido cambia E. Para esto es necesario
examinar su variacion temporal 0E/0t en algun pun-
to fijo r (de manera andloga, cuando se quiere saber el
sentido de movimiento de una particula se examina su

velocidad dr/dt).

Un observador ubicado de manera que la onda se

le acerque, k— ]>, describe a E en un punto r, con
la Fig. 2.10. Basta con examinar el cambio temporal de
una de las componentes de E en cualquiera de los 4 cua-
drantes.
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Figura 2.10

Escojamos a Ey cuando E estd en el cuadrante I,
donde se cumple que E, > 0y E; > 0. Comparan-
do estas 2 relaciones caracteristicas del cuadrante I con
las Ec. 2.23 y Ec. 2.24, vemos que sen(kx — wt) > 0y
cos(kx — wt) < 0. Entonces, 0E, /0t = —wEq cos(kx —
wt) es positivo, puesto que w > 0, Eg > 0y cos(kx —
wt) < 0. Elvalor positivo de la derivada nos indica que
E, estd aumentando, y por lo tanto el diagrama final es
el de la Fig. 2.11, correspondiente a polarizaciéon dex-
trégira. A la misma conclusién llegamos si analizamos
la rapidez con que cambia E, 0E, /0t.

Figura 2.11 Sentido de la polarizacion.

Este ejemplo lo podemos transformar en uno sobre
ondas eldasticas. Imaginese al eje x coincidente con una
cuerda; las ondas transversales son vibraciones de los
puntos de la cuerda en planos paralelos al plano yz.
Cambie a E por el campo de desplazamiento & y a Eg
por &o.

<> Problema 2.5. Resuelva el ejemplo anterior, pero
repitiendo el andlisis en los cuadrantes II, IIT y IV.

Ejemplo 2.4. Una onda plana armonica polarizada li-
nealmente, con longitud de onda A = 6,0 x 1077 m, se
propaga en el vacfo. La intensidad promedio de la onda

es 0,5W/m?. La direccién de propagacién es paralela
al plano xz, a 30° con el eje x. El campo eléctrico oscila
paralelo al eje y. Escriba, en forma vectorial, las ecua-
ciones que describen los campos eléctrico y magnético
de la onda.

Figura 2.12

Solucion. En la Fig. 2.12 se muestran, en el origen y pa-
ra cierto instante, los vectores E y k. El vector B se halla
con la regla de la mano derecha: segtin la Ec. 2.9, tiene
el mismo sentido que el producto k X E.

Los vectores E y B estan en fase, y vibran con una
frecuencia v = c¢/A =3 x 108/6 x 1077 =5 x 10'* Hz.

Esto quiere decir que al cabo de un tiempo t = %P =

%ﬁ s tales vectores tendrdn un sentido opuesto al

mostrado en la figura. Como la onda es plana, Ey B se
deben trasladar a fodos los puntos del frente de onda,
que es el plano infinito donde estan E y B, perpendi-
cular a k; también se deben trasladar a todos los pun-
tos de los planos a una distancia, a lo largo de k, nA
(n = +£1, £2, £3...) del plano que pasa por el origen.

En un plano infinito separado A/2 del plano mos-
trado, los vectores E y B se deben dibujar con sentido
opuesto. Como la polarizacién es lineal, E siempre es
paralelo a y; si fuera eliptica, E (y por supuesto B tam-
bién) rotaria alrededor de k, espacial y temporalmente,
a la vez que cambiarfa de magnitud. Si fuera circular,
rotaria sin cambiar de magnitud.

El campo eléctrico para una onda plana, arménica
y con polarizacién lineal se puede escribir como

E(r,t) = Egsen(k - r — wt)ug, (2.25)

donde ug es un vector unitario con la direccién de E.

Hallemos los valores o expresiones de (a) Eg, (b) k -
1, (¢) wy (d) ug que hacen de la ecuacién general (2.25)
una ecuacién especifica para este ejemplo:
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(a) De la Ec. 2.16, p. 26,

21

CepQ

Eg =

_ 2(0,5W/m?2)
/(3 x108m/s)(8,85 x 10-12C2/N - m2)
=19,4V/m.
(b) Como la onda es transversal, k no puede tener com-
ponente en la direccion de E: k, = 0,

k:kx+ky+kz =Kk, + k; = uyky + uzk,

27 V3
A2

21

= uykcos30° +uyksen30° =u w5

= X(\@ux —l—uz).

De esta ecuaciéon vemos que ky = v/37/A, y k; = 7/A.

La onda descrita por la Ec. 2.25 existe en todo el es-
pacio infinito tridimensional. El vector r especifica el pun-
to P de ese espacio donde se estd analizando la onda
(Fig. 2.13), y su expresién es

= UyX +uyy + uzz.

Figura 2.13 La onda en un punto P arbitrario.

Hallemos el producto escalar,

k-r= ;(\/gux +uz) * (uxx+uyy+u22)

;(\/gx +z).
(c) La frecuencia angular es
w =27/ A.
(d) Como la polarizacién es lineal, ug no depende del

tiempo,
ur = uy .

Reemplazando los valores hallados de Eg, k - r, w
y ug en la Ec. 2.25, llegamos a la expresién final para el
campo eléctrico,
A% 2
E(r,t) = 19,45 sen [;(\@x +2z)— %t} uy

_ \Y% 27 (/3 1 (2.26)
= 19,45 sen 5 (Tx + 52 ct) uy

= Eyuy.

Para hallar la componente magnética de la onda
utilizamos la Ec. 2.9,

1w wy ug 1w wy ug

B(r,t)=—|ke k, ki|=—|ke 0 Kk
w Y w

Ex E, E. 0 E, 0

(—uxEyk; + uzkiEy)

k
= (—uy sen 30° + uz cos 30°)

k{mg\H

“\é”e

(—3ux+ ?uz).

De esta ecuacién se desprende que

E
B, (r,t) = —Z—Zux
_ 194V 27 V3 1
= e m sen 5N (Tx + 52 ct) Uy,
y
V/3E
Bz(r, t) = Tyuz
1943V 2n

e m sen 3 (@x + %z — ct) u;.
Vemos que By y B, son generados por Ey. En las ecua-
ciones (2.26) y posteriores notamos que la direccién de
avance de la onda estd en la fase, que la fase no contie-
ne la direccién del campo, la cual es dada por el vec-
tor unitario que acompafia a la amplitud del campo.
En dichas ecuaciones tampoco aparece la coordenada
y, no porque y = 0, sino porque ky = 0. Recuerde que
en general y # 0, pues y es la coordenada respectiva
de un punto cualquiera del espacio: x € (—o0, +0),
Y € (—00,4+00),z € (—o0, +00).

Ejemplo 2.5. La radiacién electromagnética solar cae
sobre la Tierra a razén de 1400 W/m?. (a) Asumiendo
que la radiacién se pueda considerar como ondas pla-
nas, estime la amplitud de los campos eléctrico y mag-
nético de la onda; (b) halle la potencia emitida por el
Sol en ondas electromagnéticas; (c) ;cudnta masa (iner-
cia) por segundo pierde el Sol debido a la radiacién?;
(d) halle entre qué limites esta la fuerza que dicha ra-
diacién ejerce sobre la Tierra, y compare con la fuerza
de atraccién gravitacional entre ambos astros.
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Solucién. La distancia de la Tierra al Sol () es, aproxi-
madamente, 150 millones de kilémetros (a esta distan-
cia se le define como una unidad astronémica, U. A,,
de distancia). En metros, rrs = 1,5 x 10! m. El Sol se
puede aproximar a una fuente puntual que emite on-
das esféricas, pero la curvatura de las ondas cuando
nos movemos en la superficie terrestre es indetectable,
y suponemos que el frente de onda es plano localmen-
te, entendiendo por localmente desplazamientos muy
pequefios en comparacién con rrg.

O

Tierra

Figura 2.14 Emisién de radiacién solar.

(a) Segtin los datos, I(rrs) = 1400 W/m?. Despejando
a Eg dela Ec. 2.16, p. 26,

£ 2(1400 W /m?2)
0=\ (3x105m/s)(8,85 x 10-12C2/N - m?)
=1027V/m.

Despejando a By de la Ec. 2.10, p. 24,

Eo  1027V/m
By= -2 =

_— = 76 =
¢~ 3x10°m/s 3,42 x107°T = 3,42 uT.

(b) La potencia que pasa a través de una esfera de ra-
dio r dentro de la que esté el Sol es constante, sin im-
portar r. Nos piden hallar cudntos Joules, en promedio,
pasan cada segundo a través de una esfera de radio 7
(Fig. 2.14). A esta distancia la intensidad es 1400 W/m?,
lo que quiere decir que por cada m? pasan en un segun-
do 1400]. Debemos hallar entonces el 4rea de una esfera
de radio rrg:

P =I(r)A(r) = I(rrs)dmras
= (1400 W/m?)47(1,5 x 101 m)?
=4 % 10%]/s.

Como la energfa se conserva, esta potencia es igual a la
disminucion de energia del Sol cada segundo:

dE) 26
) = 4 x10%)s.
(dt Sol

(c) Segun la relatividad especial, E = mc?. Derivando
respecto al tiempo, dE/dt = c2?dm/dt; de donde

dm\ _ 1dE _ 4x10%]/s
dt Jg; ¢2dt  (3x108m/s)?
= —4,52 x 10° kg/s.

El Sol pierde una masa (entendida como inercia, no
porque pierda dtomos o moléculas) de 4.5 millones de
toneladas cada segundo, la que se transforma en ondas
electromagnéticas.

(d) La Tierra no absorbe ni refleja el 100" % de la radia-
cién que le llega (el porcentaje de reflectividad de un
planeta se llama su albedo), por lo que la presién de
radiacién sobre ella es mayor que si fuera totalmente
absorbente, y menor que si fuera totalmente reflectiva:

E < P,q < 2E.

Hallemos la fuerza suponiendo que la Tierra ab-
sorbe toda la radiacién; en este caso la presién la da
la Ec.2.21, p. 31. Sea R el radio de la Tierra. La Fig. 2.15
muestra como elemento de drea sobre la superficie te-
rrestre a un anillo concéntrico con la linea TS, y de
ancho infinitesimal. El angulo entre un rayo prove-
niente del Sol y la normal N al infinitesimal es 6.
El radio del elemento es Rsen6 y su ancho es Rd#;
su drea es entonces el perimetro por el ancho: da =
(2R sen 8)(R dB) = 271R? sen 6 d6. La fuerza sobre el
infinitesimal es

Figura 2.15 Presién de radiacién sobre la Tierra.

dF = Pragda = (E cos 8)(271R* sen 6 d6)
= 27R?E sen @ cos 0.d6.



36

Héctor Alzate L., Universidad de Antioquia. Enero de 2004

Fisica III

Para hallar la fuerza total, debemos integrar entre 0 y
71/2. Sobre la superficie terrestre la densidad de ener-
gia E es casi constante y sale de la integral:

/2
F = 27rR2E/ senfcosfdo
0

/2
sen20|™

2 o

o2 [P 52
=27R°E senfd(senf) = 27R°E
0

= nR%E.

En esta ecuacion 7R es el 4rea de la proyeccion del he-
misferio iluminado sobre un plano perpendicular a la
direccién de la luz. La funcién cos 6 en las ecuaciones
para la presién de radiacién (Ecs. 2.21 y 2.22) realiza la
proyeccién. En la Fig. 2.16 se ilustra entre lineas gruesas
un elemento de area da, y su proyeccion en un plano
perpendicular a la luz, con lineas punteadas.

da cosb

Figura 2.16 Proyeccién de un elemento de area.

El radio terrestre es R = 6370km = 6,37 x 10° m,
la densidad de energia es £ = [ /v = I/c. Reemplazan-
do en la tltima ecuacién para F,

1400 W/m?
F= 7x10°m)2 ——
(6,37 x 10° m) 3% 105m/s
~ 6 x 10 N.

La presién de radiacion cuando la superficie es 100 %
reflectiva es el doble que cuando es 100 % absorbente,
por consiguiente, la fuerza seria el doble de lo hallado.
La respuesta a este numeral (d) es

6x 108N < F < 12 x 108 N.

La masa de la Tierra es 6 x 1024 kg, la del Sol es 2 x
1030 kg; la fuerza de atraccion gravitacional Fg es

FG _ GmS()lrznTierra
s
(6 x 10" kg) (2 x 103 kg)

= 6,67 x 10" N - m? /kg?
% m/kg (1,5 x 1011 m)2

=3,6 x 1022 N.

102 _ 1013

Fg es, aproximadamente, {5 = veces mayor que

la fuerza debida a la radiacion electromagnética.



REFLEXION Y REFRACCION

3.1. Definiciones

Plano de Incidencia. Angulos de Incidencia, Reflexién y Refraccién. Cuando la luz incide en una
interfase, parte se refleja y parte se refracta.” Donde estén la

luz incidente y la luz reflejada se define como el medio 1; don- N

de esté la luz refractada es el medio 2 (Fig. 3.1). El plano de-
finido por el rayo incidente k; y la normal N en el punto de
incidencia se llama el plano de incidencia. k, /

Al abordar una situacién donde haya reflexién Medio 1, n
refraccion, lo primero que se debe hacer es lo- : Interfase
y p q Medio 2, n,

calizar el plano de incidencia.
IV I

N y la linea de interseccién entre el plano de incidencia y
la interfase dividen el plano de incidencia en cuatro cuadran-
tes: El cuadrante I, donde estd el rayo incidente; el II, adya-
cente al I en el medio 1; el 1], diagonalmente opuesto al I; y el Figura 3.1 k; define el medio 1.
IV, diagonalmente opuesto al II. El rayo reflejado estd siempre
en Il y el transmitido en III.

El éngulo de incidencia 6; es el dngulo del rayo incidente con N, 6, es el dngulo del rayo
reflejado k| con N, y 6, es el &ngulo del rayo refractado k, con N.

k,

Indice de Refraccién. El indice absoluto de refraccién de un medio se define como n = ¢/v, donde
c es la velocidad de la luz en el vacio, y v es la velocidad en el medio. Como v < ¢, entonces n > 1.

Leyes de Reflexiéon y Refraccién. Las leyes de reflexion y refraccién establecen que
k;, k;yk, son coplanares con el plano de incidencia;

0; =0, : ley de reflexion;

nisend; = nysend, : ley de refraccion, o ley de Snell. (3.1)

En la ley de Snell,” 17 es el indice del medio donde estd el rayo que Ilega a la interfase, y 1, es
el indice del medio donde estd el rayo que sale por refraccién de la interfase.

"Hay casos particulares donde no hay reflexién o transmision.

“Descubierta empiricamente por Willebrord Snel en 1621, con lo que se inici6 la 6ptica moderna aplicada. En el siglo
XVII se hall6 teéricamente la ley con base en un modelo corpuscular, en el que era necesario que la rapidez de la luz
aumentara al pasar del aire al agua; también se hall6 con base en un modelo ondulatorio, en el que era necesario que tal
rapidez disminuyera. Solo en 1850 Foucault, con un arreglo de espejos rotantes, constaté que disminuia. La velocidad
de la luz fue medida por primera vez a partir del trabajo de Ole Rémer en 1676 con los eclipses de Io, un satélite de
Jupiter; Newton obtuvo 240 000 km/s.

37
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Si 6; = 0, 6, también es cero. S6lo en este caso el rayo refractado no se desvia. Para 8; # 0,
el rayo refractado se desvia respecto a la direccion del rayo incidente. Decimos que se acerca a la
normal si 6, < 6;, y que se aleja de la normal si 8, > 6;. De la Ec. 3.1, vemos que 6, < 6; implica
que np > ny y que 6, > 6; implica que np < ny. En resumen,

El rayo refractado se acerca a la normal si n, > ny; el rayo refractado se aleja de la
normal siny < np (Fig. 3.2).

N N
0;
ni
N
n2 er \\
AN
0016 N
120,\\\
6‘11} \
0]%0
C/é
(a) (b)

Figura 3.2 (a) El rayo refractado se acerca a la normal, 8, < 6;, cuando nq < ny; (b) se aleja de
la normal, 8, > 6;, cuando nqy > n,.

3.2. Angulo Critico

Cuando 1y > ny, 0, > 6;. Elmaximo 6, es 90°, que se obtiene cuando [Ec. 3.1] sen 6; = (ny/n1) sen 90° =
121. A este d&ngulo de incidencia se le denomina el dngulo critico 6.,

sen 8, = ny1.

Para angulos de incidencia mayores que el dngulo critico, el seno del angulo de refraccion daria
mayor que uno. Este absurdo matematico lo interpretamos como que no hay luz refractada, toda
la luz incidente se refleja, y la onda permanece asi dentro del medio 1; decimos que se presenta
reflexion total interna; fue descubierta por Kepler (1571-1630). El fenémeno de reflexién total tiene
una aplicacién importante en la comunicacion a través de fibras 6pticas.

3.3. Coeficientes de Fresnel

Averiguar la direccién de las ondas reflejada y trasmitida es sencillo con las leyes de reflexién y
refraccién. Pero lo tinico que cambia en la reflexién y la trasmisién no es el dngulo, también cam-
bian la energia y la polarizacién. En los libros se ilustran graficamente los cambios de direccién;
lo que no se suele representar son los cambios energéticos y de polarizacién. ;Como se relacionan
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la energia y los campos reflejados y transmitidos con los de la onda incidente; cémo cambia la po-
larizacién de las ondas reflejada y transmitida respecto a la incidente? La respuesta, que ya no es
tan sencilla, la obtenemos con los coeficientes de Fresnel. Para hallarlos aplicamos las condiciones
de frontera que deben cumplir E 'y B.

Como origen de coordenadas escojamos cualquier punto de los infinitos puntos de la interfase,
el plano xz; sea xy el plano de incidencia. Para descomponer los campos utilizamos la direccién
z y la linea determinada por la interseccién del frente de onda con el plano de incidencia; esto es,
un campo lo representamos como la superposicién de dos campos mutuamente perpendiculares
y con polarizacién lineal.

AYON
/
k. . .
Las componentes 7 tienen la misma
direccion de las lineas Ly, que son
la interseccion del frente de onda con
L. el plano de la hoja.
> X
, Lyn L
Las componentes ¢ 6 z son El plano de incidencia es el plano
perpendiculares al plano de de la hoja.
la hoja.
K,

Figura 3.3 Sistema de referencia para descomponer los campos.

La componente en z la llamamos la componente perpendicular o componente o y a la otra la
llamamos la componente paralela al plano de incidencia o componente 7. Por onda 7r entendemos
a E, junto con B, por onda o entendemos a E; junto con B ;. Note que la componente o es paralela
o tangente a la interfase. Asi, cada onda, la incidente, reflejada y transmitida, la descomponemos
en dos ondas, una 7r y otra 0. De acuerdo con esto’ (Fig. 3.5),

E; = Eiz+Epq, B, = Bix+ B,
E, — E,+E, B — B, +B, 62)
Er = E7’7T + Er(r/ Br = Brn’ + Brcf-

Sea f3 el angulo entre un E y el plano de incidencia. Para E; es f3;, para E, es 3, y para E, es f3,.

Vea la Fig. 3.11, p. 48, y no confunda a 6; con f3;, a 6, con f3,, ni a 6, con f3,. Son dngulos
independientes entre si.

Definimos los coeficientes de Fresnel para la amplitud (se pueden definir coeficientes para la

"Para visualizar las componentes 71 y o es conveniente poner una hoja perpendicular al rayo que estemos exami-
nando. Cualquier vector en esta hoja puede representar el campo. La proyeccion de este vector en z es la componente
oy la proyeccién a lo largo de la interseccién de la hoja con el plano de incidencia es la componente 7.
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potencia; Ejemplo 3.2, p. 45) como

/ !/
Re = ?”’”, Ry = io
o 0o (33)
T = EOMT ’ T, = Eor’g
Eoix Eoi o
Una condicién de frontera nos dice que
E paralelo a la interfase es continuo,” (34)

y la otra condicién de frontera nos dice que, para dieléctricos con pu = g —caso muy comin—
B paralelo a la interfase es continuo. (3.5)

Para aplicar las condiciones (3.4) y (3.5) debemos examinar los campos
en los puntos P; (en el medio 1) y P> (en el medio 2) separados entre si una
distancia infinitesimal P; P, — 0. En Py, por haber ondas incidente y reflejada,
debemos dibujar kir k;‘/ Ein, Eig, Bin, Big, E;’n/ E;m B;‘T[ y B:’(rz ilo vectores para
representar en un sélo punto! Esta congestion de vectores la resolvemos como
se ilustra en los 4 diagramas de la Fig. 3.5, pero se debe mantener presente
que todos los puntos P; son un mismo punto del espacio. Con P, hay menos

problema porque en el medio 2 solo existe la onda transmitida, pero tampoco

% se debe olvidar que todos los puntos P, son un mismo punto del espacio. O con

otras palabras: Podemos imaginar 4 transparencias —vea la figura citada—, y

Figura 3.4 Puntos para luego trasladar horizontalmente de manera que los puntos P; se superpongan,

aplicar las condiciones y también los puntos P,. —Los vectores de la Fig. 3.5 se deben imaginar en

de frontera, P1P — 0. cada uno de los puntos cercanos a la interfase, puesto que toda la interfase

estd siendo iluminada con una onda plana, y toda onda estrictamente plana

tiene un frente de onda que es un plano infinito. Segtn la condicién (3.4) y las Figs. 3.5a y b,
Eincos0; + E;  cos6; = E,x cos 0,. Reemplazando los campos por ondas planas armoénicas,

Egi,x sen(k; - r — wjt) cos 0; + Eq, . sen(k, - r — w;t + o) cos 6; =
Eorxsen(k;, « r — wit + ayr) OS Oy
Las a son constantes de fase relativas a la fase de E;;. Como la tltima igualdad se cumple en
todo r de la interfase y en todo t, las cantidades entre paréntesis deben ser iguales, y las podemos
cancelar; y para eliminar la dependencia del tiempo en la condicién de frontera, es necesario que
w; =W, = w, = w.
Eoi, cos 0; + Ej,  cos 0; = Eg;,x cos 6.

Dividiendo por Ey; . y segtn las Ecs. (3.3),
cos0; + R cos8; = T, cos6,. (3.6)
Segtn la condicién (3.5) y las Figs. 3.5a y b,
Bis — Bis = Byo,

Bojiosen(k; - r — wt) — By, ;sen(k; - 1 — wt + o) =
Boro sen(k, - r — wt + ).

“De esta condicion de frontera es posible deducir las leyes de reflexién y refraccién.
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"Transparencia" 3

B ic
0;

BAN

Medio 1 i

Medio 2

(b)

Figura 3.5 (a) y (b): Diagrama de la onda 7w (E y su Bg). (¢) y (d): Diagrama de la onda o (E,
y su B). El diagrama (b) es igual a (a) pero visto de frente, sin perspectiva. (d) es igual a (c),
pero visto de frente, sin perspectiva.

Cancelando las funciones seno,

BOz’,a - Bér,o‘ = BOV,O" (3-7)

Puesto que para una onda plana E 1. B (B = %k XE:B; = %k X Ez : E; generaa By y
viceversa), entonces cada amplitud By, estd relacionada con su amplitud asociada Eor: Boy =
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Eo,/v; introduciendo esta igualdad en la Ec. 3.7,

!
EOi,n N EOr,n o EOr,n
U1 01 vy

Multiplicando por ¢ y reemplazando a c¢/v por 1, obtenemos
n1Eoi,x — m Eq, x = n2Eor,z-

Dividiendo por Ey; . y segtn las Ecs. (3.3),

ny — Tlan = leTn. (38)
Despejando las incégnitas R, y T de las Ecs. (3.6) y (3.8), obtenemos
R — Eb, _ 11086, — 1y cos 91»’ T — Eorr _ 211 cos 0; ‘ (3.9)
Eoix  1n1cos0, + npcoso; Eoix  n1cos6, + nycoso;
Hallemos ahora los coeficientes o.
Segtn la condicién (3.4) y las Figs. 3.5cy d,
Eic+E ;= Ero. (3.10)

Reemplazando los campos por ondas planas arménicas,
Eoiosen(k; - r — wt + ag) + Eq, 5 sen(k; - r — wt + a;) = Egpo sen(k, - r — wt + ay5)

Para que esta ecuacién se cumpla en todo r de la interfase y en todo ¢, las cantidades entre parén-
tesis deben ser iguales, y las podemos cancelar,

Eoi,c + Etr,e = Eoro-
Dividiendo por Ey; , y segtn las Ecs. (3.3),
1+ Ry =T,. (3.11)
Segtn la condicién (3.5) y las Figs. 3.5¢c y d —después de cancelar funciones seno—,
—Bi,x c0s 6; + By, cos 0; = — By, cos 6y,

Reemplazando a By, por Eos/7,

!
Egi o cos 6; n Epy5c086;  Egqcos 6,
01 U1 U2 '

Multiplicando por ¢ y reemplazando a c¢/v por n,
—n1Eoj ¢ cos 6; + n1Eg, , c0s 0; = —nEgy ¢ cOs 6.
Dividiendo por E; » y segun las Ecs. (3.3),
—n1cos8; + nRycos0; = —nyT; cosb,. (3.12)

Despejando las incégnitas R, y T, de las Ecs. (3.11) y (3.12), obtenemos

!/
R — Eo.e  n1cosB; —nycos6, T — Eoro 211 cos 6;
o

= = , = = . 3.13
Eoiy  1n1cos0;+ nycoso, ¢ Eois  1n1cos0;+ nycoso, ( )



3] Reflexion y Refracciéon Héctor Alzate L., Universidad de Antioquia. Enero de 2004

43

3.4. Interpretacion de los Signos de los Coeficientes

Los signos de R y T se deben interpretar de acuerdo con la convencién implicita en la Fig. 3.5,
pues fue la figura utilizada para hallarlos:

Si Ry > 0, E;; y E,, estardn orientados en el mismo t como se muestra en las Figs. 3.5a y b, o
cada uno en sentido opuesto al ilustrado; los respectivos B (B, y B}, ) estaran siempre antiparale-
los, o sea en contrafase. Si R, < 0, solo uno de ellos (E;; o E; ;) tendré sentido opuesto al ilustrado.
Los respectivos B estardn siempre paralelos, o sea en fase.

SiRe > 0,Eiry E/, estaran siempre paralelos en el mismo ¢: cuando uno esté saliendo de la
hoja, el otro también lo hard; cuando uno esté entrando a la hoja, el otro también (Figs. 3.5c y d);
los respectivos B estardn como se ilustra, o ambos con sentido opuesto al ilustrado. Si Ry < 0,
E;, serd antiparalelo a E,,. S6lo uno de los B asociados (B;, o B,,) tendra sentido opuesto al
ilustrado. Si R y R, tienen igual signo, y la onda incidente tiene polarizacién dextrégira, la onda
reflejada tendrd polarizacién levégira, y viceversa. Si R y R, tienen signos opuestos, no cambiara
el sentido de la polarizacion. Dextrégira es sinénimo de derecha u horaria: O; levégira es sinénimo
de izquierda o contrarreloj: O.

Puesto que para cualquier 6;, T, > 0y T, > 0, no habra cambios respecto a las orienta-
ciones definidas para los campos transmitidos en la Fig. 3.5; pero no pierda de vista que dichos
campos son oscilantes, generalmente cambian millones de veces cada segundo. El sentido de la
polarizacién no puede cambiar por transmisién; si la onda incidente tiene polarizaciéon dextrégira
o levégira, igual serd la polarizacién de la onda transmitida. Los observadores adecuados para
juzgar la polarizacién son O;, O, y O.

3.5. Angulo de Polarizacién. Ley de Brewster

La amplitud de los campos eléctricos de la onda reflejada, segtin
las Ecs. (3.3), p. 40, estan dados por
E) . =RxEoix y Epo=ReEqic (3.14)

Or, Or,o

Existe un angulo de incidencia, llamado el 4ngulo polarizan-
te 0 dngulo de Brewster 03, para el que R es cero, lo que lleva
a que la onda reflejada no tenga componente 71, sin importar el
valor de Ey; -, Ec. 3.14. O sea que para dicho dngulo la onda re-
flejada queda polarizada linealmente en direccion o, cualquiera
sea la polarizacion de la onda incidente.

Hallemos el valor de 8; = 8 que hace cero a R,. Segun la
Ec. 3.9, ny cos 8, = ny cos 0p; segtn la ley de Snell, n; senp =
n, sen 6,. De dividir entre si estas dos ultimas ecuaciones obte-
nemos que senfpcosfp = send,cosb,, 6 sen20p = sen 20,.
Una solucién trivial es 8p = 6,, lo que implica que no hay cam-
bio de medio; otra solucién es 0 = /2 — 6, 6 O + 6, = /2.

Ley de Brewster: Cuando los rayos reflejado y refractadoson  Figura 3.6 Polarizacién por reflexion.

perpendiculares entre si, R; = 0 y, cualquiera sea la polarizacién incidente, la luz reflejada tiene
polarizacién lineal, perpendicular al plano de incidencia (Fig. 3.6).

“Sir David Brewster (prontnciese briister), fisico escocés, 1781-1868, descubrié experimentalmente esta ley en 1812.
Invento el caleidoscopio.
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Como 05 + 6, = 7/2, entonces sen 9, = cos 0. Reemplazando en la ley de Snell, ; sen 6 =

1, cos Op, de donde

tan 93 = MNnjq.

Un caso muy especial en el que no hay onda reflejada, pero si transmitida, es cuando 6; =
05, lo que elimina a Ej, .. Si ademds la onda incidente no tiene componente o (o sea que tiene
polarizacién ), Eg; » = 0y, segtin la Ec. 3.14, la onda reflejada tampoco la puede tener. Se puede
demostrar que no existe 6; para el que R, sea cero.

El ejemplo mds notable de polarizacién por reflexién
es el arco iris. La luz solar tiene polarizacién aleatoria; al
incidir en las goticas de agua se dispersa y sufre como mi-
nimo una reflexién dentro de las goticas antes de regresar
al aire. En esta reflexion la componente E, - se hace muy
pequefia, y la luz queda con polarizacién lineal. Esto se
comprueba con el arco iris diario de la fuente de la Uni-
versidad de Antioquia, que se presenta aproximadamente

Ejemplos y Problemas

<» Problema 3.1. Explique cudl es el error cuando se
escribe (a) Eo; = Egix + Eoi,or (b) Eoi = Eoi,x + Eoios
(C) E;= Ez’,7r + Ei,a'

Ejemplo 3.1. Una onda plana sonora y una onda plana
luminosa inciden a 10° sobre la superficie de un lago
(Fig. 3.7). Las flechas mds cortas y oscuras represen-
tan rayos de luz, mientras que las més largas y claras
representan rayos de sonido. Asuma que el sonido se
propaga en el aire a 340m/s y en el agua a 1450 m/s.
(a) ¢(Cual es el angulo entre las direcciones de propaga-
cién de ambas ondas en el agua? (b) ;A partir de qué
angulo de incidencia no se trasmite sonido al agua?

Sonido 10° N

A
RANN

7.5°

Figura 3.7

Solucion.
(a) En la figura se ilustran ambas ondas, con un dngulo
de incidencia de 10°. Con la ley Snell hallamos 6, para

antes de las 9 a. m. y después de las 3 p. m. Cuando se
mira a través de una lamina o vidrio polarizado —estos
polarizadores estdn disponible en el Almacén de Fisica—
hay una posicién del polarizador para la cual se observa
con la maxima intensidad el arco iris con el paisaje como
fondo. Cuando el polarizador se rota 90°, desaparece el ar-
co iris (o mejor, los arcos iris, el primario y el secundario)
y solo se observa el paisaje.

la luz,

0, = arcsen|[(Maire /Magua) SeN 6;]
= arcsen[(1,00/1,33) sen 10° = 7,5°.

Para el sonido no podemos aplicar directamente la
Ec. 3.1, ya que el indice de refraccién se define para on-
das electromagnéticas, no para las mecanicas. Sin em-
bargo, de dicha ecuacién se puede recuperar la ley de
Snell para cualquier onda, recordando que n = ¢/v,

vy sen 0; = vy sen 6,.
El dngulo de refraccién para el sonido es

0, = arcsen[(vp/v1) sen ;]
= arcsen[(1450/340) sen 10°] = 47,8°.

El 4ngulo pedido es
A0 = 0y, sonido — O, 1uz = 47,8° —7,5° = 40,3°.
(b) Para el sonido el angulo critico es

0. = arcsen[(v1/v;) sen90°] = arc sen(340/1450)
=13,6°.

No hay sonido trasmitido si 8; > 13,6°. Como la luz,
al contrario del sonido, disminuye de velocidad al pa-
sar del aire al agua, para cualquier 8; < 90° habra luz
trasmitida al agua.

<» Problema 3.2. Sabiendo que B = %k X E, muestre
que Bro = Eg n /0.
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Ejemplo 3.2. Un haz de luz incide sobre una interfa-
se. (a) Halle expresiones para las fracciones de potencia
reflejada y transmitida en funcién de R. A la fraccién
reflejada se le llama la reflectancia R, y a la fraccién
transmitida la transmitancia 7: R = P//P;, T = P,/P,.
(b) Evalte los coeficientes de Fresnel y la reflectancia y
la transmitancia para incidencia normal. (c) Evalte los
porcentajes de energia —por unidad de tiempo— refle-
jada y transmitida si la incidencia es normal, el medio
1 es aire y el medio 2 agua, vidrio o diamante.

Solucién.

(a) Si consideramos un haz incidente de area transver-
sal A; (Fig. 3.8), el drea transversal del haz reflejado es
Al = A, puesto que 0, = 6;.

Figura 3.8

!
_ P LA L wmE _ E je1EZ

P, LA L  wE E je1E,
I ’ 2
_Er _ (Ew) _ g2
E2. Eo;

Por conservacién de la energia, la energia prome-
dio por unidad de tiempo que pasa a través de A; de-
be ser igual a la energfa promedio por unidad de tiem-
PO que pasa a través de A] mds la energia promedio
por unidad de tiempo que pasa a través del area trans-
versal del haz transmitido A,: P; = P/ + P,, 6, divi-
diendo por P;, 1 = P//P;+ P,/P; = R+ T; de donde
T =1—R=1— R2 En resumen,

R = R?, T=1-R2

Las anteriores expresiones se cumplen para cada onda
7T 6 0y para todo 6;.

(b) Reemplazando 6; = 0y 8, = 0 en las Ecs. (3.9) y
(3.13), obtenemos

21’11 .
ni + 1”[2/

np —np
Ri=Rs=——7, = lg=
ny +njp

por lo tanto, las ondas reflejadas 77 y o tienen igual in-
tensidad ya que las reflectancias 77 y o son iguales, al
igual que las dreas transversales de los haces. Lo mismo
ocurre con las ondas transmitidas 71 y o si la incidencia
es normal.

2 2

np —np nyp 21’[1
Rorso = LY Tree = 2 .
néo <n1+n2> y néo n <n1+n2)

(¢) %P, = 100R = 100R?, %P, = 1007 = 100(1 —
R?). Para aire-agua (n; ~ 1,00 y n, = 1,33) obtene-
mos,

%P, = 2%, %P, = 98%;

para aire-vidrio (11 =~ 1,0 y vidrio de n, = 1,5) obtene-
mos,
O/OP; =4 0/o, O/OPr =96 0/0;

para aire-diamante (11 ~ 1,0 y n, = 2,4) obtenemos,
%P, =17 %, %P, = 83 %.

Ejemplo 3.3. Un haz de luz de seccién transversal A;
incide sobre una interfase plana. Si la seccién transver-
sal del haz refractado es A,, demuestre que

A, cos 0,

A;  cos6;’

Solucién. En la Fig. 3.9 mostramos las secciones trans-
versales de los haces incidente, reflejado y transmitido.

Figura 3.9

La secciéon transversal del haz incidente A; es el area
del recténgulo ACFE, para el haz refractado es la del
rectdngulo DBGH,

~—

BE
Ol =

(3.15)

>
EE

Pero BG = AE, AC = ABcos0; y DB = ABcos6,.
Reemplazando en la Ec. 3.15,

ﬁ cos 6,

A; ~ cos 0,

(3.16)
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<> Problema 3.3. ;Es vélida la Ec. 3.16 cualquiera sea
la forma de la seccién transversal del haz, o lo es tinica-
mente para una seccién rectangular (Fig. 3.9)?

Ejemplo 3.4. ;Cuando se cumple que [; = I} + L,?
Solucién. Por conservacion de la energfa,

P =

P+ P,
LA, + LA,

Solosi A; = A, = A, se puede obtener I; = Il + I,. Y
las &reas solo son iguales para incidencia normal, 8; = 0
(vea el Ejemplo 3.3). En el caso de una cuerda compues-
ta, también se halla que I; = I} + I, solo si los radios de
las secciones 1y 2 de la cuerda son iguales.

<> Problema 3.4. Demuestre que, en las direcciones 7
60,

Rpso = R%{o’a‘l
J _ npcosb, 2 (3'17)
néoc

nycosf; “méo

La conservacién de la energia exige que P//P; +
P,/P; = 1. Utilice este hecho para probar también que

R2 4+ m cos &y T2 -1

oo nicosf; ~méo

Ejemplo 3.5. Evalte los coeficientes de Fresnel para in-
cidencia rasante e interprete los resultados.

Solucién. Incidencia rasante quiere decir 8; — 90°; re-
emplazando en las Ecs. (3.9) y (3.13),

3 n1cos 8, —np cos90°  nq cos 6,
lim R, = = =1,

9;,—90° n1 cos 8, + np cos 90° nycos6,
. n1 cos 90° — n, cos 6 —ny cos B
lim RO- = 1 2 r = 2 r = —1’
6;—90° nq cos 90° 4 ny cos 6, 1y cos 0,
2n1 cos 90° 0
lim T, = 1 = =0
o
6,—90° n1 cos 0, + ny cos 90 ni cos 6,
3 2n1 cos 90° 0
Iim T, = = — =
6,—90° n1 cos 90° + ny cos 6, 1y cos 6,

Por lo tanto las amplitudes reflejadas no cambian por
ser de magnitud 1 los coeficientes de reflexién, ni el sen-
tido de la polarizacion por tener signos opuestos R, y
R;. La intensidad de la luz transmitida tiende a cero a
medida que 8; — 90°; toda la luz se refleja. Esto esta
de acuerdo con la observacién cotidiana con un vidrio:
aunque sea transparente para incidencia normal (solo
refleja el 4%, y por lo tanto es malo como espejo), pa-
ra incidencia oblicua es sumamente reflectivo y acttia
como un buen espejo.

Ejemplo 3.6. Una onda plana polarizada linealmente
incide sobre una superficie de agua (n = 1,33), con un
angulo de 20°. La amplitud del campo eléctrico inci-
dente es 100 V/m. Determine la amplitud de las ondas
reflejada y transmitida y sus fases relativas a la fase de

la onda incidente, si el d&ngulo entre E; y el plano de
incidencia es 90°.

Solucion. Por defecto, el otro medio es aire, n1 =
1,00. De la ley de Snell obtenemos que 6, =

1,00sen20° \ __ o
arc sen (T) = 14,9°.

Los campos eléctricos del ejemplo se muestran en
la Fig. 3.10. Diferencie claramente entre 6; y el dngulo
entre E; y el plano de incidencia, pues son totalmente
independientes entre si.

Figura 3.10

El que el angulo entre E; y el plano de incidencia

sea 90° quiere decir que E;; = 0 y en consecuencia
Eoi,» = 0. Segtin las Ecs. (3.2), p. 39, E; = E;.
Segun las Ecs. (3.3), Eam = RzEpir =R0=0y
Eorw = TrEoix = TR0 = 0. Estas amplitudes son ce-
ro, cualquiera sean los valores de R, y Ty; no es necesario
conocer el valor de estos dos coeficientes. Sin embargo,
cuando se evaldan con las Ecs. (3.9), p. 42, se obtiene
R = —-0,128 y T = 0,848. Como no hay luz reflejada
ni transmitida 77, se suele decir que estos coeficientes
son cero, pero vemos claramente que no es cierto. No
hay luz reflejada ni transmitida 7z porque la luz inci-
dente no trae componente 77, no porque los respectivos
coeficientes sean cero.

Falta evaluar Ry y To. Aplicando las Ecs. (3.13),
p-42,

E6ra EOrU
— = Rs = —0,155, ~ =Ty = 0,845.
EOi,a EOi,cr

Rz y Ry tienen igual signo, pero como la polarizacion
es lineal es absurdo decir que el sentido de la polariza-
cién cambia.

Las amplitudes pedidas son

E)o = RoEpio = —0,155 x 100 = —15,5V/m,
Eoro = ToEgie = 0,845 x 100 = 84,5V /m.
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Elsigno (—) no significa que Ej, , sea negativa (las am-

plitudes siempre son positivas) sino que E; y E, estdn
en contrafase, 6 = £7: cuando un vector entra al plano
de incidencia, el otro sale, al contrario de lo que mues-
tra la figura. Como T siempre es positivo, E; y E, siem-
pre estan en fase: ambos vectores salen del plano de in-
cidencia, se hacen cero, o entran al plano de incidencia
simultdneamente.

El campo eléctrico neto en P; es E; = E; + E| (am-
bos vectores estan en mismo punto a una distancia in-
finitesimal de la interfase). La amplitud de E;, Eq;, se
puede hallar con la ley del coseno, pero escribiendo la
amplitud E 67’ - con valor absoluto, pues le estamos dan-

do la posibilidad de estar antecedida por el signo (—):

Or,o

Eop = \/ EZ3; o + 2E0i 0| Ep, ;| cos 6 + E

= /B3 — 2Euia|Egy o + EZ, = Eoi — |Ebyl
=100—| —15,5| = 84,5V/m.

Vemos que, efectivamente, la condicién de frontera ex-
presada por la Ec. 3.10, p. 42, si se cumple.

Ejemplo 3.7. Un haz de luz polarizada circularmente,
de 1W de potencia, incide sobre una superficie de vi-
drio (n = 1,5) con un dngulo de 45°. (1) Describa con
detalle el estado de polarizacién de los haces reflejado
y refractado. (b) Halle la reflectancia y la transmitancia.
(c) Halle la potencia reflejada y la transmitida.
Solucién.
(2) Los cambios en la polarizacién los determinan los
coeficientes de Fresnel. Debemos suponer que el medio
1 es aire, n;y = 1,0; np, = 1,5, 6; = 45°.

De la ley de Snell,

1,0 sen 45°

9, —
, arcsen( 15

> =28,13°.

Reemplazando los anteriores valores en las Ecs. (3.9) y
(3.13), obtenemos

R =-0,092,
Ry = —0,303,

T =0,728,
Ty = 0,697.

Como la luz incidente tiene polarizacion circular,
Eoi,x = Eogi,o- Ast,
Eby » = RxEgin = —0,092E¢; -

Or, T

Eam = R¢Epic = —0,303E,; ;.

Por lo tanto, Ey, . # Ep, . la onda reflejada tiene po-

larizacién eliptica, con la amplitud o 3.3 veces la am-
plitud 7 (Eém/Eém =0,303/0,092 = 3,3). Como R, y
Re tienen signos iguales, el sentido de la polarizacién si
cambia, juzgado por el observador O, de las Figs. 3.5b

yd.

Con argumentacién andloga a la del anterior pa-
rrafo, concluimos que Ep,r # Ep,e. Pero la elipse
correspondiente al campo eléctrico transmitido es mu-
cho menos excéntrica que la reflejada: Eo,s/Eorx =
0,697/0,728 = 0,96. Como T, y T, siempre son po-
sitivos, el sentido de la polarizacién de la onda refrac-
tada nunca cambia —aunque pueda pasar de circu-
lar a eliptica—, juzgado por el observador O, de las
Figs. 3.5b y d.

(b) Segun la Ec. 3.17 del Problema 3 .4,

R, = 0,0922 = 0,0085: el 0.85 % de la energfa de la
onda incidente 7 se refleja.

Re = 0,3032 = 0,092: €1 9.2 % de la energfa de la onda
incidente o se refleja.

T = 1200828130,7082 = 0,9915: el 99.15 % de la
energia de la onda incidente 77 se refracta.

Ty = 126082813°0,6972 = 0,908: 1 90.8 % de la energia
de la onda incidente o se refracta.

(c) Como la onda incidente tiene polarizacién circular,
la amplitud de la onda incidente 7 es igual a la de la
onda incidente o, y esto lleva que sus potencias sean
iguales:

1W = P, + P,y = 2P, = 2P,
de donde
P, =Ps;=05W,

P;f = P;fn"’_P;cr = RpPip + RoPis
=0,0085 x 0,540,092 x 0,5
=0,06W,

P =Pigp+ Pro = TpPig + TPy
=0,9915 x 0,540,908 x 0,5
=0,95W.

De la energia incidente se refleja el 5 % y se transmite
el 95 %.

Ejemplo 3.8. Un haz de luz polarizada linealmente in-
cide sobre una superficie de vidrio de indice de refrac-
cién 1.5, con un dngulo de 45°. El dngulo f3; entre E; y el
plano de incidencia es de 30° (Fig. 3.11). Halle (a) el an-
gulo B, entre E; y el plano de incidencia, (b) el angulo
B+ entre E, y el plano de incidencia.

Solucién. Los coeficientes de Fresnel tienen los mismos
valores del Ejemplo 3.7. De la figura vemos que

(@)

tan B, = Epyo _ RoEgio _ RoEisenf; _ &tan/&
" Ey,. ReEoix RrgEicosfB; Rx !
0,303 o
= 0,092 tan30° = 1,9,
de donde

B, = arctan1,9 = 62,9°.
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Figura 3.11

Debido a los signos negativos de R, y Ry, E, tie-

ne direccién opuesta a la mostrada en la figura, en los
instantes en que E; estd orientado como se ilustra.

(b)

EOr,tf - TUEOi,U - TyE;sen 3; _ &

tan = = = = tan f3;
Br Eonn  TrEoix  TrEicosfB; Tx bi
_ 0,697 o
= 0728 tan30° = 0,55,
de donde

B; = arctan 0,55 = 28,9°.

<> Problema 3.5. Sienel Ejemplo 3.7, E;(r,t) = E;; +
Ei;, = uzEgsen(k; - r — wt) — ugEgcos(k; - r — wt),
donde u, es un vector unitario en la direccién L;, de
la Fig. 3.3, y u; = u; es un vector unitario en la direc-
cién o 6 z, halle el sentido de polarizacién de la onda
incidente.

Ayuda. Este problema es igual al Ejemplo 2.3, p. 32; bas-
ta con cambiar al eje x por k;, a E; por E;; y a E, por
Ein.



OPTICA GEOMETRICA

La propagacién de la luz en un medio y lo que le ocurre cuando llega a una superficie o interfase
donde comienza un medio distinto, se puede investigar con las ecuaciones de Maxwell. Gene-
ralmente esto es de una gran complejidad, y en muchas situaciones parte de la informacién que
se obtiene puede lograrse con un método mucho més sencillo que se llama Optica Geométrica,
donde hay que saber poco de la fisica de la luz. Por ejemplo, no es necesario saber que es una
onda, que tiene campos E y B, que es transversal; no es necesario tampoco hablar de fase, ni de
polarizacién, ni de coeficientes de Fresnel. De fisica solo son necesarias las leyes de reflexiéon y de
refraccion, el resto es geometria euclidiana.

La 6ptica geométrica se cumple siempre que la longitud de onda de la luz sea mucho menor
que los objetos con los que la luz interacciona. El concepto fundamental es el de rayo; se debe
mantener presente que un rayo tiene direccién y sentido: los de la propagacién de la luz.

Lo mds importante en la 6ptica geométrica es hallar los cambios en la direccion de propagacion
de los rayos a medida que se encuentra con cambios en el medio. Para lograrlo, nos valemos de
los conceptos de objeto (P) y de imagen (Q).

Convencién de Signos. Un sistema 6ptico es un dispositivo fisico al que le llega luz, y del que sale
luz. En la Fig. 4.1a lo representamos con una curva cerrada, y puede ser una superficie reflectiva
o refractiva, o una combinacién de estas como un microscopio o un telescopio.

El lado positivo de un sistema es por donde le llegue la luz, negativo es el lado opuesto (mu-
chos textos siguen una convencién diferente). En la Fig. 3.2a, p. 38, vemos que la luz que sale
por reflexion siempre esta en lado positivo (por ejemplo, en espejos) y la que sale por refraccion
siempre estd en el lado negativo (por ejemplo, en lentes o la luz que penetra en el 0jo).

| |
| P
+

O D
~§ &:::::::::\\ ///,/’ -
) PP
g TP eSS -———- «—
3 - - p TSI —--

/

@ (b) ()

Figura 4.1 Sistema dptico y objeto. (a) Objeto puntual y real, (b) Objeto macroscépico real,
(¢) Objeto puntual y virtual.

Objeto Real o Virtual. Un objeto 6ptico P es el lugar de interseccién de los rayos que llegan al
sistema.” Debemos diferenciarlo de un objeto fisico, que es un conglomerado de particulas. Cuan-
do en 6ptica hablamos de objeto, debemos sobreentender que nos referimos a un objeto 6ptico y

"La idea de que los rayos emanan en todas las direcciones desde cada punto de un objeto fisico se debe a Francesco
Maurolico de Messina, 1494-1575. Vasco Ronchi, Optics. The Science of Vision, p. 39, Ed. Dover,1991.
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Sistema Optico

Figura 4.2 A cada punto del siste-
ma le llega informacién de todo el
objeto.

no a un objeto fisico. En cambio, en la vida cotidiana cuando hablamos de objeto nos referimos
a objetos fisicos. A veces un objeto ptico coincide con un objeto fisico, pero con frecuencia no es
asi.

Si los rayos que llegan al sistema se intersecan fisicamente, o mediante prolongaciones, en un
punto, el objeto es puntual. A menudo hablamos de objetos puntuales, aunque en la realidad los
objetos no lo sean, pues tienen algin volumen. Pero esto no es una limitacién, pues la superfi-
cie del objeto macroscépico o extendido la consideramos conformada por un infinito ntimero de
objetos puntuales. En la Fig. 4.1b ilustramos dos de esos puntos.

Al sistema de cada punto le llegan infinito nimero de rayos, y hay

infinitos puntos. Basta, como dijimos, con considerar un solo punto,

P pues a los demés les aplicamos el mismo anélisis. El reciproco de

lo anterior también es cierto: a cada punto del lado del sistema por

donde entra la luz llega un rayo de cada uno de los puntos del objeto;

o con otras palabras: a cada punto del sistema le llega informacién de
todo el objeto (Fig. 4.2).

Si los rayos llegan divergentes (esto es, alejandose entre si en el
sentido en que se propaga la luz), el objeto puntual P se denomina
un objeto real, y es el caso ilustrado en la Fig. 4.1a, donde el lugar de
interseccién esta en sentido opuesto al de aproximacién de los rayos al sistema. Necesariamente
P estd en el lado positivo, y su distancia p, llamada la distancia objeto, es (+) : p = |p|.

Si llegan convergentes (esto es, acercdindose entre si en el sentido en que se propaga la luz), se
denomina un objeto virtual (Fig. 4.1c), y el lugar de interseccién necesariamente esta en el mismo
sentido en que se aproximan los rayos. O sea que P estd al otro lado del sistema por donde llega
la luz, el lado negativo,y pes (—) : p = —|p|.

Se debe evitar la fuerte tendencia a pensar al objeto (6ptico, por supuesto) como el lugar de
donde salen fisicamente los rayos; a veces es asi, pero a veces no. En su lugar, se debe pensar
como el lugar de interseccion de los rayos que llegan al sistema, asi sea con prolongaciones, como
se ilustra mediante las lineas a trazos de las figuras. Dicha tendencia se origina en que los rayos
provenientes de un punto de un objeto fisico si salen del punto, y siempre llegan divergentes al
sistema. En consecuencia, todo objeto fisico es un objeto (6ptico) real, p > 0 (pero no viceversa).

Sea consciente de que con las palabras objeto real en
6ptica no nos referimos a lo que se quiere decir en la vi-
-~ da cotidiana, que es un objeto fisico que si existe, en opo-
sicién a un objeto imaginado. En éptica queremos decir
- que los rayos asociados a P llegan divergentes al sistema,
como lo harfan si los rayos provinieran de un objeto fisico

situado en P (Fig. 4.1a).

Sistema oOptico

q T >

<
<

Imagen Real o Virtual. Llamamos imagen Q al lugar de

Figura 4.3 Los rayos llegan al sistema con cierta
inclinacién, el sistema los transforma, y salen
con diferente angulo.

interseccion de los rayos que salen del sistema y distancia
imagen q a la distancia de Q al sistema (Fig. 4.3).

Se debe evitar la fuerte tendencia a pensar la imagen
como el lugar donde fisicamente se intersecan los rayos
que salen; a veces es asi, pero a veces no. En cualquier

caso, es la interseccién de las prolongaciones de los rayos que salen, como se ilustra mediante las

lineas a trazos de las figuras.

El problema principal de la 6ptica geométrica es: ;Cudl es el lugar de interseccion de los rayos
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que salen del sistema, conocidos el lugar de interseccion de los rayos que llegan y las caracteristi-
cas del sistema? O de otra manera: ;qué Q le corresponde a P?

Vemos que la funcién de un sistema 6ptico consiste en recibir unos rayos, procesarlos, y entre-
garlos con direcciones diferentes.

Si a un objeto puntual le corresponde una imagen puntual, el sistema se denomina un sistema
Optico perfecto. Pero la perfecciéon no es de este mundo, y los rayos que salen nunca se intersecan
en un solo punto. Decimos entonces que el sistema sufre de aberraciones o defectos. Entre me-
nos se aleje del ideal de que a P puntual le corresponda una Q puntual, o sea que tenga menos
aberraciones, mejor y mas costoso es el sistema.

Cuando se vea en Optica Fisica el tema de Difraccién, se vera que a un objeto puntual nunca le
corresponde una imagen puntual, no por una aberraciéon del sistema, sino como una manifestacién
intrinseca de la naturaleza ondulatoria de la luz.

Enlos cuatro dibujos de la Fig. 4.4 se ilustran rayos que salen del sistema 6ptico; no se muestran
los que llegan, que son los que definen el lado (+). La luz puede salir por el lado opuesto por
donde entr6 (figuras a y b), como en una lente o la luz mediante la que vemos, que es la que
penetra al ojo. También puede salir por el mismo lado por donde lleg6 (figuras c y d), como la
luz que se refleja en las caras de una lente, o la que se refleja en el ojo y produce las imagenes
que vemos cuando miramos a los otros a los 0jos. Una interfase puede producir simultdineamente
imdagenes por reflexién y por refraccion.

Si los rayos salen convergentes, o sea acercdndose entre si en el sentido en que avanza la luz,
la imagen se denomina una imagen real. En la Fig. 4.4a se ilustra cuando los rayos salen por el
lado opuesto por donde llega la luz; como salen convergentes, el lugar de interseccién esta en el
sentido en que avanza laluz, enellado (—),yges (—) : ¢ = —|q|. Enla Fig. 4.4c, se ilustra cuando
salen por el mismo lado por donde llega la luz al sistema y, por ser convergentes, se intersecan en
el mismo sentido de los rayos, en el lado (+),y ges (+) : g = |q|.

- o (=) (+) -
.QE:Z:_<_ 2 \‘\\\Q _\Z:g Q0 _-- S
~< S ———--=30 e - ————
N =] _-" - ~~
3 ~ ~
z
q , | q . q 5 q

(a) (®) (©) (d

Figura 4.4 (a) y (c) son imégenes reales, (b) y (d) son virtuales.

Si los rayos salen divergentes, o sea alejandose entre si en el sentido en que avanza la luz, la
imagen se denomina una imagen virtual. En la Fig. 4.4b se ilustra cuando los rayos salen por el
lado opuesto por donde llega la luz; como salen divergentes, el lugar de interseccién es el sentido
opuesto en el que avanza la luz, en el lado (+), y g es (+). En la Fig. 4.4d, se ilustra cuando salen
por el mismo lado por donde llega la luz al sistema y, por ser divergentes, se intersecan en el lado
(=) yqes (=)

Se comprendera que no es posible proyectar las imagenes virtuales (o sea rayos divergentes,
Figs. 4.4b y d) en una pantalla, pues la luz de la imagen asociada con cada punto del objeto se abre
cada vez mds dando una imagen borrosa. La pantalla habria que ponerla en Q para observar una
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imagen nitida, pero en Q no hay luz asociada con la imagen.

La imagen real si es posible, poniendo la pantalla
Pantalla Pantalla  en el lugar dado por Q (Fig. 4.5a). Pero si no se ubi-
ca en Q (Fig. 4.5b), lo que se observe en ella no es la
>~ ~ imagen, aunque en la vida cotidiana se le llame asi; la
- - imagen, a pesar de no ser visible, sigue siendo real y
jubicada en Q!

q Mas sobre los Signos. Con maytsculas, por lo gene-
ral, denotamos puntos, y con mintsculas la distancia
(a) (b) de los puntos al sistema. Las distancias las tratamos
algebréicamente, esto es, intrinsecamente pueden ser
negativas, cero o positivas. Por ejemplo, con la letra g
denotamos la distancia de Q. Si Q esté al otro lado de
donde llega la luz, es negativa y atin en este caso es-
cribimos g y no —q. Escribiendo —g no garantizamos que la distancia imagen sea negativa, porque
si g es negativa, —q es positiva. La forma correcta de garantizar que g sea negativa es escribiendo
g = —|q|, y no jg = —q!; y para garantizar que sea positiva, 4 = |q|.

Sistema Optico

Figura 4.5 Ubicacién de una pantalla para observar
una imagen real.

4.1. Reflexién en una Superficie Esférica

p
Figura 4.6 Geometria de la reflexién de rayos.

Sea nuestro sistema un cascarén esférico reflectivo con radio de curvatura 7, y centro de curva-
tura C. Los rayos que llegan se intersecan en un punto P, los rayos reflejados se intersecan en Q
(Fig. 4.6).

Para dngulos pequefios o rayos paraxiales (paraxiales quiere decir casi paralelos al eje prin-
cipal, o sea & y ap mucho menores que 1rad o 57,3°) el segmento OB es mucho menor que los
segmentos OQ, OC y OP y se pueden hacer las aproximaciones BP ~ OP = p, BC~ OC =ry
BQ ~ OQ = g. En la aproximacién paraxial,

1 1

1 r
, qu con f:E. 4.1)
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Vemos que la distancia imagen g no depende de &, lo que quiere decir que todos los rayos
reflejados se intersecan en el mismo punto, bastando asi con saber donde se intersecan dos rayos
reflejados, para saber por donde pasaré el resto de infinitos rayos (o sus prolongaciones). Este es
un sistema 6ptico perfecto, pues a un objeto puntual le corresponde una imagen puntual. Cuando
g depende de h, la imagen de P puntual no es puntual sino que son infinitos puntos (Fig. 4.7a). A
este defecto del sistema 6ptico se le llama aberracion esférica, y las imagenes de dos puntos P; y
P, se pueden superponer, impidiendo que se distinga una de otra (Fig. 4.7b). O sea que si P; y P,
son puntos de un objeto macroscépico P, la imagen Q de P sera borrosa.

oD oo
0> 0 Py Py

(@ (®)

Figura 4.7 Aberracion estférica.

Cantidades que tienden a Infinito o a Cero. Al tomar medidas, p puede ser, por ejemplo, 2m, y
considerdrsele infinito. Desconcierta que a tal distancia se le pueda calificar como p — oo. Tal vez
fuera mejor decir 4 < p. Con la afirmacién matemdtica de que una variable tiende a infinito, en
fisica lo se quiere decir es que esa variable es mucho mayor que las otras variables involucradas
en el problema. Igual ocurre con la afirmaciéon matemadtica de que una variable tiende a cero; en
tisica lo que se quiere decir es que es mucho menor que las demds variables. En lugar de decir que
1/p — 0, es mas apropiado decir 1/p < 1/4, y que porlo tanto 1/p+1/q ~ 1/g = 1/f. Vemos
que cuando p — oo (0sea p > ¢q), g = f.

Aumento o Magnificacién. Para un espejo, el aumento transversal o lateral M se define como la
relacion entre la longitud o altura transversal (o sea perpendicular al eje principal) de una imagen,
hg, y la altura transversal del objeto respectivo, hp; es igual a

h
—0__1 (4.2)
El aumento longitudinal M;, que se relaciona con la direccién axial, se define como la relacién
entre la longitud axial infinitesimal de una imagen y la dimensién axial del objeto infinitesimal

respectivo, dp; es igual a (vea el Ejemplo 4.7, p. 61)

M = —1 = —M>. (4.3)

4.2. Refraccién en una Superficie Esférica

Cuando llega luz a una superficie transparente, hay reflexién y refraccién (Fig. 4.8). La luz refle-
jada forma una imagen Qpefex Seglin lo visto en la secciéon anterior; la luz refractada forma una
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imagen Q como lo veremos en esta secciéon. Note que la Fig. 3.1 se ha rotado y trasladado sobre
el punto A de la Fig. 4.8, con la normal N pasando por C. Para 8; < 1, que es nuestro caso de
aproximacién paraxial, los coeficientes de Fresnel para la reflexiéon R, y R, son mucho menores
(suponiendo como medio 1 el aire, y como medio 2 agua o vidrio) que los coeficientes T y T, lo
que quiere decir que la mayor parte de la energia se transmite, y una pequena parte se refleja. Las
imagenes paraxiales por transmisién son mucho més intensas que por reflexién. (Recordemos que
si los medios son aire y agua, solo se refleja el 2 % de la energia para incidencia normal. Aproxi-
madamente esto es lo que ocurre en la cérnea del ojo, debido a que su indice de refraccién es muy
cercano al del agua).

/

~
/ . .
N \\\\ 1A% / ®— Superficie tangente a la interfase,
0, / en el punto de incidencia.

\\h B?\\\\a
(Qreﬂex) /C/' fffff 0 T P

p

Figura 4.8 Geometria de la refraccion de rayos. El dibujo corresponde a una superficie céncava,
n1 < np, y objeto real mas alla del centro (p > 7).

La distancia objeto, la distancia imagen, y las propiedades fisicas del sistema como son los
indices de refraccién y el radio de curvatura de la superficie, estan relacionados por la Ecuacién de

Descartes,
m_n_m—n (4.4)
P4 r
Vemos que para rayos paraxiales g no depende de /1, lo que quiere decir que donde se intersequen 2
rayos refractados (o sus prolongaciones), todos los demas se intersecaran; el sistema es perfecto, no
presenta aberracion esférica. El ojo humano consigue eliminar los rayos no paraxiales permitiendo
el paso de la luz solo por la pupila, disminuyendo asi notablemente la aberracién esférica.”

La Ec. 4.4 se obtuvo utilizando la ley de Snell, en la que 75 es el indice de refracciéon del medio
donde esta la luz que Ilega a la interfase, y 7, el indice donde estd la luz que sale refractada. En
consecuencia, en dicha ecuacién 11 no es el indice donde estd el objeto, como a veces confusamente
se piensa, sino el indice del medio donde estan los rayos que llegan a la superficie o interfase; y
1 no es el indice donde esté la imagen, sino el indice del medio donde estdn los rayos que salen
por refraccién de la superficie. Por ejemplo, en la Fig. 4.8 la imagen esta en el medio 1, pero los
rayos que salen refractados estdn el medio 2, solo que su lugar de interseccién o imagen Q estéd

“Fue Kepler, en 1604, quien por primera vez comprendi6 esta funcién de la pupila. Op. Cit, p. 43.
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en el medio 1. La imagen es virtual y no es posible proyectarla en una pantalla puesta en Q (ni en
ninguna otra parte) pues por Q no pasan fisicamente los rayos, sino solo sus prolongaciones.
La longitud focal objeto f, y la longitud focal imagen f; cumplen que

fot+fi=r (4.5)

Cuando f, es (+), la superficie refringente es convergente, si es (—) es divergente.
El aumento transversal es

M="9 (4.6)
nap

4.3. Lentes Delgadas en Aire

Una lente es un sistema 6ptico compuesto por dos subsistemas refractivos S; y S». Por convencion,
se llama S; a la superficie por donde entra la luz a la lente, y S, por donde sale de ella (Fig. 4.9).
Como el lado positivo es por donde llega la luz, entonces S siempre esté en el lado positivo, y S»
en el lado negativo (vea el Ejemplo 4.11, p. 65).

La siguiente exposicion la hacemos para lentes delgadas de indice de refraccion n, rodeadas de
aire. No es aplicable entonces a lentes de contacto, pues estas se usan sobre el ojo (més exactamente
sobre la cérnea), que tiene un indice ~ 1,38.

Para aplicar la Ec. 4.4 a S; identifiquemos primero sus diferentes términos: Como los rayos
que le Ilegan estan en el aire, este es el medio 1, n1 = n,ire = 1,00029 ~ 1,00. Como los rayos que
salen refractados estan en la lente, esta es el medio 2, n, = n. Los rayos que llegan se intersecan
en P, entonces p = p; los rayos que salen por refraccién se intersecan en Q’, g = 4’ (aunque en esta
figura Q' esta en el aire, ny = n). Dos perpendiculares a S; se intersecan en Cy, entonces r = r1; en
la figura este radio de curvatura es negativo, pero ello no es razén para escribir —r1, pues r; puede
ser intrinsecamente negativo; solo se escribe el signo menos cuando se escriba su valor numeérico.
Reemplazando estas igualdades en la Ec. 4.4,

1 on_1-n 4.7)

4

A

Figura 4.9 Cambio en la direccién del rayo debido a S;.

El grosor de la lente es t. Identifiquemos ahora los términos para aplicar la Ec. 4.4 a S, (Fig. 4.10):
Como los rayos que le llegan estdn en la lente, entonces este es el medio 1, n; = n. Los rayos que
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salen refractados estdn en el aire, este es el medio 2, n, = 1,00. Los rayos que llegan se intersecan
en Q', el objeto para S, es Q' y la distancia objeto es p = g’ — t; la lente es delgada, ¢ > ty
p =~ q'. Los rayos que salen por refraccion se intersecan en Q, 4 = q. Dos perpendiculares a S, se
intersecan en Cy, entonces r = r;. Reemplazando en la Ec. 4.4,

n 1:11—1‘ (4.8)

q9 q ra

°
\

Y

A

Figura 4.10 Cambio en la direccion del rayo debido a S;.

Sumando las Ecs. (4.7) y (4.8) se cancela n/q’; factorizando por (n — 1) llegamos a la ecuacién

de Descartes para lentes,
1 1 1 1
R P DY (= 49
—r=0-1 () 49

Cuando g > p, a p se le llama la longitud focal de la lente o longitud focal objeto f,y (1/p) —

(1/q) = (1/p) = (1/f). Reemplazando en la Ec. 4.9, llegamos a la ecuacién del constructor de

lentes,
ry —712

1:(,1_1) (1—1>:(n—1) ) (4.10)

f N rira
El nombre de esta ecuacién es muy apropiado, pues a un bloque de material con n conocido se le

pueden desbastar dos caras con radios r1 y 1, obteniendo una lente con la f deseada.
Reemplazando la Ec. 4.10 en la Ec. 4.9, obtenemos

1 1 1
S 4.11)

r q9 f

Cuando p > g, a q se le denomina la longitud focal imagen f;, y (1/p) — (1/q) = —(1/q) =

—(1/f;) = (1/f); de donde
f=-f (4.12)

El aumento de una lente es
M=gq/p. (4.13)

Las lentes con f > 0 se llaman convergentes o positivas, con f < 0 se llaman divergentes o
negativas.
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La potencia de una lente, que nada tiene que ver con la potencia de energia cuyas unidades son
W, excepto que se utiliza el mismo nombre, se define como 1 metro dividido por f, y el resultado
se expresa en dioptrias D,
P=1m/f, endioptriasD. (4.14)
4.4. El Ojo
El ojo es aproximadamente esférico, formando lo que se llama el
globo ocular (Fig. 4.11)," con un radio de ~ 1,2cm. La parte cen- Globo ocular
Pupila

tral externa es un poco més curva, con un radio de curvatura de
~ 0,8 cm, y estd formada por una membrana dura y transparente,
la cérnea,” con indice de refraccion 1.376. El resto del globo ocu-
lar esta limitado por la esclerética, que es una capa opaca y blanca,
cuya parte en contacto con el aire es visible a simple vista.

Detrés de la cérnea hay un liquido A, el humor acuoso, en con- (
tacto con el iris I y el cristalino C. Nervio optico

Eliris es una arreglo, con un agujero central o pupila, de muscu- Bsclerotic?
los circulares y radiales, cuya accién conjunta determina, segtn la
intensidad de la luz presente, el didmetro de la pupila. El color del
iris determina el color de los ojos, y su didmetro interior, que es el
didmetro de la pupila, la cantidad de luz que penetra al ojo.

El cristalino es una lente compuesta por unas 22000 capas como una cebolla, de indice de
refraccién decreciente del centro hacia afuera, entre 1.406 y 1.386; es mantenido en su lugar por
unos ligamentos L que van unidos al miuisculo ciliar M. La longitud focal del cristalino la varia el
musculo ciliar a través de los ligamentos; cuando esté relajado, el cristalino es aplanado, cuando
esta contraido, el cristalino se curva y disminuye su f. A esta capacidad de variar f se le llama la
acomodacion.

Detras del cristalino, el ojo esta lleno de un liquido gelatinoso, el humor vitreo V, compuesto
casi inicamente de agua. El indice de refraccion de los humores acuoso y vitreo es de 1.336 y 1.337
respectivamente.

En el fondo del ojo se encuentra la retina, una capa extensa donde estan las células responsa-
bles de transformar la luz en sefiales eléctricas (células fotosensibles), los bastones y los conos. El
nervio optico conduce las sefiales eléctricas hasta las neuronas del cerebro responsables de inter-
pretarlas como imégenes. Los bastones, ~ 125 millones, responden a muy baja intensidad de la
luz, pero no son sensibles al color, y no posibilitan la percepcién de imagenes nitidas; en cambio,
los conos, ~ 6 millones, si son sensible al color y son los responsables de la nitidez. La distribucién
de ambas células varfa ampliamente en la retina; hay un sitio, de ~ 0.3 mm de didmetro, la févea
F, donde s6lo hay conos. La mejor vision se logra cuando los rayos de luz se intersecan o enfocan
en la fovea.

Figura 4.11 E/ ojo humano.

Cuando queremos mirar un objeto o una imagen, el ojo se mueve de manera que el
objeto o imagen quede en el eje visual del ojo; después el cristalino se acomoda con el
objetivo de dirigir los rayos hacia la févea.

“Esta figura corresponde a un corte horizontal del ojo izquierdo; el derecho quedaria verticalmente abajo.
“Cérnea proviene del femenino del adjetivo latino cérnéus, que quire decir duro y transparente como el cuerno.
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Si esto no se logra, la visién es deficiente. Se utilizan lentes y cirugia ocular para lograr el ideal de
que la luz que penetra al ojo se enfoque en la févea.

El eje visual del ojo es la linea determinada por la févea y el cen-

- tro del cristalino. En la visién binocular, o sea con los dos ojos, los
e v ejes visuales se deben intersecar en el objeto o imagen que se mire
ugj ;
quu.
Ierd
<_tdo
\/\/\a

(Fig. 4.12).
p La perpendicular en el centro o polo de la cérnea es el eje 6ptico
/;;C;‘O del ojo, y no coincide con el eje visual.
./E')e gisud) & La coérnea es la componente que hace la mayor parte del traba-
- jo de enfoque, pues es donde los rayos sufren el mayor cambio de

direccion. El cristalino hace el trabajo restante, fino, de terminar de

Figura 4.12 Visién binocular. dirigir los rayos hacia la févea (Ejemplo 4.10).

La luz penetra al ojo por la parte de la cérnea que estd al frente
de la la pupila. Por lo tanto, el lado positivo siempre esta en el aire,
o en al agua si tenemos abiertos los ojos dentro del agua.

Es comtin encontrar en las fotos tomadas con ‘flash” pupilas rojas. Esto se debe a que parte de
la luz que penetra en el ojo se refleja en la retina, que es roja por la alta irrigaciéon sanguinea, y sale
de regreso hacia la cdmara fotografica. Sélo para esta luz roja el lado positivo de la cérnea queda
dentro del ojo.

El Punto Cercano. Hay una distancia minima o distancia dptima a la que una persona se puede
ubicar de lo que mira, para verlo con el maximo detalle posible. Esta distancia se llama el punto
cercano o minima distancia de visién nitida 6 de la persona. Leyendo algtn escrito, determine
su 6 personal. A mayor edad, mayor es 9, debido al endurecimiento progresivo o pérdida de la
acomodacién del cristalino. Un valor comtin para un adulto es 6 = 25 cm. Esta persona, si quisiera
ver nitida la Luna y con el maximo detalle, deberia acercar sus ojos hasta 25 cm de su superficie,
cosa que de ordinario es imposible, pues debe verla desde la Tierra, desde donde se ve nitida, pero
con poco detalle.

; - ;
e L {3

() (b) (©

Figura 4.13 E/ punto cercano del ojo. En (a) el observador mira la imagen, en (b) mira la lente,
en (c) mira el objeto.

Si queremos ver con un sistema 6ptico como una lente o un espejo, los rayos que penetran en
nuestros 0jos son los que salen del sistema, por lo tanto lo que miramos es la imagen producida
por el sistema, no al objeto que da lugar a esa imagen. Como nos interesa mirar la imagen, nos
ubicamos a 6 de la imagen si la queremos apreciar lo mejor posible (Fig. 4.13a); si nos interesara
mirar el sistema, nos ubicariamos a é del sistema (Fig. 4.13b), y si quisiéramos mirar el objeto, nos
ubicariamos a 6 del objeto (Fig. 4.13c).
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Ejemplos y Problemas

Con los siguientes ejemplos queremos aclarar los conceptos de la 6ptica geométrica; en consecuen-
cia, no nos limitamos a hallar unos valores numéricos, sino que explicamos permanentemente la
aplicaciéon de la teoria expuesta. Para ello nos valemos, en la mayoria de los casos, de hechos
cotidianos. Los problemas, marcados con dos tridngulos negros «», estdn intercalados entre los
ejemplos, como una extensién de los ejemplos que les preceden.

Ejemplo 4.1. ;Puede un observador a la izquierda de la
superficie refringente de la Fig. 4.8, p. 54, ver la imagen
por reflexion Qpeflex?

Solucion. No, porque los rayos tienen direccién, la di-
reccion en que avanza la luz, y la luz reflejada solo le
llega a un observador a la derecha de la superficie.

<» Problema 4.1. (a) ;Puede un observador a la de-
recha de la superficie refringente de la Fig. 4.8 ver la
imagen por refracciéon Q? (b) Si g = +20cm y el pun-
to cercano del observador es 35 cm, especifique exacta-
mente donde se debe ubicar el observador sobre el eje
principal para ver a Q. (c) (Cémo ve la imagen dicho
observador si se ubica a 5cm a la izquierda de O?

<» Problema 4.2. Aplicando las definiciones de ima-
gen virtual e imagen real real (Fig. 4.4, p. 51), ;es positi-
va o negativa g para una imagen virtual producida por
(@) un espejo y (b) por una lente (o por una superficie
refractiva); y para una imagen real?

Ejemplo 4.2. Discuta la formacién de la imagen de una
persona que se mira en un espejo plano.

Solucion. Este ejemplo es la explicacién de la experien-
cia cotidiana de mirarnos en un espejo casero. Es equi-
valente al Ejemplo 4.3, pero la longitud focal es ahora
infinita. Supongamos que es usted quien se mira en el
espejo, y que su d es 25 cm. Si va a mirar el espejo, por
ejemplo una mancha en él, se debe ubicar a 25cm del
espejo; pero si va a mirar su imagen, se acerca a %25 cm
(Fig. 4.14; ya desenfoca el espejo en su retina, pero enfo-
ca su cara), pues de la geometria de la figura se deduce
que p = —q (por favor, compriebelo geométricamen-
te), o, utilizando la Ec. 4.1, p. 52, con f = oo, también
sellegaaquep=—6=p—gq=p—(—p) =2p,de
donde p = 6/2 =25/2=12,5cm.

Aplicando la ley de reflexién, se ve que los rayos se
reflejan divergentes entre si, dando una imagen virtual
(lugar de interseccion en el sentido opuesto al que se re-
flejan), con un aumento M = —q/p = —(—p)/p = +1.
El 1 significa que la altura de la imagen es igual a la
del objeto; el (+) significa que es derecha, o sea con la
misma orientacién que el objeto.

Yy

)

Figura 4.14 Imagen virtual y derecha.

Una nube o una montafa que esté a varios kilémetros
enfrente del espejo forma una imagen virtual a esa mis-
ma distancia, pero detras del espejo. Por esto, sus ojos
enfocan la imagen, asf los ‘pegue’ al espejo. Obvio que
usted no se puede ubicar a 6 de la imagen de la monta-
fia.

Determine su punto cercano §, consigase un espe-
jo plano y haga ya las experiencias descritas en este
ejemplo, no lo deje para después.

Ejemplo 4.3. Una persona P, con 4 = 25cm, se mira en
un espejo céncavo de longitud focal 15 cm. Encuentre la
distancia 6ptima de P al espejo. ;Cual es el aumento?

Solucién. (En el Almacén del Instituto de Fisica hay un
espejo con esta misma f, con el que se puede hacer la
experiencia descrita en este problema).

La distancia 6ptima al espejo se presenta cuando P
estd a una distancia 6ptima 6 de lo que mira, en este
caso, su imagen. Se debe diferenciar entre mirarse en
el espejo y mirar el espejo. La diferencia, entre mirar
una imagen y mirar el sistema 6ptico que la produce se
explica, pero con una lente, en la Fig. 4.13.

Si P se acerca al espejo mds de lo que muestra la
Fig. 4.15, ya no se enfoca; si se aleja, disminuye el de-
talle con que se ve. Asi es como reconoce que estd a o
de su imagen. Para el caso particular de la Fig. 4.15,
p — g = 9; en cambio, en la Fig. 4.13 no hay ecuacién
que relacione estas 3 cantidades. Despejando,

q=p=5
reemplazando en la Ec. 4.1,
11 1
pop=o f
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Figura 4.15 Espejo céncavo, imagen virtual.

Despejando p, obtenemos la ecuacién cuadratica

p*—p2f +8)+ f6 =0,

con soluciones, después de reemplazar los valores de f
yo

p1 = 8cm, p2 = 47 cm;
a las que les corresponde las respectivas distancias ima-
gen

g1 = —17cm, g2 = 22cm;

y aumentos

M; =21, My = —0,47.

En resumen, tenemos la primera solucion, p; =
8cm, g1 = —17cm, My = 2,1; y la segunda solucién,
p2 = 47cm, g = 22cm, My = 0,47.

La imagen de la primera solucién es virtual, la per-
sona P se ve derecha y 2.1 veces mayor; la segunda es
real, la persona se ve invertida y con una tamafio casi la
mitad. La primera solucion corresponde a la Fig. 4.15, la
segunda a la Fig. 4.16. En ambos casos, los ejes visua-
les del observador convergen en el punto de Q que P
mire (enla Fig. 4.12, p. 58, ese punto de Q corresponde
al punto P).

A
\J

M
Q
4
>

Y

Figura 4.16 Espejo concavo, imagen real.

<» Problema 4.3. ;En la Fig. 4.15, por qué la relacién
entre p, gy dnoes p+q = 9, sino p —q = 6? (Recuer-
de que esta ecuacién no es general; no se cumple en la
Fig. 4.13 ni en la Fig. 4.31, p. 68).

Ejemplo 4.4. Determine la naturaleza de un espejo que
sea util para la vigilancia en un almacén.

Solucién. Lo primero a exigir es que el aumento sea po-
sitivo, para que la imagen tenga la misma orientacién
que su respectivo objeto,
M > 0. (4.15)
Si M = 41, seria el caso de un espejo plano, con el
que la imagen es del mismo tamafio que el objeto, y pa-
ra dar un buen cubrimiento tendria que ser muy gran-
de, de mas de 1 m, pues los estantes y las personas tie-
nen medidas mayores que 1m. Si M > 1, la situacién
empeora, pues imdgenes mayores que el objeto no son
convenientes porque dan un cubrimiento atin menor
que con un espejo plano. En conclusién, para que las
imagenes sean derechas y menores que los objetos que
se quieren vigilar, y obtener asi un mayor cubrimiento
o campo de visién mayor,
0O<M<1 (4.16)
Las imagenes en el almacén corresponden a objetos
fisicos, que siempre se comportan como objetos (6pti-
cos) reales,

p > 0. (4.17)

Reemplazando en la Ec. 4.2, p. 53, las relaciones

(4.15)y (4.17),

_ 1
de donde g < 0: Q es una imagen virtual. Llegamos a lo
que se cumple también con las lentes, esto es, que toda
imagen derecha de un objeto real es virtual.

De las ecuaciones para espejos, M = —q/p y
(1/p)+ (1/q) = (1/f), obtenemos f = Mp/(M —1).
Reemplazando en esta ecuaciéon las relaciones (4.15),
(4.16) y (4.17), obtenemos

f <.

El espejo tiene que ser convexo o divergente.

Cuando llega luz a nuestros ojos, hay imagenes por
reflexién, que son las que vemos cuando miramos a al-
guien a los ojos. También hay imdgenes por transmi-
sién, que son las que nos dan la visién. Para estas, nues-
tros ojos se comportan como superficies refractivas con-
vergentes; para aquellas, como espejos convexos o ne-
gativos o divergentes que, como acabamos de ver, dan
imédgenes derechas y menores que el objeto.
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Ejemplo 4.5. A un objeto real puesto a 1.2m de un
espejo esférico le corresponde una imagen que es vir-
tual y dos veces mayor. (1) Analiticamente, determine
la longitud focal y la naturaleza del espejo. (b) Con ra-
yos principales ilustre, a escala, la solucién gréfica del
problema.

Solucién.

(a) Como el objeto es real, los rayos llegan divergentes
y se intersecan en direccién opuesta a la de ellos, p > 0.
Por ser virtual la imagen, los rayos salen, por reflexién
(es un espejo), divergentes y se intersecan en direccién
opuesta a ellos, g < 0. El aumento es 2, pero no sabe-
mos si la imagen es derecha o invertida, entonces usa-
mos valor absoluto, |M| = 2. Averigiiemos si es +2 o

—2: )
q _
T m -
De donde 4 = —2p. Reemplazando en la Ec. 4.1,

1/p+1/(—2p) = 1/f. Despejando, f = 2p = +2,4m.
El espejo es positivo, o concavo, o convergente, pues la
longitud focal es positiva.

(b) En la Fig. 4.17 se ilustra la solucién gréfica. Del pun-
to mas alto del objeto llegan dos rayos divergentes. El
rayo superior llega con 8; = 0, el rayo reflejado respec-
tivo sale dirigiéndose hacia C. El rayo inferior llega pa-
ralelo, el reflejado sale dirigiéndose hacia F. Vemos que
los que salen lo hacen divergiendo. Note que aunque el
espejo es convergente, produce rayos divergentes, pues
el objeto esta entre el polo y el foco.

Figura 4.17 Imagen virtual y derecha.

Si un observador quiere mirar el objeto con una distan-
cia 6ptima, se ubica a 6 de P, a la derecha o a la izquier-
da. La imagen no la puede observar a 9, pues se forma
detrds del espejo, a una distancia mayor que el pun-
to cercano, y la puede ver enfocada en su retina desde
cualquier distancia a la derecha del espejo.

Ejemplo 4.6. Un objeto se mueve hacia un espejo esfé-
rico con una velocidad constante vp. Encuentre la velo-
cidad de la imagen como una funcién de la distancia p
y discuta el resultado.

Solucién. La velocidad del objeto es vp = dp/dt, la de
laimagen es v = dgq/dt. Derivando respecto al tiempo

la Ec. 4.1,
dp71 N d[]71 _ df71
dt dt— dt ’
La longitud focal, f = r/2, 1a fija el constructor del es-

pejo; como no depende del tiempo, el miembro derecho
de la anterior ecuacién es cero.

d d
9P 249 o 2 _
P gy 1 g =P vp—q v =0
Despejando,

2
_ (1Y,
e (P) P'
Como (q/p)? = (—q/p)* = M?,

v = —M?vp. (4.18)
El (—) significa que las velocidades son opuestas: si
el objeto se mueve hacia la izquierda acercdndose al
espejo, la imagen se mueve hacia la derecha, acercan-
dose también. También significa que si apuntamos con
un dedo al espejo, la imagen del dedo apunta hacia el
dedo. Esto lo comprobamos a diario cuando nos acer-
camos a un espejo plano, para el que se cumple que

M= 1,yUQ = —0p.
De la Ec. 41, g = fp/(p — f)- Reemplazando en
la expresién para el aumento lateral, M = —q/p =

f/(f — p). Reemplazando esta expresién para M en la
Ec. 4.18, obtenemos

w5

Para un objeto lejano, p >> f, la anterior ecuacién predi-
ce que vg K vp (vg — 0): Q coincide con F, como era
de esperarse. Cuando P se acerca a F, los rayos salen
casi paralelos, y la imagen se forma lejos (9 y vg — o0).

Ejemplo 4.7. (1) Halle la expresién para el aumento lon-
gitudinal de un espejo, Ec. 4.3, p. 53. (b) Halle el volu-
men de la imagen de un cubo de 1cm de lado que esta
perpendicular al eje principal y a 45 cm del espejo. La
longitud focal del espejo es 15 cm.

Solucién.
(@) Segtin la Ec. 4.18,

dg _ _,pdp
dt M dt’

Cancelando dt y despejando,
(4.19)

(b) En la Fig. 4.18 se representan, sin escala con el resto
de la figura, el cubo P y su imagen Q.
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Figura 4.18 Un cubo P y su imagen Q.

Sea hp un lado de P; su volumen es Vp = h13, La altu-
ra y el ancho transversal o lateral (esto es, en direccion
perpendicular al eje) de la imagen son las de un cua-
drado de lado hg = Mhp. El area de este cuadrado es
A =hg = M?I.

El grosor del objeto es Ap = hp; el de la imagen es
Ag. Como son pequefios (mucho menores que p, 9y f),
aproximamos a infinitesimales estos deltas, Ap ~ dp,
y Aq ~ dgq. De la Ec. 419, Ag = M Ap = Mphp =
—M?hp.

El volumen de la imagen es asi, Vo = A|Aq| =
M2h3 x M?hp = M*h3, = M*Vp.

Vo = M*Vp.

Hallemos M. De la Ec. 4.1, g = fp/(p— f) = 15 %
45/(45 —15) = 225em. M = —q/p = —22,5/45 =
—0,5. Q tiene una cara A transversal cuadrada de la-
do 0,5 x 1cm = 0,5cm. El grosor es 052x lcm =
0,25cm. Q es entonces un paralelipipedo recto de la-
dos, en cm, 0,5 x 0,5 x 0,25, y con volumen

1
Vo =M*Vp=(1/2)*Vp = g Vp = 00625 cm®.

El que M sea diferente de M| lleva a que la imagen
del cubo no sea ctibica, ni la imagen de una esfera sea
esférica.

Ejemplo 4.8. Pruebe que, sin importar su distancia al
eje, todos los rayos que llegan paralelos al eje de un es-
pejo parabdlico se dirigen hacia el foco después de la
reflexion.

Solucién. El espejo es un paraboloide de revolucién.
Sea el eje x el eje principal, y el origen de coordenadas
el vértice del paraboloide. En la Fig. 4.19 se muestra el
corte de un plano que contiene el eje principal, con el
paraboloide. Sea este el plano xy. La distancia del foco
F de la parabola al vértice es f.

Figura 4.19 Reflexion en un espejo parabdlico.

Un rayo incide paralelo al eje x en el punto P y se refleja
pasando por el punto I(xg,0). N es la perpendicular al
plano tangente en el punto de incidencia. En la figura
se ha aplicado ya la ley de reflexién, 6, = 6;. El rayo
incidente se caracteriza por el parametro de impacto b,
o por el angulo a.

La demostracién la haremos en coordenadas carte-
sianas, de acuerdo con el siguiente plan: hallamos 1) las
coordenadas de P en funcién de b, 2) la pendiente m del
rayo reflejado, 3) la ecuacién del rayo reflejado con los
datos de los 2 primeros numerales, y 4) la intersecciéon
del rayo reflejado con el eje x.

1) La ecuacién de la parébola de la figura es y> = 4fx.
Despejando a x, y reemplazando a y por b, x = b?/(4f).
Las coordenadas de P son P(%, b).

2) De la figura vemos que 8; = 90° — a y, en el tridngu-
lo IPA, 8 = 180° — 26; = 180° — 2(90° — a) = 2. La
pendiente del rayo reflejado es asi

m = tan 6 = tan 2a. (4.20)

La pendiente de la pardbola en P es tana = dy/dx =
2f/b. Reemplazando esta expresion en la identidad

2tana
tan2a¢ = ———,
1—tan?
la Ec. 4.20 nos da que
4bf
m= i am i

2 z. 2
3) La ecuacién para una linea que pasa por P( Z—f, b) con
pendiente m es

y =m(x —b*/4f) +b.
4) Haciendo y = 0, x = xq, y despejando este intercep-

to,
Xo = f
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De donde concluimos que todos los rayos reflejados,
sin importar b, se dirigen hacia el punto I(f,0). I es en-
tonces el foco F de la pardbola. O sea que el espejo no
tiene aberracion esférica para los rayos paralelos al eje
principal. Esté es la explicacién de la utilidad de la an-
tenas o espejos parabélicas. En F se ubica un receptor,
donde la densidad de energfa es la més alta. En Mount
Louis, Francia, hay un horno solar que utiliza un gran
espejo parabdlico para dirigir los rayos hacia F, donde
se ubica un material que se calienta o se funde a miles
de grados centigrados, con contaminacién minima.

<> Problema 4.4. Resuelva, en coordenadas polares,
el Ejemplo 4.8.

Ejemplo 4.9. Un recipiente se llena de agua hasta una
profundidad h. ;A qué distancia de la superficie, mi-
rando directamente desde arriba, se ve el fondo del re-
cipiente?

Este ejemplo lo llamamos Profundidad Aparente,
pues discute la observacién comin de que cuando se
observa desde arriba un vaso de agua o una piscina, el
fondo parece acercarse al observador, dando la sensa-
cién de que la profundidad es menor a la real.

Solucién. Este ejemplo es sobre formacién de imége-
nes por refraccién, cuya solucién la encontramos con
la Ec. 4.4, p. 54.

En la Fig. 4.20, P es un pequefio cuerpo en el fondo
y H es el observador. ‘Mirar directamente desde arriba’
quiere decir que la linea PH es perpendicular a la inter-
fase aire-agua. Se muestran el punto de incidencia A,
la normal en A a la interfase, el rayo incidente EA, el
plano de incidencia definido por Ny EA y coincidente
con el plano de la hoja, los cuadrantes I a IV, los &dn-
gulos de incidencia y refraccién. Los rayos con igual 6;
forman un cono con vértice en P y de dngulo 26;, cada
uno con su plano de incidencia conteniendo el eje PH.

Como la 6ptica que hemos desarrollado es paraxial,
0; y 6, son mucho menores que 57,3°, y el rayo refrac-
tado AC alcanza a penetrar en el ojo, a pesar de que
en la figura no sea asi. Por claridad, los dngulos estan

exagerados.
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Figura 4.20 Profundidad aparente.

Los rayos que penetran por la pupila forman un como
de angulo 26, msx, con vértice en Q, y 6, msx dado por
el rayo AC que toque el borde de la pupila (Fig. 4.21).
Si el observador tiene bien enfocada la imagen Q (Q
es imagen respecto a la interfase agua-aire, pero objeto
respecto al 0jo), esta Q tine su respectiva imagen en la
féovea V. Dentro del ojo la luz forma un cono con vér-
tice en V y con la pupila como base. El proceso de la
visién humana representado por la Fig. 4.21 lo expli-
c6 por primera vez Kepler en 1604, y con ello fundé la
Optica moderna.

Fovea
(retina)

Pupila

Interfase
agua-aire

Zer max
’ Agua

20,

Figura 4.21 Los rayos van del objeto a la retina. Por
simplicidad no se muestran la cérnea ni el cristalino.

Por llegar divergentes a la interfase, los rayos se inter-
secan en un punto P en sentido opuesto a ellos, y P es
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real; esto era de esperarse ya que P es un objeto fisico.
Los rayos que llegan estdn en el agua, este es el me-
dio 1, n; = 1,33. El lado positivo estd por debajo de la
interfase.

Los rayos que salen por refracciéon estdn en el aire,
np = 1,00029 ~ 1,00; el lado negativo estd encima de
la interfase. Como salen divergentes, su interseccién es
en sentido opuesto a ellos y la imagen es virtual. Esto
es forzoso, puesto que los rayos que salen refractados
siempre estdn en el cuadrante III; para que la imagen
fuera real se necesitarfa que salieran convergentes, jpor
el cuadrante IV! Como 11 > 15y, la luz refractada se ale-
ja de la normal (Fig. 3.2, p. 38), y Q estd entre B y P
(Fig. 4.20). Si n1 fuera menor que ny, el rayo refractado
se acercarfa a la normal, y la imagen estarfa por debajo
de P.

Como el agua estd quieta, dos perpendiculares a
la interfase se intersecan en el infinito o, méas exac-
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tamente, en el centro de la Tierra, pues la superficie
es, considerada rigurosamente, un casquete esférico:
r = 6370km = 6370000 m. Esta cantidad es muchisi-
mo mayor que i y que g, entonces el miembro dere-
cho de la Ec. 4.4 es despreciable frente a los dos térmi-
nos del miembro izquierdo (se suele decir ¥ — oo, 0
12 — (), y podemos aproximar

m_ "
14 q

Despejando la distancia imagen, y haciendo las equiva-
lenciasp =hyq=h,,

~ 0.

1,00h h

ha = nnh = 23h =333

Si P es una moneda en el fondo de un vaso que se ha lle-
nado hasta una profundidad de 7 cm, b, = (7/1,33) =
5,3 cm: la imagen de la moneda se acerca 1.7 cm hacia
el observador, pero sin cambiar de tamafio:

n (1’[2/1’[1)]’1 _
leh

M:M:nlhg:

1.
nyp noh

En la aproximacién paraxial, una interfase plana no
cambia el tamafio de las imdgenes formadas por refle-
xién ni por refraccion.

Haga ya la siguiente experiencia, no la postergue:
Mire una moneda en el fondo de un vaso sin agua.
Acérquesele desde arriba hasta cuando la empiece a
desenfocar; en este momento la distancia entre sus ojos
y la moneda es su punto cercano é (Fig. 4.22a). A es-
ta distancia se pone usted de lo que mira si lo quiere
ver con el mdaximo detalle. A continuacion, llene el va-
so hasta 7cm. Ya no puede mirar la moneda, sino su
imagen. Acérquese a la imagen hasta cuando empiece
a desenfocarla; como estd 1.7 cm mds cerca de usted que
el objeto, notara que se debe alejar del vaso esta misma
distancia para ver la imagen de la moneda, respecto a
cuando miraba la moneda sin el agua (Fig. 4.22b).

Figura 4.22 La imagen se acerca al observador.

<» Problema 4.5. Localice laimagen de P formada por
reflexién en el Ejemplo 4.9; ;es virtual o real; la puede
mirar el observador H de la Fig. 4.20?

Ejemplo 4.10. Haga un estimativo de la longitud focal
imagen de los ojos de una persona y halle si son con-
vergentes o divergentes, cuando la persona estéd (a) en
el aire y (b) en el agua. Tenga en cuenta solo la refrac-
cién en la cornea.

Solucién.

(a) Debemos utilizar la ecuacién para imagenes por re-
fraccion, (n1/p) — (n2/q) = (n1 — ny)/r. Identifique-
mos sus diferentes términos: la luz que llega a la cor-
nea estd en el aire, n; = 1,00; la luz que sale esté en la
coérnea, ny ~ 1,38; los rayos llegan paralelos, p > ry
p > q(p — o0);q = fi;la cérnea es convexa para la luz

que le llega desde el aire, r = —0,8 cm. Reemplazando
enla Ec. 4.4,
1,00 1,38 1,00-1,38 1,38
= 4.21
p fi -0,8 fi ( )
Despejando,
fi=—-29cm.

El signo menos significa que los rayos que lleguen
paralelos o casi paralelos, se refractan dirigiéndose ha-
cia un punto opuesto al lado por donde llegan, a 2.9 cm
de la cérnea (Fig. 4.23). Como esto es mayor que el dia-
metro del ojo, 2.4cm, no hay una imagen puntual en
la retina del objeto lejano, y la imagen serfa borrosa. El
cristalino hace el trabajo faltante, 2,9 — 2,4 = 0,5cm, de
quebrar atiin mads los rayos y enfocarlos hacia la retina.
Vemos que el trabajo mayor de enfoque lo hace la cé6r-
nea, y el cristalino hace el trabajo fino, de ajuste. Si se
tuviera en cuenta el cristalino, la f; del ojo deberia ser
igual al negativo de su didmetro, —2,4 cm.
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Figura 4.23 Funcion de la cérnea y el cristalino.

Despejando de la Ec. 4.5, p. 55, la longitud focal objeto
o primera distancia focal,

fO — r_ﬂ = —O,8 — (—2,9) = +2/1 cam.

Como es positiva, entonces el ojo es convergente. El va-
lor para f, de +2,1 cm quiere decir que los rayos pro-
venientes de un punto a 2.1 cm del ojo salen paralelos
al refractarse en la cérnea.

Con la edad el cristalino pierde elasticidad, o sea
que disminuye su capacidad de acomodacién, y no
puede hacer el trabajo fino de enfoque; a esta limita-
cién se le llama presbicia. Si el ojo es mds largo de
lo normal, |f;] < didmetro, los rayos se enfocan mas
acé de la févea, y se presenta miopia. Si es més corto,
|fi| > didmetro, los rayos se enfocan mas alld de la f6-
vea, y se presenta hipermetropia. Tradicionalmente es-
tos defectos del ojo se han corregido con gafas, pero en
su reemplazo ya es comun cambiar la curvatura de la
cornea mediante cirugfa; para la miopia se aplana un
poco la cérnea, para la hipermetropia se curva un poco
mads. La nueva curvatura debe dar la f; deseada.

Los peces hacen el trabajo fino de enfoque cam-

biando la distancia entre el cristalino y la cérnea; algu-
nos moluscos cambian el tamario del ojo; las aves de ra-
pifia cambian, mientras vuelan, la curvatura de la cor-
nea.
(b) Cuando el ojo esta dentro del agua, la luz sufre un
cambio menor en su direccién que cuando esta en el ai-
re, pues el ojo por estar constituido principalmente de
agua representa un pequefio cambio para la propaga-
cion de la luz. Basta con cambiar en el numeral (a) a
np = 1,00 por n; = 1,33,

1,38 1,33-1,38
i =08
Despejando,
fi=—22cm.

Ya los rayos al salir de la cérnea se orientan hacia un
punto alejado 22 cm, y no 2.9 cm, y por mucho que se

contraigan los musculos ciliares, el cristalino no logra
redirigirlos hacia la févea, siendo asi imposible enfocar
cuando el ojo mira dentro del agua, sin ayuda de una
careta.

Dentro del agua el ojo sigue siendo convergente,
pues fo > 0: fop=r— f; = —-0,8— (-22) = +21,2cm.

Ejemplo 4.11. Sidos personas Ay D se miran a los ojos
y D usa lentes con caras B y C, determine las caras S; y
Sy de las lentes (Fig. 4.24).

D CSQB A

<

Y
»
>»>

Figura 4.24 Las caras S1 y S, son relativas.

Solucién. Como para A la luz proveniente de D entra
por C y sale por B, entonces, segin A, C es S y B es
Sy; para D es al contrario, pues la luz proveniente de
A entra por B y sale por C, siendo asi C iguala S; y D
igual a Sp, segtin D. S1 y Sy son relativas a la direccion
de la luz.

Ejemplo 4.12. Para fabricar una lente se dispone de un
bloque de caras planas y paralelas, e indice de refrac-
cién n. Las caras se desvastan hasta que queden como
casquetes esféricos de radios de curvatura r1 y ry, res-
pectivamente. Dibuje las diferentes lentes que se pue-
den obtener, y determine si son convergentes o diver-
gentes.

Solucién. En la Fig. 4.25a se ilustra, con perspectiva, el
bloque original y de (b) a (), sin perspectiva, las di-
ferentes lentes que se pueden obtener desvastando las
caras S1 y Sp. Suponemos que las luz incide desde la
derecha.

1

I
S St
==
//
)

(a ® © @ @© O

(2)

Figura 4.25 Diversas lentes.

Escojamos la lente (b) para hallarle su signo; para las
demés lentes se procede de igual manera. La Ec. 4.10,
p. 56, aplicada a esta lente nos dir4 si es convergente o
divergente.

La lente es concava-convexa (Fig. 4.26). La perpen-
dicular a S; pasa por Cy, la perpendicular a S pasa
por C,. Notamos que 71 y 7, son negativos, pues ambos
centros de curvatura estan al lado opuesto por donde le
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llega la luz a la lente. Como los radios de curvatura son
negativos, debemos escribir 1 = —|r1|yro = —|r2|, ¥
no, como se hace a menudo, r{ = —rq y r, = —r2. Las
circunferencias a trazos representan las esferas imagi-
narias a las que pertenecen los casquetes esféricos S; y
S.

A

1
Figura 4.26 Lente de borde grueso.

S1 es més aplanada que Sy, o0 sea que |r1| > |r2| (en es-
te caso, la desigualdad no se cumplirfa sin los valores
absolutos). Esto lleva a que la lente sea mas gruesa en
los bordes que en el centro, y se le llama lente de borde
grueso. Con este tipo de lente se corrige la miopfa.

Reemplazandoar, = —|r1| yr, = —|r2| enlaecua-
cion del constructor de lentes,

1 _
7:('1_1) |7’1|+|1’2|.
|r1][r2]

Procedamos a analizar los signos en esta ecuacion.
Como en cualquier medio v < ¢, entoncesn > 1y
(n—1) = (4). El numerador es negativo, pues, para
esta lente, |r1| > |r2|. Es obvio que el denominador es
positivo.

Como la longitud focal es negativa, la lente es divergen-
te. Las lentes de borde grueso, (b) a (d), son negativas;
las lentes de borde delgado, () a (g), son positivas, o sea
convergentes, y con ellas se corrigen la hipermetropia
y la presbicia. Por estética, en las gafas solo se usan las
lentes (b) y (e).

Para la lente plano-céncava (c), r1 = oo. Dividien-
do el numerador y el denominador de la Ec. 4.10 por
1,

1 (,171)%

1-0 (+)
f r -

= () =5 =)

—|ra|

Para la lente bicéncava (d), C; estd por donde lle-
ga la luz, y el radio de curvatura de S; es positivo,
r1 = |r1| (yno r; = +ry), r2 = —|rz]. Ya no importa
cual de las dos cara es mds curva, f siempre es negati-
va. Reemplazando en la Ec. 4.10:

1 oyl )
=D =P =0

Para las gafas deportivas, r1 = rp (por supuesto,
en signo y en magnitud), lo que da un grosor uniforme
y f = oo. Este valor de f significa que los rayos salen
con la direccién que entran a la lente, que el objeto es la
imagen, y que M = 1.

Aunque la curvatura de ambas caras de las lentes
(d) y () fueran iguales, diferirfan en el signo, ry = —7»,
y f # oo; f es (—) para (d) y (+) para (g).

<» Problema 4.6. Demuestre que las lentes de borde
delgado céncava-convexa (e), plano-convexa (f), y bi-
convexa (g) de la Fig. 4.25, son positivas o convergen-
tes, esto es, tienen f > 0. Demuestre también que si
la luz llegara por la izquierda, lo que equivale a rotar
las lentes 180° (Fig. 4.27), no cambiaria ni el signo ni la
magnitud de f.

Figura 4.27 Posicion diferente de las lentes.

Ejemplo 4.13. Los extremos de una barra de vidrio de
10 cm de didmetro e indice de refracciéon 1.5, se desvas-
tan y pulen como casquetes esféricos de 5cm de radio
en el extremo derecho y 10 cm de radio en el extremo iz-
quierdo. La longitud de la barra entre vértices es 60 cm
(Fig. 4.28). Un objeto fisico P de 1 mm de altura se ubi-
ca a 20 cm del extremo derecho. (a) ;Cudl es el objeto y
cudl es la distancia objeto para la segunda superficie; es
real o virtual, y de qué tamarfio? (b) ;Cuéles son la po-
sicién y la altura de la imagen formada por la segunda
superficie?

Solucién. No podemos aplicar la Ec. 4.11, p. 56, pues
la barra no se puede tratar como una lente delgada. En
su lugar, debemos aplicar la Ec. 4.4, p. 54, a la superfi-
cie por donde llega la luz, Sy, sin tener en cuenta a Sy.
Después la aplicamos a la superficie por donde sale la
luz de la barra, S5, sin tener en cuenta a Sy. Si S, fuera
un espejo, le aplicariamos, en lugar de dicha ecuacién,
la Ec. 4.1, p. 52.
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\ p (20 cm) g

60 cm
Figura 4.28 Refraccién en la primera cara.

(2) En la figura se ilustran dos de los rayos incidentes
y refractados en S1. Como la luz llega por la derecha
de 51, este es el lado positivo, y a la izquierda es ne-
gativo. Los rayos llegan divergentes, se intersecan en
sentido opuesto, el objeto es real, como se sabia de ante-
mano, pues es un objeto fisico. Para el rayo superior se
muestran los cuadrantes I a IV (vea, ademads, la Fig. 3.1,
p- 37).

Para aplicar la Ec. 4.4, identifiquemos sus términos:
la luz que llega esta en el aire, n; = 1,0; la luz que sale
estd en la barra, n, = 1,5; los rayos que llegan se inter-
secan a 20cm, p = +20cm; los que salen se intersecan
en Q, g = ¢'; C; estd al otro lado de donde llega la

luz, ry = —|r1| = —5cm. Reemplazando los anteriores
valores,

L0 15 10-15

20 ¢ -5
Despejando, obtenemos q' = —30 cm: los rayos refrac-

tados salen hacia un punto al otro lado (signo negati-
vo) de donde llega la luz, a 30 cm del polo O;. Como
salen convergentes, se intersecan en el mismo sentido
de ellos, Q' es real y, como el medio es homogéneo has-
ta los 60 cm de Oj, se intersecan fisicamente en Q’. Pe-
ro si la barra tuviera una longitud menor que 30 cm,
los rayos ya no se intersecarian fisicamente en Q’, solo
sus prolongaciones (Fig. 4.29); la imagen seguiria sien-
do Q’, real, y a-30cm de Oy.

30 cm
Figura 4.29 Imagen real Q' para Si.

Los rayos que le llegan a Sy, y que salieron de S1, es
obvio que se intersecan en Q’, siendo este punto el ob-
jeto para esa cara. Como la barra tiene més de 30 cm de
longitud (Fig. 4.28), los rayos llegan divergentes, se in-
tersecan en una direccion opuesta a ellos y Q" es un ob-
jeto real para Sy, p > 0. Pero si tuviera menos de 30 cm

(Fig. 4.29), los rayos llegarian convergentes, se interse-
carfan en igual sentido, y el mismo Q' serfa un objeto
virtual para Sy, p < 0.

El aumento [Ec. 4.6, p. 55] debido a S1 es

1,0(—30)
1,5 x 20

El signo (—) quiere decir que la imagen tiene sentido
opuesto al objeto, el 1 significa que es de igual tamafio,
o sea 1mm. Altura k de Q’,

M; = = 1.

hQ/ = Mlhp =—-1x1=—-1mm.

(b) Traslademos el origen de coordenadas a O para
aplicar la Ec. 4.4 a Sy, e identifiquemos sus términos:
la luz que le llega a S, estd en el vidrio, n; = 1,5; la luz
que sale esta en el aire, np = 1,0; los rayos que llegan
se intersecan en el lado por donde llegan, a una distan-
cia horizontal de O, igual a p’ = (60 — 30) = +30cm;
la distancia imagen final es g (los que salen se interse-
can en Q); C; estd en el lado por donde llega la luz,
rp = |ra| = +10 cm. Reemplazando estos valores,

15 1,0 15-10
30 ¢ 10

Figura 4.30 Objeto real Q' para S,.

Despejando, § = —oo: los rayos refractados salen para-
lelos, y no forman una imagen. Esto quiere decir que el
objeto original P esta sobre el foco objeto F de la barra,
f = 4+20cm. Asi, la barra es una lente gruesa conver-
gente. El aumento debido a S es

_ 15(~c0)

My=30%30 ~ ~®

La altura de la imagen final Q es
]’ZQ = Mth/ = MoMjhp = 700(71)1 = +o00.

<» Problema 4.7. Senale 6;, 0, y 0, para el rayo su-
perior de la Fig. 4.28. Marque los cuadrantes I a IV y los
mismos dngulos, pero para el rayo inferior. Sefiale los
angulos para el rayo inferior de la Fig. 4.30.

Ejemplo 4.14. Discuta la formacién de la imagen de las
letras cuando leemos con una lupa.

Solucién. Sea el objeto P una letra, por ejemplo la E
(Fig. 4.31), cuya imagen queremos ver derecha, aumen-
tada y con el méximo detalle (visién 6ptima).
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Figura 4.31 Lectura con una lupa.

Deduzcamos primero qué lente debemos usar para que
la imagen tenga las caracteristicas anteriores.

La E es un objeto fisico extendido (o sea macroscé-
pico, no puntual); de cada uno de sus infinitos puntos
llegan a la lente infinitos rayos divergentes, que como
se recordard, definen a E como un objeto real, p > 0.
Para leer, la imagen debe ser derecha, M = q/p > 0;
por lo tanto, g > 0. Esto quiere decir que los rayos sa-
len divergentes, para que se intersequen en direccién
opuesta a ellos, al lado donde estd el objeto E: la ima-
gen derecha de un objeto real es virtual. El ejemplo mds
comun de esta situaciéon es cuando nos miramos en un
espejo plano.

Dado que la lupa se utiliza para aumentar, M debe
ser mayor que 1, lo que implica g > p.

Dela Ec. 411, p. 56, f = pq/(g —p) = )

+

la lupa debe ser de borde delgado. -

De las Ecs. (4.11) y (4.13), se hallaque M = f/(f —
p). Despejando, p = f — (f/M); como M > 1, entonces
p < f:la Eestd entre la lente y F (Fig. 4.31).

Sea una lupa con f = +8cm y supongamos que
la tenemos ‘pegada’ al ojo. Podemos entonces hacer la
aproximacién g ~ §; reemplazando en la Ec. 4.11,

~ (+)

1 1 1
p o f
Despejando,
of 25x 8
= —— = =6,1cm.
P51 f 25+8 cm
El aumento es
qg 25
M=-=-= = +4,1.
p 6,1 *

En resumen, cuando una persona con 6 = 25cm
lee con una lupa de f = 8 cm, ubica las letras a ~ 6 cm

de la lupa, logrando una imagen virtual, derecha, con
un aumento de ~ 4. (Este ejemplo explica porqué se
ve mds grande la imagen de los ojos de quienes usan
lentes para corregir la hipermetropia o la presbicia).

Si las letras se ubican en el foco, cada uno de los
puntos de las letras producen rayos que salen de la len-
te paralelos hacia el ojo, formando una imagen en el
infinito, a lo que le corresponde un aumento infinito.
Sin embargo, el ojo logra enfocar estos rayos en la f6-
vea, dando una imagen de tamario finito, pues el ojo es
un sistema complejo que logra hacer el trabajo de en-
foque. Algo muy distinto seria en lugar del ojo poner
una pantalla y mirar la pantalla.

Consigase una lente de borde delgado o cualquier
lupa y haga las experiencias descritas en este ejemplo.

<» Problema 4.8. Se dispone de una lente de borde
delgado con f conocida y de un objeto fisico. Para que
la imagen sea derecha (y virtual), halle si el objeto debe
estar entre la lente y el foco, o mds alla del foco; ;y para
que sea invertida (y real)? Compruebelo con una lupa;
cuando observe una imagen invertida, sélo moviendo
su cabeza, acérquese hasta cuando empiece a desenfo-
car la imagen. En este momento usted estd a 6 de lo que
mira, la imagen del objeto (Fig. 4.13a, p. 58).

<» Problema 4.9. Muestre que la imagen producida
de un objeto real, por una lente de borde grueso, es vir-
tual, derecha, con M € (0, 1), para cualquier distancia
del objeto a la lente. (Esto explica porqué los objetos se
ven mds pequenos y derechos cuando se miran a través
de lentes para corregir la miopia).

<» Problema 4.10. Resuelva, pero con una lente del-
gada, el Ejemplo 4.6, p. 61.

<» Problema 4.11. Los rayos provenientes de una len-
te convergen en un punto Q. Cuando un vidrio de gro-
sor t e indice de refraccién n, de caras planas y para-
lelas, se interpone como se muestra en la Fig. 4.32, la
imagen se forma a una distancia e de Q, en Q’. Halle a ¢
en funcién de n y ¢; evaltiela paran = 1,5y e = 0,5cm.
[Respuestas: t = ne/(n —1); 1.5cm.]

|
n
\‘\\\‘\
\“‘\\\\J_eq.
I
/V”/‘

Figura 4.32 Corrimiento de Q por un vidrio.
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<» Problema 4.12. En una pantalla se observa la ima-
gen de un objeto. Explique qué le ocurre a dicha ima-
gen si los rayos que llegan al centro de la lente se blo-
quean, por ejemplo, con un ladpiz, como se muestra en
la Fig. 4.33. (La figura esta sin escala ni perspectiva. Lo
que usted observaria seria muy distinto sin en lugar de
mirar a la pantalla situara sus ojos donde esta la panta-
lla). ;Qué ocurre si se cubre media lente, y tres cuartos
de la lente? Haga la experiencia con una lente y un cua-
derno como pantalla.

3 Q72
Q Lépiz

Pantalla

Figura 4.33 ;Como se afecta la imagen al cubrir
parcialmente la lente?

Ejemplo 4.15. Un sistema Optico consta de 3 lentes del-
gadas que se representan mediante los rectangulos «, B y
v dela Fig. 4.34. La luz le llega al sistema desde la dere-
cha y sale por la izquierda. Cada cuadricula representa
un cuadrado de una unidad de longitud u.l. de lado,
donde 1u.l. es cualquier distancia, p. €j., 1cm, 15cm o
1m. El tamafio de las lentes se ha exagerado en aras de
la claridad. La imagen que « forma del objeto puntual
A es B, la imagen que 3 forma de B es C, y la imagen
que y forma de C es D. (a) Escoja dos rayos, uno por
encima y otro por debajo del eje principal y trace el re-
corrido total de ellos (como se trata de lentes, no tenga
en cuenta rayos reflejados, sélo transmitidos); caracteri-
cea A, B, Cy D como objeto real o virtual, e imagen real
o virtual, respecto a la lente que sea del caso. Halle la
longitud focal de las lentes. (b) ;Es perfecto el sistema
Optico? (c) Si A tuviera una altura de 2 mm, ;cudl serfa
la altura de D? (d) ;Cual de las imagenes es posible ob-
servar en una pantalla? (e) Un observador O tiene un
punto cercano de 25 cm. Si O se sittia a la izquierda de
v, puede observar la imagen C?, ;y la imagen D? ;Dén-
de se debe ubicar para observar con el maximo detalle
a C? (f) Especifique exactamente dénde se encuentra
el foco objeto F del sistema.

Solucién. Hemos escogido 2 rayos con un dngulo de
incidencia en S1, notablemente mayor que 0° (ver a
la derecha de «, Fig. 4.35a) para aumentar la claridad
del dibujo, aunque las ecuaciones que utilizamos solo
son vélidas para rayos paraxiales, esto es, con 6; < 1
(1 = 1rad =~ 57,3°). Las caras de las lentes aparecen
planas, pero realmente son casquetes esféricos; los rec-
tangulos son meras representaciones.

(2) Analisis para «. El sentido de propagacién de la luz
determina la convencién de signos (+) y (—) que asig-
namos a las lentes. Los rayos llegan divergentes, por la

derecha de la lente &, a la superficie S1, (Fig. 4.35a), di-
rigiéndose hacia A; su interseccién, mediante prolon-
gaciones, estd en la direccién de propagacién. A es un
objeto virtual, p, = —6u. 1. A puede ser producido por
una lente convergente que no se muestra en la Fig. Los
rayos refractados salen convergentes por Sy, dirigiéndo-
se hacia B; su interseccién estd en la direccién de pro-
pagacion. B es una imagen real, go = —22u. 1.

Reemplacemos en la ecuacion para lentes delgadas
rodeadas de aire, 1/py — 1/gx = 1/fa, los anteriores
valores de la distancia objeto y la distancia imagen res-
pecto a & para obtener

1 1 1

—6 22 fa
Despejamos la longitud focal y obtenemos que

fa=—825u.l

Anilisis para 3. Los rayos que salen convergentes de
a hacia B son los que llegan convergentes a f3; o sea
que B es imagen real para « y simultdneamente objeto
virtual para 3. Los rayos refractados por 3 salen diver-
gentes, intersecdndose mediante prolongaciones en C,
en sentido opuesto al de su propagacion, lo que califica
a C como una imagen virtual. El sistema de referencia
lo trasladamos del centro Cy al centro Cg, y obtenemos
pg = —3u.lygpg = +7u. 1. Reemplazamos en la ecua-
cion1/pg —1/qp = 1/, despejamos la longitud focal
y obtenemos que

f/3 = —2,1 u. L

Anilisis para y. El punto C es objeto real para y; su
distancia a C, es p, = 22u. 1. Ademads, D es una ima-
gen real, g, = —6u. 1. Reemplazamos en la ecuacién
de lentes delgadas y despejamos la longitud focal para
obtener

fy=471u.l

La trayectoria a través del sistema de los dos rayos se-
leccionados se muestra en la Fig. 4.35b; un rayo estd tra-
zado con linea continua y el otro con linea discontinua.

Vemos que « y 3 son lentes de borde grueso o di-
vergentes, mientras que y es de borde delgado o con-
vergente.

(b) La imagen D del objeto puntual A también es pun-
tual, por lo tanto el sistema de las 3 lentes es perfecto,
esto es, no tiene aberraciones.

(c) Debemos hallar el aumento transversal M de D res-
pecto a A. Una lente es un sistema formado por dos
subsistemas: las superficies refringentes S; por don-
de entra la luz, y S, por donde sale; su aumento es
M = Mg, Mg, . De igual manera, el aumento de nuestro
sistema es el producto (;por qué no es la suma?) de los
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Figura 4.34 Objetos e imagenes.

aumentos parciales que hace cada uno de los subsiste-
masa, By,

= () 2) ()
Pa P Py
_ —22u. 1. +7u. L. —6u.l. 7Z
-\ —6u.l —3u.l +22u.l.) 3

~ 2,33.

La altura de D es
hp = Mhy = 2,33(2mm) ~ 4,7 mm.

La imagen D es real, derecha, y 2.33 veces mayor que el
objeto inicial A.

Y B

=g (=)

)

(d) Solo en el punto D se intersecan fisicamente los ra-
yos (Fig. 4.35a y b); D es la tinica imagen que es posible
observar en una pantalla.

(e) A laizquierda de 7y solo estd la luz refractada por v,
no la refractada por 3; o sea que O si puede observar
a D, ubicdndose como minimo a 25cm a la izquierda
de D. Para observar a C tiene que ubicarse entre 3y v,
como minimo a 25cm de C.

(f) Debemos hallar la longitud focal objeto f del sis-
tema, esto es, debemos hallar en que punto sobre el
eje principal debe estar un objeto puntual para que su
imagen D se forme en el infinito, o equivalentemente,
los rayos de y salgan paralelos entre si. Procedemos, al
contrario del numeral (1), de izquierda a derecha:

o

=p™

s

\

\/
I\

‘f’ |
1h

v

'a
-
R

/

Figura 4.35 Trayectoria a través del sistema de los rayos refractados.
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Analisis para y. Reemplacemos en la ecuacién de len-
tes1/p—1/g=1/fagq, = —oc (o mejor, |qy[ > py), y
fy =4,71u.1. Despejamos la distancia objeto y obtene-
mos

py=fy=471ul

Analisis para 3. La distancia del anterior punto, el foco
dey,apBesqsg=—(15—-4,71) = —10,29 u. 1. Ademés,
fg = —2,1u. 1. Reemplazando en la ecuacién de lentes
y despejando, obtenemos que

pg=—1,74u.1

Analisis para . La distancia del punto con la ante-
rior distancia objeto, a «, es g4 = —[19 — (—1,74)] =

*"e

—20,74u. 1. Ademas, f, = —8,25u. 1. Reemplazando
en la ecuacién de lentes y despejando, obtenemos que

Po = —591u. L

El punto al que le corresponde esta distancia es el fo-
co objeto F del sistema de las 3 lentes; esta sobre el eje
principal, a 5.9 u. 1. ala izquierda de C,.

<> Problema 4.13. Reubique al azar, sobre el eje prin-
cipal, los puntos A, B, C y D de la Fig. 4.34 y, conservan-
do el resto de la informacion, repita el Ejemplo 4.15. (Si
los rayos caen fuera de alguna lente, reduzca el dngulo
de incidencia en S1,).



