Matemática I 

Telecomunicações Móveis/Fixas

Celso J. Vianna

Todo o material exposto aqui foi retirado do site http://www.somatematica.com.br
Limites
Noção intuitiva de limite
Seja a função f(x)=2x+1. Vamos dar valores a x que se aproximem de 1, pela sua direita (valores maiores que 1) e pela esquerda (valores menores que 1) e calcular o valor correspondente de y:
	x
	y = 2x + 1

	1,5
	4

	1,3
	3,6

	1,1
	3,2

	1,05
	3,1

	1,02
	3,04

	1,01
	3,02


	
	x
y = 2x + 1
0,5
2
0,7
2,4
0,9
2,8
0,95
2,9
0,98
2,96
0,99
2,98



[image: image1.png]



   Notamos que à medida que x se aproxima de 1, y se aproxima de 3, ou seja, quando x tende para 1  (x[image: image2.png]


 1), y tende para 3 (y [image: image3.png]


3), ou seja:
	[image: image4.png]lim (2x+1)=3






    Observamos que quando x tende para 1, y tende para 3 e o limite da função é 3.
    Esse é o estudo do comportamento de f(x) quando x tende para 1 (x [image: image5.png]


1). Nem é preciso que x assuma o valor 1. Se f(x) tende para 3 (f(x) [image: image6.png]


3), dizemos que o limite de f(x) quando x [image: image7.png]


1 é 3, embora possam ocorrer casos em que para x = 1 o valor de f(x) não seja 3.
    De forma geral, escrevemos:
	[image: image8.png]





se, quando x se aproxima de a (x [image: image9.png]


a), f(x) se aproxima de b (f(x)[image: image10.png]


b).
                        [image: image11.png]Seja, agora, a fungio £(x) =





                        Como x² + x - 2 = (x - 1)(x + 2), temos:
                        [image: image12.png]



   Podemos notar que quando x se aproxima de 1 (x[image: image13.png]


1), f(x) se aproxima de 3, embora para x=1 tenhamos f(x) = 2. o que ocorre é que procuramos o comportamento de y quando x[image: image14.png]


1. E, no caso, y [image: image15.png]


3. Logo, o limite de f(x) é 3.
Escrevemos:
                          [image: image16.png]fim, f(x):&ﬂk%:hm(x+2)=l+2=

)




   Se g: IR [image: image17.png]


IR e g(x) = x + 2, [image: image18.png]um,



g(x) = [image: image19.png]um,



(x + 2) = 1 + 2 = 3, embora g(x)[image: image20.png]


f(x) em x = 1. No entanto, ambas têm o mesmo limite.
[image: image21.png]



Propriedades dos Limites
1ª)    [image: image22.png]lim [f(2) £g(x)]= lim (x)lim g(x)

lrm [




   Exemplo:
   [image: image23.png]lim [ 327 | = lim,

#+lm 327 =1+3=4




2ª)    [image: image24.png]m [f(x). glx)]=lm f(x) m glx)




   Exemplo:
   [image: image25.png]lim [3x° . cosx|=lim x* lim cos x=n’ cosm=n"(~1)= - n*




3ª)    [image: image26.png]hmﬂslﬂf‘x‘

Paglx) lm gln)




 

  Exemplo:
   [image: image27.png]cosx _lmeosx cosp 1

I dm A1 041





4ª)    [image: image28.png]tin (2] = m £(x)f e N




   Exemplo:
   [image: image29.png]tim (x* +3) = i (x° +3)f =(1+3P =16

m




5ª)    [image: image30.png]tim 2 (2] = firm F(x).ne N* e £2)> 0.(Sef(x) < 0,n éimpar)




   Exemplo:
   [image: image31.png]g
JE 2t -1=411





6ª)    [image: image32.png]lim (i £(x)) = Inftim (x)}selim f(x) >0




    Exemplo:
   [image: image33.png]lim {in x*)=infim x*





7ª)    [image: image34.png]lim sen(f(x)) = senllim £(x]}




   Exemplo:
   [image: image35.png]limy sen{x” + 3x) = senlim (2" + 3x]|= sen 4





8ª)    [image: image36.png]fim e 2 ¢

Lmf [x)




   Exemplo: 
   [image: image37.png]



Limites Laterais
   Se x se aproxima de a através de valores maiores que a ou pela sua direita, escrevemos:
	[image: image38.png]





    Esse limite é chamado de limite lateral à direita de a.
   Se x se aproxima de a através de valores menores que a ou pela sua esquerda, escrevemos:
	[image: image39.png]lim f(x)=c






    Esse limite é chamado de limite lateral à esquerda de a.
    O limite de f(x) para x[image: image40.png]


a existe se, e somente se, os limites laterais à direita a esquerda são iguais, ou sejas:
· Se [image: image41.png]lim £(x) = lim £(x) =b, entdo lm f(z) = b




· Se [image: image42.png]lim f(x) = lim &) = b, entéo Blim )




 

Continuidade
   Dizemos que uma função f(x) é contínua num ponto a do seu domínio se as seguintes condições são satisfeitas:
· [image: image43.png]a).




· [image: image44.png]



· [image: image45.png]lim f(x) =f(a)




 

Propriedade das Funções contínuas
   Se f(x) e g(x)são contínuas em x = a, então:
·  f(x)[image: image46.png]


g(x) é contínua em a; 

· f(x) . g(x) é contínua em a; 

· [image: image47.png]fn
g(x)



é contínua em a [image: image48.png](gla)=0)



. 

Limites envolvendo infinito
   Conforme sabemos, a expressão x [image: image49.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.somatematica.com.br/superior/limites/limite37.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image50.png]


(x tende para infinito) significa que x assume valores superiores a qualquer número real e x[image: image51.png]


 [image: image52.png]


(x tende para menos infinitos), da mesma forma, indica que x assume valores menores que qualquer número real.
    Exemplo:
[image: image53.png]



a)    [image: image54.png]


, ou seja, à medida que x aumenta,  y tende para zero e o limite é zero.
b)    [image: image55.png]


, ou seja, à medida que x diminui,  y tende para zero e o limite é zero. 
c)    [image: image56.png]


, ou seja, quando  x se aproxima de zero pela direita de zero [image: image57.png](x—0,)



ou por valores maiores que zero, y tende para o infinito e o limite é infinito.
d)    [image: image58.png]


, ou seja, quando x  tende para zero pela esquerda ou por valores menores que zero, y tende para menos infinito
Limite de uma função polinomial para [image: image59.png]



    Seja a função polinomial [image: image60.png]f(x) = a, 2 +a,, 270+ tax faxta,



. Então:
	[image: image61.png]lim £(x) = lim a,2"
g | Jm






    Demonstração:
     [image: image62.png]lim [a, =
lim fa,a" .k 2
i agxt taxtag)=

lim &

=8





    Mas:
    [image: image63.png]



    Logo:
    [image: image64.png]lim [a, 2" + . +a,x +ax+ag)=. = lim a, 2"

o -




    De forma análoga, para [image: image65.png]g(x) =by &+ +bx+b,



, temos:
	[image: image66.png]





    Exemplos:
    [image: image67.png]D fim [2a +x-3)=lim 257 =

2 fin (37~ 4x v 20 )= fim 3 =
. .
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gy e i




Limites trigonométricos
	  

[image: image68.png]senx

-





	[image: image69.png]





    Demonstração:
    Para [image: image70.png]


,  temos  sen x < x < tg x. Dividindo a dupla desigualdade por sen x > 0, vem:
    [image: image71.png]X _tex x 1
B et e
Sonr senz ) “senz ooen

le





    Invertendo, temos:
    [image: image72.png]1>

senx

> cos x




    Mas:
· [image: image73.png]lim 1=lim cosx =

L= m,




  

· g(x) < f(x) < h(x) são funções contínuas e se [image: image74.png]lim () = lim h(z) =b



, então, [image: image75.png]lim £(2)

b



. Logo, [image: image76.png]senx

-




Limites exponenciais
	[image: image77.png]in 1+l] -
|1+






    Neste caso, e representa a base dos logaritmos naturais ou neperianos. Trata-se do número irracional e cujo valor aproximado é  2,7182818.
    Veja a tabela com valores de x e de [image: image78.png]-]



. 
	x
	1
	2
	3
	10
	100
	1 000
	10 000
	100 000

	[image: image79.png]--4)




	2
	2,25
	2,3703
	2,5937
	2,7048
	2,7169
	2,7181
	2,7182


    Notamos que à medida que [image: image80.png][+
xo, [142] =
x



.
    De forma análoga, efetuando a substituição [image: image81.png]


, temos:
	[image: image82.png]1
lim (1+y)> =e







    Ainda de forma mais geral, temos :
	[image: image83.png]i 1 +19) =






	
	[image: image84.png]¥
i [1+4) -
£







    As duas formas acima dão a solução imediata a exercícios deste tipo e evitam substituições algébricas. 
	[image: image85.png]





    Se [image: image86.png]


,então  [image: image87.png]a¥ =1+u



.
    Mas:
    [image: image88.png]ha"=h{+u)=xh azhil+u)=x





    Logo: 
   [image: image89.png]v _wha _ ha _ ha

- T
x m(;u) PED) %mam) P




    Como x[image: image90.png]


 0 , então u [image: image91.png]


0. Portanto:
   [image: image92.png]



   Generalizando a propriedade acima, temos [image: image93.png]


.
	[image: image94.png]





Derivadas

ORIGEM DO CONCEITO DE
DERIVADA DE UMA FUNÇÃO
O conceito de função que hoje pode parecer simples, é o resultado de uma lenta e longa evolução histórica iniciada na Antiguidade quando, por exemplo, os matemáticos Babilónios utilizaram tabelas de quadrados e de raízes quadradas e cúbicas ou quando os Pitagóricos tentaram relacionar a altura do som emitido por cordas submetidas à mesma tensão com o seu comprimento. Nesta época o conceito de função não estava claramente definido: as relações entre as variáveis surgiam de forma implícita e eram descritas verbalmente ou por um gráfico. 
Só no séc. XVII, quando Descartes e Pierre Fermat introduziram as coordenadas cartesianas, se tornou possível transformar problemas geométricos em problemas algébricos e estudar analiticamente funções. A Matemática recebe assim um grande impulso, nomeadamente na sua aplicabilidade a outras ciências - os cientistas passam, a partir de observações ou experiências realizadas, a procurar determinar a fórmula ou função que relaciona as variáveis em estudo. A partir daqui todo o estudo se desenvolve em torno das propriedades de tais funções. Por outro lado, a introdução de coordenadas, além de facilitar o estudo de curvas já conhecidas permitiu a "criação" de novas curvas, imagens geométricas de funções definidas por relacões entre variáveis. 
Foi enquanto se dedicava ao estudo de algumas destas funções que Fermat deu conta das limitações do conceito clássico de reta tangente a uma curva como sendo aquela que encontrava a curva num único ponto. Tornou-se assim importante reformular tal conceito e encontrar um processo de traçar uma tangente a um gráfico num dado ponto - esta dificuldade ficou conhecida na História da Matemática como o " Problema da Tangente".
Fermat resolveu esta dificuldade de uma maneira muito simples: para determinar uma tangente a uma curva num ponto P considerou outro ponto Q sobre a curva; considerou a reta PQ secante à curva. Seguidamente fez deslizar Q ao longo da curva em direcção a P, obtendo deste modo retas PQ que se aproximavam duma reta t a que Fermat chamou a reta tangente à curva no ponto P.
Fermat notou que para certas funções, nos pontos onde a curva assumia valores extremos, a tangente ao gráfico devia ser uma reta horizontal, já que ao comparar o valor assumido pela função num desses pontos P(x, f(x)) com o valor assumido no outro ponto Q(x+E, f(x+E)) próximo de P, a diferença entre f(x+E) e f(x) era muito pequena, quase nula, quando comparada com o valor de E, diferença das abcissas de Q e P. Assim, o problema de determinar extremos e de determinar tangentes a curvas passam a estar intimamente relacionados. 
Estas ideias constituiram o embrião do conceito de DERIVADA e levou Laplace a considerar Fermat "o verdadeiro inventor do Cálculo Diferencial". Contudo, Fermat não dispunha de notação apropriada e o conceito de limite não estava ainda claramente definido. 
No séc.XVII, Leibniz algebriza o Cálculo Infinitésimal, introduzindo os conceitos de variável, constante e parâmetro, bem como a notação dx e dy para designar "a menor possível das diferenças em x e em y. Desta notação surge o nome do ramo da Matemática conhecido hoje como " Cálculo Diferencial ". 
Assim, embora só no século XIX Cauchy introduzia formalmente o conceito de limite e o conceito de derivada, a partir do séc. XVII, com Leibniz e Newton, o Cálculo Diferencial torna-se um instrumento cada vez mais indispensável pela sua aplicabilidade aos mais diversos campos da Ciência
	A derivada de uma função y = f(x) num ponto x = x0 , é igual ao valor da tangente trigonométrica do ângulo formado pela tangente geométrica à curva representativa de 
y=f(x), no ponto x = x0, ou seja, a derivada é o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico da função no ponto x0.


    A derivada de uma função y = f(x), pode ser representada também pelos símbolos:
    y' , dy/dx  ou f ' (x). 
    A derivada de uma função f(x) no ponto x0 é dada por: 

    [image: image95.png]()= () = lim LRIy S D =)
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Algumas derivadas básicas
Nas fórmulas abaixo, u e v são funções da variável x.
a, b, c e n são constantes.
Derivada de uma constante
   [image: image96.png]



Derivada da potência
[image: image97.png]



Portanto:
[image: image98.png]



Soma / Subtração
[image: image99.png]Ly By
ax dx dx




 

Produto por uma constante
[image: image100.png]



 

Derivada do produto
[image: image101.png]d dv  du
—(wv)=u—+v=—
dx dx  dx




 

Derivada da divisão
[image: image102.png]



 

Potência de uma função
[image: image103.png]



 

Derivada de uma função composta
[image: image104.png]dx
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Regra da cadeia 

A fórmula: 
  [image: image105.png]dx

[e0v) Z [

du
dx

o)




 é conhecida como regra da cadeia. Ela pode ser escrita como:  
[image: image106.png]du
dx

du dy
dv dx




Outra fórmula similar é a seguinte: 
[image: image107.png]



Derivada da função inversa
A inversa da função y(x) é a função x(y):
[image: image108.png]



Derivadas de funções trigonométricas e suas inversas 

  

[image: image109.png]



[image: image110.png]



[image: image111.png]



  [image: image112.png]



[image: image113.png]



[image: image114.png]



[image: image115.png]



[image: image116.png]



[image: image117.png]



[image: image118.png]1du
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[image: image119.png]



[image: image120.png]2 fesefu)
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Derivada do logaritmo natural
[image: image121.png]



Derivada do logaritmo 
em outras bases 

[image: image122.png]—llog,[u))

)
n(a)u dx




Exponencial
[image: image123.png]



[image: image124.png]d
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[image: image125.png]din_4 mm vm(“?d" e v
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Lembre-se da definição da função logarítmica com base a > 0: 

  [image: image126.png]In(x)
In{a)

log ,(x) =




Derivadas de alta ordem  

Seja y = f(x). Temos:
A segunda derivada é dada por:
[image: image127.png]d(d\_dy g
;[dx] 2z =@y




A terceira derivada é dada por:
[image: image128.png]1, gt
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A enésima derivada é dada por: 
[image: image129.png](=
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Em alguns livros, a seguinte notação também é usada: 
[image: image130.png]d'y
ax
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