Capitolul 7

Elemente de teoria
matematica a campului

In aceast capitol prezentam citeva notiuni fundamentale din teoria cla-
sicd a cAmpului care are multiple aplicatii in fizica, electrotehnica, etc.

7.1 Campuri scalare, campuri vectoriale

Fie U C R? o multime deschisi nevid, fixata.

Definitia 7.1. Prin camp scalar definit pe U se intelege orice functie
w: U — R, iar un camp vectorial de componente P, (), R in U este o asociere
de forma 7: U — R®, #(z,y,2) = P(z,y,2)7+ Q(z,y, 2)7+ R(z,y, Z)E,
presupunand ci este fixat un reper ortogonal in R? de versori 7, 7, k.

Campurile scalare sunt pur gi simplu functii reale de trei variabile reale,iar
campurile vectoriale sunt functii vectoriale (de componente P, @, R) de trei
variabile reale.

Un camp scalar (respectiv un cadmp vectorial) este de clasa C?(U), 0 <
p < 00, dacd functia ¢ € CP(U) (respectiv P,Q, R € CP(U)).

Exemplul 7.1. 1. Campul scalar al temperaturilor (presiunilor, umiditatilor,
etc.) masurate intr-o anumitd regiune U a spatiului.

2. Un exemplu tipic de cAmp vectorial il constituie cAmpul vitezelor parti-
culelor (asimilate cu puncte) ale unui fluid intr-o conducta.

3. Fie O un punct material fixat; pentru orice M # O se considerd vec-
torul de pozitie ¥ = OM. Dacd punem r = ||7]|, atunci forta de atractie
newtoniand de O in M este de forma

—

F(M) = —K ;—3

unde K > 0 este o constantd ce depinde de masele celor doua puncte.
Alegand un reper ortogonal ca in definitia 7.1, dacd O0(0,0,0) si M(z,y, 2),
avem

. (T Lz
(z,y,2) = —K (ﬁz-l— %]-I——k).

r3
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Definitia 7.2. Fie ¢ si ¥ doud campuri, unul scalar gi celdlalt vectorial, de
clasd C'' pe un deschis U C R®. Pentru orice punct a = (20, yo, 20) € U se
defineste:

1. Gradientul campului ¢ in punctul a este vectorul

0 L 0 L 0 -
grad up = 5o (@)7+ 5o (@] + 5 (@F.

Asocierea ¢ — grad ¢, a € U, este un camp vectorial definit pe U
notat grad ¢ si numit cdmpul de gradienti asociat lui ¢.

2. Divergenta campului ¥ in punctul a este scalarul

P 0Q oR

diV (117: %(CZ) —I‘ @(Q) + E(a)
Este definit astfel campul scalar
dp Op 0Jg¢
d S T N M
V= 5 + oy + 0z

3. Rotorul campului ¢ in punctul a este vectorul

7 7 k
rot 0 = ({%(a) :—y(a) 38_2(0)
P Q R

unde determinantul se dezvolta formal dupa prima linie. Prin urmare
este definit un caAmp vectorial, rot #, cu componentele

_OR 0Q 0P OR ~0Q 0P
wl_%_é)—z’ w2_8—2_8—x’ wg_ﬁ—m_%'
Gradientul, divergenta si rotorul se mai numesc operatori diferentiali de
ordinul 1.
Campul 7 se zice solenoidal sau irotational in U dupa cum div 7 = 0 sau
rot ¥ = 0 in orice punct din U.

Observatia 7.1. Aparent, operatorii diferentiali de de ordinul 1 depind
de alegerea reperului ortogonal; in realitate aceste entitati sunt intrinseci
si depind numai de cAmpul respectiv gi de punctul in care sunt calculate
(v. e.g. [7], [21]). O tratare unitard a acestor operatori este realizata in
cadrul teoriei formelor diferentiale (v. e.g. [8], [21]). De asemenea existd o
posibilitate de unificare a proprietdtilor de calcul pentru cAmpuri de clasd
C" cu ajutorul unui operator simbolic

9. 9. 0
V=gt gt gk (7.1)
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numit operatorul nabla. Se fac conventiile de a considera grad ¢ = Vi ca
produs intre cAmpul scalar ¢ “vectorul” V; divié' = V - ¥ ca produs scalar
intre “vectorul” V si vectorul & (de obicei se omite punctul care desemneaza
produsul scalar); rot@ = V x @ ca produs vectorial intre “vectorul” V si
vectorul @. Se verificd imediat c¢d in fiecare dintre cele trei ipostaze V este
liniar i.e., daci ¢, ¥, @, ¥ sunt cAmpuri de clasd C' intr-un deschis U € R?,
atunci

1. V(ap+ B8) = a(Ve) + B(VH), deci grad (ag + f9) = agradg +
fgradd, a,f € R.

2. V(ai+ 47) = a(Vi) + p(VD), deci div (el + 47) = adiv i + fdiv 7,
a, € R.

3. VX (a4 f7) = a(V x @) + B(V x ), deci rot (il + 37) = arot i +
Brotd, a, B € R.

care aratd cad toti opratorii diferentiali de ordinul 1 din definitia 7.2 sunt
liniari. In continuare trecem in revistd alte proprietati ale acestor operatori
care rezultd direct din proprietati ale derivatelor partiale.

1. Dacd ¢: U — R si A: R — R sunt de clasi C!, atunci
grad (ho ) = I'(p) grad ¢, i.e. V(ho @) = K (¢) (Vo).

2. Gradientul unui camp scalar constant este nul, i.e. grad ¢ = 0.

3. Divergenta si rotorul unui cimp vectorial constant sunt nule, i.e. divd =
0, rotd = 0.

4. Dacd ¢ si @ sunt doud campuri de clasi C! intr-un deschis U € R?,
atunci
div (¢?) = @div i+ - grad ¢, i.e. V(¢0) = (VD) + 7 (V) (7.2)
rot (p¥) = @(rot ¥) — T x grad ¢, i.e. V X (¢0) = p(V X T) — Tx (Vo)
(7.3)

Vom demonstra spre exemplificare relatia (7.3). Consideram mai intai
cazul particular o(z,y, z) = R(z,y, z)k. In acest caz avem

- 7Y — 1 A — a(QDR)_, a(SOR)—»
rot (@) = rot (pRk) = oy T =g
B 0y OR\ . 0y OR\
_(Rayﬂoay)Z (Raer@am)J
=R (8_99;_ 8_(’0j'> +¢ (8—Ri‘— a—Rj‘) = protd — 7 x grad ¢
oy x oy oz

& (7.3) se verificd pentru campuri particulare
@7. Prin adunare si folosirea linearitatii

Analog se demonstreaza
de forma ¢ = P si
n cazul general.

—

c
U =
operatorilor se obtine (7.3)



162CAPITOLUL 7. ELEMENTE DE TEORIA MATEMATICA A CAMPULUI

5. Daci @ si ¥ sunt dous campuri de clasi C' intr-un deschis U € R?,
i) —u(Vxa) (7.4)

atunci
div (€ x?) = Trot@—drot ¥, i.e. V(ZxT) = 7(V X @)
6. Dacd ¢ si @ sunt campuri de clasid C*(U), atunci
o 0o D%
=A 7.5
7t 0y? + 022 7 (75)

div (grad ) = 3
z

care este laplacianul lui . De asemenea
div (rot ¥) = 0; rot (grad ¢) = 0; rotrot ¥ = grad (div o) — AD

unde laplacianul unui camp vectorial se calculeazd pe componente.

Exemplul 7.2. 1. Fie 7(z,y,2z) = 27+ yJ+ zk si r(z,y,z) = ||F] =

Va2 4+ y? 4+ 22 Avem

gradr = —, divir=3, rot7=0

=S sy

2. grad h(r) = A'(r) :: pentru h: R — R de clasi C.
3. div (@ x ) = 0, rot (@ x 7) = 2d daci @ este un vector constant

3K _
—7T

4. Pentru campul newtonian ¢ = —K — avem
r
. 1
Kgrad 3= 3

o K
dlvvz—r—?)dlvr—rgraLdr—3

r):O.

si
- S 1 . .
rotv = ——rotr+rxgrad | K 5= Kixgrad 5= —3KTX| —

Fiind date doud campuri vectoriale @ = (uy, ug,us) si ¢ = (v1,v2,v3)

intr-un deschis U € IR? se defineste
av ov ov
0z

(aV)T = L + ug 9y

care se justifica prin faptul ca
i-V=u i—I—u i—}—u 2
T o T oy T oz

Se mai pot demonstra urméatoarele formule utile
grad (40) = (4V)T+ @ X rot T4 (0V)@ + ¥ X rot &
) = ddivy — (dV)v+ (3V)i — vdiva

rot (i X ¥
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7.2 Drumuri si curbe

Definitia 7.3. Fie / ¢ R? un interval. Se numeste drum parametrizat
in R? definit pe I orice aplicatie continui v: I — R?. Daci v € CP(I),
atunci drumul se numeste de clasd C?. Traiectoria (urma) drumului este
(v) =Im~ (v. Fig. 7.1).

S \

w
)y

X

Fig. 7.1: Drumuri parametrizate

Exemplul 7.3. In plan se considerd un reper ortogonal Oy de versori 7,
7. Multimea vectorilor din acest plan este un spatiu vectorial izomorf cu IR?,
asociind fiecirui punct (z,y) € R* vectorul 27+ y7. Prin urmare, punctul
curent v(t) = (fi(t), f2(¢)) al urmei drumului (y) are vectorul de pozitie
dat de relatia 7(t) = fi(t)7+ fo(t)7 cu fi, f2: I — R continue. Relatiile
z = fi(t), y = falt), t € I, se numesc ecualiile parametrice ale drumului
parametrizat .

Dacd I = [a,b], atunci punctele y(a), v(b) se numesc capetele drumului,
iar daca y(a) = v(b), drumul se numegte inchis.

Consideratiile precedente se pot extinde pentru drumuri parametrizate
in R%. De exemplu, in IR?, se alege un reper ortogonal Ozyz de versori 7,
7 E, astfel ca vectorul de pozitie al punctului curent al urmei unui drum
parametrizat v se scrie ¥ = fi(£)7+ f2(t)7+ f3(f)lﬁ_‘) cu f1, fo, f3: I = R
continue. In general, un drum parametrizat, definit pe intervalul I = [a, b],
se scrie

T = fl(t)

v o mZ: £(t) , t € [a,b] (7.8)

rq = fa(t)
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Exemplul 7.4. Drumurile

T = cost r = —t
7'{y:sint , t€[0,7]; 71-{y:\/1_—t27t€[—1,1]

sunt distincte dar au aceeagi imagine (urma).
Exemplul 7.5. Drumul v: [0, 27] — R3,

= Rcost
v : < y=Rsint ,te€][0,2r]
z = ht

este elicea cilindricd de pas h > 0, situatd pe cilindrul 2% + y* = R?.

Opusul drumului (7.8) este drumul v~ : [a, b] — R? definit prin v~ () =
v(a+b—1t); avem (y) = (vy7) §i v7(a) = y(b), v7(b) = v(a), ceea ce
sugereazd parcurgerea drumurilor in sensuri diferite.

Dacd vy(a) = v(b), atunci drumul se numeste inchis (originea sa coincide
cu extremitatea).

Daci v: [a,b] = R? gi v1: [b,¢] = IR? sunt doud drumuri astfel incat
v(b) = ~1(b), atunci se poate defini juzrtapunerea (concatenatul) celor doua
drumuri, notat v U7, : [, ] = R,

(@), tela,b]
yUm {71(0’ tE[b,c]'

Evident, (yU1) = (v) U (1)

Drumul parametrizat 7.8 se zice neted dacd este de clasi C' gi v/(t) # 0
(ie. (fi(t),..., f5(t)) # (0,...,0)) pentru orice ¢ € I. Un drum neted
(de clasd C') pe porfiuni este juxtapunerea unui numir finit de drumuri
netede (de clasi C'!). Drumul se numeste simplu dacd, pentru orice s,t € I,
s #t, avem v(s) # v(¢). Dimpotriva, dacd v(s) = v(t), punctul respectiv al
drumului se numeste multiplu. Ordinul de multiplicitate este dat de numarul
de puncte distincte din [ care au aceeasi imagine prin .

Definitia 7.4. Doud drumuri parametrizate de clasi C, v: [a, b]] = R% si
Y1t [e,d] — R? se numesc echivalente cu aceeasi orientare (se scrie y ~ v4)
dacd existd o functie continud ¢: [a,b] — [c, d] cu urméatoarele proprietdti:

1. ¢ este un difeomorfism de la (a, b) la (¢, d);
2. yop=7;
3. ¢'(t) > 0 pentru orice t € (a,b), i.e. ¢ este strict crescaroare.

Dacd vy ~ 71, atunci evident (y) = (71).
Relatia " ~ definegte in multimea drumurilor o relatie de echivalenta
(i.e. este reflexivd, simetricd si tranzitiva, v, §1.1). O clasa de echivalentd in
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raport cu aceastd relatie se numeste curbd parametrizatd de clasd C''. Prin
urmare o curba poate reprezentata de orice drum din clasa de echivalenta
care definegte curba respectivd. Se considerd ca proprietati ale curbelor
parametrizate acelea care nu depind de parametrizare. O curba parametrizata
de clasi C'! care este simpld se mai numeste jordaniand.

Exemplul 7.6. Drumurile v si 4, din exemplul 7.4 sunt echivalente
deoarece functia ¢: [0,7] — [—1,1], ¢(t) = —cost verificd conditiile din
definitia 7.4.

Fie v: I — R* un drum neted si ¢y € 1. Notdm My = (o). Pentru
t€1,t+#ty, dacd punem M = (), avem egaliatea vectoriald

MM = OM — OM = 7(t) — ~(to)
(1) = (ko)

F— 1o
(f1(to), f5(to)) este colinear cu tangenta in M la urma (imaginea) drumului

v. Ecuatia tangentei in My la (y) va fi

z = fi(to) _2z- f2(to)
fi(to) f3(to)
Aceste consideratii se extind de o manierd evidentd la cazul unui drum

neted din R?. De exemplu, versorul tangentei la un drum neted + din R,
in punctul y(¢), va fi

deci este colinear cu M, M Facand t — tg, rezultd cd v'(ty) =

(7.9)

A = HOTEBOTEROF
N/HOEENADEESAOE

Versorul 7'(t) se numeste versorul normalei principale la v si este notat

v(t) = T ar ﬁ(t) = 7(t) x U(t) este versorul binormalei. Triedrul

=@
(7,7, ﬁ) care depinde de ¢ este numit triedrul lui Frenet.
Definitia 7.5. Fie A € IR? o multime deschisi si f: A — R o functie
de clasd C'. Se numeste curbd pland de clasd C' avind ecuatia carteziand
f(@,y) = 0, multimea C = {(z,y) € A | f(z,y) = 0}.

Un punct (zg,y0) € C se numeste singular daca

J J
8—£($an0) = 8_5(%’3!0) =0.

(7.10)

Orice curbi pland parametrizatd de clasid C! poate fi scrisd prin ecuatie
carteziand 1n vecindtatea oricdrui punct nesingular, aplicAind teorema de
inversare locald (v. teorema 4.2) si eliminind parametrul ¢ din cele doud
ecuatii parametrice. Reciproc, fie (zg, yo) un punct nesingular de pe o curba

cu ecuafie carteziana si sd presupunem, de exemplu, ca 8—f($0,y0) # 0.
Y

Atunci, conform teoremei functiilor implicite (v. teorema 4.5), existd o
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functie p(z) de clasd C' in vecindtatea lui z¢ astfel incit y = @(z) in
aceasta vecinatate. Prin urmare z = ¢, y = ¢(f) sunt ecuatiile parametrice
locale ale curbei C'. Conform cu (7.9), ecuatia tangentei in punctul (2, yo)
la curba C' este
r—to Yy —p(to)
L ¢(to)

fal;($07y0)
fé (w()v yO)

si cum (v. relatia 4.3) ¢'(to) = — , rezultd cd ecuatia tangentei este

p(z —20) +q(y —yo) =0 (7.11)

unde p = f3(20,%0), ¢ = f{,(%a Yo)-

7.3 Integrale curbilinii

Fie v : { ;ig((tf)) , t € [a,b] un drum de clasi C' in IR?. Unei diviz-
iuni
Ata=tog<th <<t <ty <---<t,=0b

aintervalului [, b] ii corespund pe () punctele M (f(t;),g(t:)),i=0,1,...,n
care formeazd o linie poligonald “inscrisa” in () (v. Fig. 7.2). Lungimea

Fig. 7.2: Lungimea drumului

acestei linii poligonale este

32 () = 3 V)~ TEP T (gl0) — 90
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si, daca folosim teorema cresgterilor finite a lui Lagrange, rezultd cd exista
punctele &, n; € (t;,t;41) astfel incét

32 () = S VIT@F @@ (ter 1) (7.12)

Daca

s(vy) = supsa(y) < oo,
A

atunci se zice cd drumul v este rectificabil iar valoarea s(v) este lungimea
drumului.

Teorema 7.1. Un drum de clasd C' este rectificabil si avem

b
s)= [ VIR g (7.13)

Demonstratia acestei teoreme se bazeazd pe relatia (7.12) si pe ideea cd
diferenta [sa(y) — s(v)| este cu atat mai mica cu cat diviziunea A este mai
find(v. e.g. [17]). Pentru drumuri de clasi C' din IR® relatia (7.13) devine

s = [ VIS g0 (7.14)

Observatia 7.2. Este usor de vazut ci teorema 7.1, deci si relatiile (7.13)
si (7.14) sunt adevdrate si pentru un drum neted pe portiuni.
Exemplul 7.7. S& se determine lungimea drumului

z = Rcost
¥ : 4 y=Rsint ,tel0,2r], (R,h>0)
z=ht

Din (7.14) rezultd

2m
s(v)=RvV1+ h2/ dt =2 RA/1+ h2.
0

Fie U C IR? deschisi, F': U — R o functie continu si
v = 1)
¥y : 49 y=g(t) ,t€[ab]undrum neted pe portiuni astfel incat (y) C U.
z = h(t)
Definitia 7.6. Integrala curbilinie (de speta I) se defineste prin

a

[ PG5 [ 10,00,00) VTR IR @ (719

Observatia 7.3. Din consideratii de mecanici, se poate ardta cd daci se
considerd un fir material omogen greu, inextensibil, asimilat cu urma unui
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drum neted 7 ca mai sus si cu densitatea punctualda F(z,y, z), atunci masa
firului este datd de integrala curbilinie (7.14) iar coordonatele centrului de
greutate ale firului sunt

t) ds t) ds h(t)ds
:ff% y:fvj%, LT

Din (7.15) si proprietdtile integralei liniare (definite) rezultd cu usurinta

Proprietitile integralei curbilinii (de speta I)
Presupunem ca functiile si drumurile care apar in relatiile urmdtoare sunt
astfel incdt integralele curbilinii au sens conform definitiei 7.6.

1. (Linearitate) Pentru «, f € R avem

aF(z,y,2)+8G(z,y,2))ds=«a | F(z,y,z)ds+ Glz,y,z)ds.
[@F @66y D ds=a [ Py dsts [ G

2. (Aditivitate faid de drum) Dacd v = v, U 72, atunci

/Fds:/ Fds—l—/ Fds.
v i 2
3. Dacd 1 ~ 72, atunci /

Fds:/ Fds.
Y1 Y2

4. (Independenta fa{d de sensul de parcurgere) / Fds = / Fds.
gl gl

5. Lds: s(7).

T =
Exemplul 7.8. Pentruy : { y = tQE/E , t €[0,1] sa se calculeze
2=

I:/y(z-l—y)ds.

Conform relatiei (7.15) avem

2
[ ( t;) by By V6

4 15

Fie 7: U = R*, & = P+ Q7+ R Rk un camp vectorial continuu gi fie ¥
ca in definitia 7.6.
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Definitia 7.7. Se numeste circulatie a lui ¥ de-a lungul lui y (sau integrald
curbilinie de spefa Il-a) si se noteazd

/ﬁdf'sau /Pdm—l—Qdy—I—Rdz
numérul real
b
/ [P(f(8),9(t), k(1)) F'(O)+Q(f (1), 9(1), h(1)) g' (1) +R(f (1), 9(t), k(1)) B'(t)] dt

Interpretarea fizicd a circulatiei este a lucrului mecanic efectuat de “campul
de forte” ¢ in lungul drumului 7.
Observatia 7.4. Dacd drumul « este inchis (i.e. y(a) = v(b)), atunci se

poate nota j{ in loc de /
¥ ¥

Proprietatile circulatiei
Campurile vectoriale si drumurile care apar in relatiile urmatoare sunt astfel
incat integralele curbilinii au sens conform definitiei 7.7.

1. (Linearitate) Pentru «, f € R avem

/(aﬁf-}—/}ﬁ)df':a/ﬁdf-l—ﬂ/ﬁdﬁ
y y ¥

3. Dacd v ~ 72, atunci / ﬁdF:/ vdr.
71 2

4. (Sensul de parcurgere) / vdr = — / v dr.
o gl
Exemplul 7.9. S3 se calculeze circulatia campului @ = 27+ zy7+ myzE
de a lungul fiecaruia dintre drumurile

7:[0,2] = R, y(1) = (t,£%,1°)
v1: [0, 7] = R?, y1(t) = (tcost,tsint,t)
Ve [_27 1] — RS) 72(t) = (ta 172 - t)
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conform definitiei 7.7 avem

2 26 29
11:/ (t+2t* + 3% dt =2+ — + =
0 5 3

ke
I, = / (tcos*t — t?sintcost + t? sin® t cost + 7 sin t cos? t 4t sin t cost)dt = etc.
0

1
Iz = / (t* — 2t)dt = etc.

2

7.4 Forme diferentiale de ordinul I

Fie U ¢ R? un deschis fixat i = (21, ...,24) punctul curent din R%;
o formd diferentiald de ordinul (gradul) I sau I-formd diferentiald in U este
o expresie de tipul

w=P(z1,...,2q)dey + -+ Py(zy,...,29)d2,,

unde functiile P,..., P;: U — R sunt numite coeficientii formei. Forma
diferentiala se numeste de clasa C? daca functiile Py, ..., P; au aceasta pro-
prietate.

In continuare ne vom referi numai la cazul d = 3 pentru care formele
diferentiale sunt

deoarece transpunerea rezultatelor pentru cazul general se face de o manierd
evidenta.

Observam ca exista o corespondentd intre formele diferentiale si cimpurile
vectoriale ¥(z,y,z) = P(z,y,2)7+ Q(z,y,2)]+ R(m,y,z)/g. De asemenea,
integrala unei forme diferentiale de-a lungul unui drum neted pe portiuni v
se definegte prin relatia

/w d:ef/ 7 di = / Pdz + Qdy + Rdz. (7.18)
v vy vy

Definitia 7.8. O forma diferentiald de forma (7.17) se numeste ezactd in

U dacd existd o functie ¢ € C1(U), numitd primitivd a formei diferntiale,

astfel incat

0 0 dp

P(icvyvz) = 8_x(x7y7z)7 Q(xayaz) = %(:Evyvz)a R(m,y,z) = 8_2'(:67:%2)
(7.19)

in orice punct (z,y,z) € U.

Forma diferentiald se numeste inchisd in U dacd orice punct (z,y,2) € U

are o vecindtate deschisd in care forma diferentiald este exacts.
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Relatiile (7.19) sunt echivalente cu
dy = w 1n orice punct din U (7.20)

Observatia 7.5. 1. Doua primitive ale unei forme diferentiale definite
intr-un deschis conex, diferd intre ele printr-o constants.
2. Se poate spune cd o forma diferentiald inchisd este “local exacta”.
3. Relatiile (7.19) sunt echivalente cu relatia ¢ = grad ¢ in U; in acest caz,
despre ¥, se spune cd este un cdmp de gradienti.
4. Dacd forma diferentiald este inchisa in U, atunci cdmpul vectorial core-
spunzdtor ¥ se numeste conservativ.

Teorema 7.2. Forma diferentiald (7.17) este inchisd in U dacd gi numai
dacd in orice punct din U sunt verificate relatiile

0QQ 0P OR _0Q 0P OR (7.21)
dr Oy’ dy 0z 0z Oz’ '

Demonstratie. Fie ug = (29, Yo, 20) € U un punct arbitrar. Dacd forma w
este exactd, atunci existd o functie ¢ de clasi C? intr-o vecindtate deschisi
a luil u care verifica (7.19) in orice punct din acestd vecinatate. Conform

criteriului lui Schwarz (v. teorema 3.8), derivatele mixte ale lui ¢ sunt egale.
Astfel din egalitatea

0 0
ﬁ(%’ Yo, ZO) = (f?y%(mo’ Yo, Zo)

rezultd prima egalitate (7.21), i.e.

o 0; Yo, 20) = ay 0, Yo, 20

iar celelalte se demonstreaza similar.

Reciproc, presupunem ca (7.21) au loc intr-o bild deschisd B(ug) cu centrul
in ug = (xo, Yo, 20). Pentru orice punct u = (z,y, z) € B segmentul [ug, u] C
B(ug) iar un punct de pe acest segment poate fi scris & = ug + t(u — ug),
0 <t <1. Acum putem defini functia

o(a,y,2) = / [P€) (2 — 70) + Q(E)(y — w0) + ROz — 20)dt (7.22)

Conform teoremei 6.13 rezulta

0% () = /0 [(Z—f(f)t(m ~ o) + P(f)) + 92010y — o) + (€)1~ 20)]| .
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Folosind (7.21) obtinem

2o = [ [ (Groe -+ Gr@u-w+ GrOE-) + re]

:/0 %[tP(g)]dt:/O %[tP(uo-l—t(u—uo))]dt
= P(u).

0

=t P(ug + t(u — ug))

4%

In acelasi fel va rezulta 8—(u) = Q(u), —@(u) = R(u). Prin urmare, functia

0z

¢ definitd in multimea deschisd B(ug) este o primitiva a lui w. Deoarece
punctul ug = (2o, Yo, 20) este arbitrar va rezulta cd in vecindtatea oricarui
punct din U forma diferentiald w admite primitiva, i.e. w este inchisa. [

Corolarul 7.1. Un camp vectorial definit intr-un deschis este conservativ
dacd gi numai dacd sunt verificate relatiile (7.21).

Teorema urmatoare caracterizeaza formele diferentiale exacte.

Teorema 7.3. Fie U C R® un deschis coner si w = Pdx + Qdy + Rdz o
formd diferentiald de ordinul I continud in U. Urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

a) w este exactd in U;

b) pentru orice drum parametrizat neted pe porfiuni gi inchis, situat in U
avem | w=0;

y
¢) dacd 1 §i y2 sunt doud drumuri parametrizate, netede pe porfiuni gi cu

aceleasi capete, situate in U, atunci avem w = w.
gl 2

Demonstratie. a) = b) Fie ¢ o primitiva aluiwin Usivy(t) = (f(t),9(t), (1)),
(7.18) rezulta

t € [a,b] un drum neted pe portiuni si inchis, situat in U. Din (7.18
b
[= / )+ (O + R W)W Ol = [ Ll

= (v(0)) — @(v(b)) =0

deoarece drumul este inchis.
b) = ¢) Dacd juxtapunerea v = v, U+, , atunci v este neted pe portiuni si
inchis; prin urmare

/w—/w:/w—l-/ w:/sz.
" Y2 " Yo vy

2
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¢) = a) Fixdm un punct @ € U. Pentru orice punct v = (z,y, z) € U definim
functia

o(z,y,2z) = /w (7.23)

unde v este un drum oarecare, neted pe portiuni care uneste pe @ cu u.
Conform ipotezei c), aceastd integrald nu depinde de alegerea lui 7 si astfel
functia ¢ este bine definitda. Vom ardta cd ¢ este o primitivd a lui w. Intr-
adevar, dacd uo = (2o, Yo, 20) este un punct arbitrar din U, avem

0% (1) = tim £ 60, %0) = (20, Y0, 20)
oz t—=0 t

(7.24)

si, notand cu & segmentul In U care unegte punctele (zo,yo,20) si (zo +
t, Yo, 20), rezultd

e(zo+ 1,50, 20) — ¢(T0, Yo, 20) = /‘U-
s
Deoarece ecuatiile parametrice ale lui § sunt © = 29+ 7, y = Yo, 2 = 2o,
0 <7<t rezulta

t
¢(zo +1, Y0, 20) — ¢(z0, Yo, 20) = / P(zo + 7,0, 20) dT.
0
Folosind formula de medie pentru integralda obtinem

©(zo + ¢, Y0, 20) — @(20, Yo, 20) = tP(z0 + 0, Y0, 20),
unde 0 < @ < t. inlocuind in (7.24), rezultd

0y .

a—m(moy Yo, 20) = ];I_I%P(mo + 6,40, 20) = P(z0, 0, 20)-
Demonstratia pentru celelalte derivate partiale ale lui ¢ se face similar, iar
punctul (zg, yo, 2z0) este arbitrar. O

Corolarul 7.2. Fie U C R® un deschis conex si ¥ un camp vectorial con-
tinuu U. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

a) U este un camp de gradienti in U;

b) circulatia lui ¥ de-a lungul oricdrui drum parametrizat neted pe portiuni
st inchis, situat in U, este nuld;

c) circulafiile lui ¥ de-a lungul a doud drumuri parametrizate, netede pe
portiuni $i cu aceleagi capete, situate in U, sunt egale.

Demonstratie. Corolarul reprezintd doar transpunerea teoremei 7.3 pentru
campuri vectoriale. ]
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Corolarul 7.3. Fiew = Pdz+Qdy o formd diferntiald exactd itr-un deschis
D C R%. Dacd ¢ este o primitivd a lui w, atunci

o(z,y) = /: P(t,yo) dt + yQ(ac,t) dt, (z,y) € D (7.25)

0 Yo
unde (2, Yo) un punct din D astfel incat D contine segmentele A(zo, yo) B(z, yo)
§i B(ma yO)C(ma y)
Demonstratie. Se aplicd relatia (7.23) in care se ia v = ABC. O

Observatia 7.6. Pentru forme diferentiale exacte w = Pdx + Qdy+ Rdz
din IR3, relatia (7.25) devine

r Y z
(e, y,2) = / Pt yo, 20) di+ / Qla, 1, 20) di+ / R(z,y,0)dt, (2,9,2) € D
T Y 2
' ' ' (7.26)

unde alegerea punctului (zg, yo, 20) este similard cu cea din corolarul 7.3.

Exemplul urmator ilustreaza, pe de o parte, faptul ca o form3 diferentiala
inchisa nu este neapdrat exactd, iar pe de altd parte, cd aceasta poate fi totusi
exactd intr-un domeniu mai restrans.

rdy — ydz
Exemplul 7.10. Fie w = % care este definitd in domeniul D =
x )
R?\ {(0,0)}. Avem P(z,y) = ﬁ st Qz,y) = %W; se verifica cu

usurinta
0Q 0P y? — 22
dxz Oy 2 4y?’
astfel cd w este inchisa D, conform teoremei 7.2.

T = cost

Sd considerdm acum drumul v : { t €10,2x]. Se verificd

y =sint
imediat cd

2m
/w = / (cos’tsin®t)dt =21 # 0
~y 0

deci, conform teoremei 7.3, w nu este exacta in D. Pe de altd parte w este
exactd in deschisul D' = {(z,y)| 2 > 0,y > 0} C D, deoarece p(z,y) =
arctg £ este o primitivd a sa in D'

Intrucat verificarea faptului ca o form3a diferentialad este inchisd este rel-
ativ simpld (v. teorema 7.2), rezultd ca stabilirea conditiilor pe care trebuie
sd le indeplineasca o forma diferentiald inchisd pentru a fi exactd sunt foarte
utile. Din cele precedente se poate intui cd aceste conditii trebuie sa se refere
la domeniul pe care este definita forma diferentiala.

Definitia 7.9. Un multime D C IR? este numits stelatd relativ la punctul
a € D dacd, pentru orice z € D, segmentul [a,z] C D.

Teorema 7.4. O formd diferentiald inchisd w, definitd intr-un deschis stelat
D C R? relativ la un punct ug = (2o, yo, 20) € D, este ezactd.
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Demonstratie. Se defineste functia ¢ prin relatia (7.22) si la fel ca in teorema
7.2 se aratd cd aceasta este o primitiva pentru w. O

Observatia 7.7. Teorema 7.4 este valabila pentru forme diferentiale def-
inite in deschisi din IR?.
Exemplul 7.11. S3 se determine o primitiva a formei diferentiale
ydz — zdy
w =
322 — 2zy + 3y?

in semi-planul D = {(z,y) | z > 0}.
Mai intai observam ca

0Q _or 3z? — 3y

dr — dy (322 —2zy + 3y?)?’

deci, conform teoremei 7.4, w este exactd. Aplicind formula (7.25) cu zg = 1,
yo = 0 se obtine

( ) /y x it :c/y dt
T = — [{ — — — -
oy o 3z?%—2xt+ 3t? 3 Jo (t — %)2+ %

L | T — 3y
= arct +C, CeR
0 2V2 & 222

Exemplul 7.12. S3 se determine o primitiva a formei diferentiale

= - arctg

w = (2? = 2yz)dz + (y* — 2z2)dy + (2* — 2zy)d=

definite in R®.
Observam ci
0Q 0P

99 _ 90 _ 5,
oz dy -

IR _0Q _
dy 0z

oP R

— e o _ Yt
o 0z Jx

—2y.
si se aplicd (7.26) cu zg = yo = 2o = 0 pentru a obtine

1
p(2,y,2) = 3(@° +y° +2°) — 20y 4 C, CE€R

7.5 Suprafete si integrale de suprafata

Definitia 7.10. O pdnzd parametrizatd de clasd C* in R? este o aplicatie
s: A= R?, (u,0) = s(u,v) = (z,y,2)

pe un deschis (de obicei un dreptunghi) conex A C R%.
Panza de suprafta se indicd prin relatiile

= z(u,v)
y=y(u,v) , (u,v) €A
z = z(u,v)
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numite ecuatiile parametrice ale panzei s, iar imaginea s(A) se numeste
urma pdnzei si se mai noteazd (s).

Dac# spatiul R? este raportat la un sistem ortogonal Ozyz de versori
7. 7, k, atunci punctul curent s(u,v) € (s) are vectorul de pozitie 7 dat de
relatia

u,v) = & (u, v)7+ y(u, v)J+ z(u, ?))E (7.27)

Doui panze de suprafatid s: A — R?, s;: Ay — R?, de clasi C! se
considerd echivalente (se scrie s ~ s1) daca existd un difeomorfism ¢: A —
Ay astfel incit s = s; 0 . Aplicatia ¢ se numeste schimbare de parametri.
Se verificd imediat cd doud panze de suprafatd echivalente au aceeasi urma.
De altfel, relatia ~ este o relatie de echivalentd (i.e. este reflexiva, simetricd
gi tranzitivd) in multimea panzelor parametrizate de clasa C''. O suprafatd
parametrizatd de clasd C este o clasd de echivalenti de panze parametrizate,
echivalente.

O panzd de suprafatd s: A — R? se numeste simpld daci aplicatia s
este injectiva. Dacd matricea jacobiand a lui s, i.e. matricea

ox Oy 0z
u Qu  Qu
o 9y 9
dv OJv Ov
are rangul doi in orice punct din A, atunci panza de suprafatd se numeste
nesingulard.
Folosind (7.27) rezultd c& putem nota
dx_ Oy 0z ~ dxz_ 0Jy 0z
fu = —0+ =7+ —k = —1U+ =7+ —k
Z+8u]+8u ' v 8vz+8vj+8v
si va rezulta conditia de nesingularitate echivalenta 7, x 7, # 0 in orice
punct din A.

Fie (ug,vo) € A si P(z(uo, vo), y(uo, vo), z(uo, vo)) punctul corespunzitor
pe (s). Aplicatiile v — 7(u, vg) si v — 7(ug, v) reprezintd doud drumuri -,
si v, de clasd C' care se gdsesc pe (s) si trec prin punctul P (v. Fig. 7.3).
Planul ce trece prin P si contine vectorii 7, (uo, vo) si 7 (uo, vg) (care sunt

tangenti la v, si respectiv v,), deci avand normala 7, (ug, vo) X 7, (g, vo), se
numeste planul tangent la s in punctul P iar ecuatia sa este

T —ap y—yp Z — 2P
Ox dy
g—u(uo, v0) g—u(uo, Vo) 3 (u0,v0)| = 0 (7.28)
_'r(u v ) —(UO ’Uo) (UO 'UO)
81} 0, U0 8U 9 8 !

Fie s: A — R® o panzi de suprafati simpli si nesingulari de clasi

R
C! cu urma ¥ = s(A). Versorul N = Tu 7

— , avand proprietatea ca
75 % 75l
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Fig. 7.3: Plan tangent

triedrele {7, 7,, N} si {7, 7, lg} au aceeasi orientare, este numit normala la
suprafafa X in punctul curent. In fapt existd doi versori normali +N care
definesc orientarea pe .. Mai precis, se numeste orientare pe . aplicatia
continud definitd pe X cu valori in spatiul vectorial cu baza formata din
Versoru 7, 7, k care asociazd fiecarui punct P € ¥ unul din vectorii Np sau
—Np Corespondenta P — {—1,1} va fi continud gi, cum X este conexa,
corespondenta anterioara este Constanté. Prin urmare exista numai doua
aplicatii, ambele constante, una egald cu +1 (orientarea pozitivd), cealaltd
egald cu —1 (orientarea negativd). Dacd pe X existd o orientare, se spune
ca Y este orientabild si are doua fete. Dacd panzele de suprafatd s si s; sunt
echivalente (¢ fiind schimbarea de parametri), iar det .J, > 0 in orice punct,
atunci cele doua panze echivalente au aceeasi orientare; aceasta inseamnad
ca Np = Np1 oricare ar fi punctele coresondente P gi P, de pe cele doua
suprafete.

Exemplul 7.13. Octantul de sferd > : {22 +y? + 22 = R% 2 > 0,y >
0,z > 0} este urma panzei definitd prin ecuatiile parametrice

r = Rsinucosv
. . 7T 7T
s : y= Rsinusinv , u € (075)7 CAS (0 5)
z= KRcosu

O alta parametrizare a aceluiagi octant este

= , up > 0,00 > 0,uf +of < RA

_ SR W)
=R uy — vj

S1

[SISE ]
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In cazul primei parametrizari avem

7= Rsinucosvi+ Rsinusinvj+ Rcosuk

—

iy = Rcosucosvi+ Rcosusinv 77— Rsinu k

= —Rsinusinv?+ Rsinucosv )

r’U
N =sinucosvi+sinusinv 7+ cosu k

Definitia 7.11. Fie A C R® deschisd si f: A — R o functie de clasi
C'. Se numeste suprafatd de clasd C' cu ecuatia carteziand f(z,y,z) =0,
multimea S = {(z,,2) € A| f(z,y,2) = 0}.

Un punct (zq, Yo, 20) € S este singular dacd derivatele partiale
%(mo,ym%) = 8—y($0,y0720) = 5 (20,40, 20) =0
adicd punctul respectiv este un punct critic al functiei f. Folosind teorema
4.5 se poate demonstra cu usurint cd o suprafati parametrizatd de clasi C',
in vecinitatea oricarui punct nesingular, poate fi data local printr-o ecuatie
carteziana (eliminand parametrii). Reciproc, suprafata S data cartezian ca
mai sus poate fi local parametrizatd in vecinitatea oricarui punct nesingular.

J
De exemplu, dacd ¢ = (zo,yo,20) este nesingular si a—(a) # 0, atunci
z

existd o functie ¢(z,y) de clasi C! in vecinitatea lui (zo,1yo) astfel incat
in f(z,y,¢(z,y)) = 0; de aici rezultd parametrizarea locald z = u, y = v,

z = ¢(z,y). Prin urmare 7 = 27+ yJ+ ¢(z,y) k; deoarece Z—CP = —f,—%,
xT z
do
— = —2¥ vom avea
dy z
- A T+ T+ [k
_'u:T—f—”‘"k, F’U:j’—&k, N=+4 Jott It ) (7.29)
f/ !

VU2 + ()2 + ()2

Sensul normalei se alege dupd context.

Ecuatia planului tangent la S in P(zo, yo, z0) se obtine scriind cd, pentru
orice punct M (z,y, z) al acestui plan, vectorii PM si N sunt ortogonali; vom
avea
L (a0, 20) (= )+ 5L 0,000 0 = )+ EL (00,90, 0) (2 = 20) =0

(7.30)
Definitia 7.12. Fie U € R? un deschis si ¢ un camp scalar de clasg C'(U).
Dacid C' € R, atunci se numeste suprafafd de nivel asociatd perechii (¢, C)
suprafata Sc de ecuatie carteziand ¢(z,y,z) = C.

Asadar, pe intrega suprafatd S¢ cdmpul are o valoare constantd. Prin
orice punct (zg, Yo, 20) € Sc trece o unicd suprafatd de nivel, anume aceea
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pentru care C' = ¢(zo,Y0,20). De exemplu, dacd ¢ este campul tempe-
raturilor (respectiv al presiunilor) dintr-o zona fixatd, suprafetele de nivel
corespunzatoare se numesc izoterme (respectiv izobare).

Fie acum @ € U i § un versor din IR®. Din (7.29) rezultf c& vectorul
grad ,¢ are directia normalei la suprafata de nivel S a cAmpului scalar ¢ €
C' care trece prin punctul a, i.e. la suprafata de ecuatie ¢(z,y,2) = @(a).
Reamintim c3 intre derivata dupd directia §'si vectorul grad , ¢ exista relatia

O¢
05

unde # este unghiul dintre vectorii §'si grad ,¢. Prin urmare, dintre toti ver-

(a) = §-grad . = ||grad ,¢|| cos @

o dy . . e
sorii §, cel pentru care —=(a) este extrema (maxima sau minima) este unul

din versorii vectorului grétd o (deoarece cosf = +1). Aceastd proprietate a
gradientului aratd rolul deosebit al acestuia in studiul variatiei cAmpurilor
scalare si constituie totodatd ideea de baza in elaborarea metodelor de gra-
dient din Analiza numerica.

Fie A un deschis conex din IR? si s: A — IR® o panzi parametrizats de
clasi C'!, simpli si nesingulard, avand ecuatiile parametrice

z = z(u,v)
y=ylu,v) , (u,v) € A.

z = z(u,v)

Definitia 7.13. Pentru orice submultime masurabild M C A se numeste
aria portiunii de suprafatd s(M) numarul real pozitiv

ols(M)] 2 //M 17 x 17| dudy (7.31)

Justificarea acestei definitii este similard cu cea datd pentru lungimea
curbelor (v. (7.13)) si poate fi gasita in [2], [17], [21], [22].
Exemplul 7.14. Pentru octantul de sferd din exemplul 7.13, conform cu

(7.31), avem
2 2 2
o(X) = RZ/ dv/ sin u du = @
0 0 2

Considerim cazul particular al unei suprafete de clasi C'' dati cartezian
prin z = f(z,y) unde f € C'(A) (suprafatd proiectabild pe zOy). Daca
M C A este mdsurabild si ¥ portiunea corespunzatoare din suprafatd, atunci
folosind parametrizarea

Flz,y) = 2T+ y i+ f(z,y) k, (2,y) € M, (7.32)
of

avem Fx:T—I—a—k, 7y =]+
T

= [ (B ()
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Exemplul 7.15. S4 se determine aria portiunii din suprafata ez = zy,
(a > 0), care se gaseste in interiorul cilindrului z? + y? = 1.
Dacd punem M = {(z,y) | 2>+ y* < 1}, f(z,y) = %, atunci se aplici

(7.33) si avem
[y P [ ! \/792
/M 1+a2-|—a2dacdy—/0 dcp/op 1+a2dp

2
3—”(\/(12 F1(a+1) — d¥).
a
Fie ¥ = s(M) o portiune de suprafatd ca in definitia 7.13, U C IR® o
multime deschisd ce contine pe ¥, iar F': U — IR o functie continud.
Definitia 7.14. Se numeste integrald de suprafaid a funcfiei F' pe X
numdrul real

/EF(ac,y,z)da def //M F(z(u,v),y(u,v), z(u,v)) ||re x r5||dudv  (7.34)

a(X)

Expresia diferentiala do = ||r7, X 74 || dudv este numita element de suprafatd.
Observatia 7.8. Integrala de suprafatd poate fi notata si // F(z,y,z)do.

Proprietatile urmatoare rezultd cu usurinta din definitia 7.14 si din pro-
prietatile integralei duble.

Proprietatile integralei de suprafata

1. (Linearitatea) Dacd F si G sunt functii continue pe un deschis ce
contine X

/(ozl*’—}—ﬂG)da:oz/ Fda—}—ﬂ/Gda, a,feR
b b b

2. (Aditivitatea in raport cu suprafaia) Dacd X este juxtapunerea (similar
cu juxtapunerea a doud drumuri !) a doud portiuni de suprafatd ¥ si
Y9 care au in comun cel mult parti ale bordurilor, atunci

/Fda:/ Fda—}—/ Fdo
b 3 P

3. Considerdm cazul particular al unei suprafetde clasi C'! dati cartezian
prin z = f(z,y) unde f € C'(A) (suprafati proiectabild pe zOy).
Dacd M C A este masurabild si ¥ portiunea corespunzitoare din
suprafatd, avem

[rteweyin= [ re s () s (2) ae

(7.35)
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4. Aria unei portiuni de suprafatda X ca in definitia 7.14 este

dmzémf

Exemplul 7.16. Sd se calculeze I = / (2% + y*)do unde X este portiunea
%

din suprafata conicd z = 4/2? + y? delimitatd de 0 < z < 1.
Pentru M = {(z,y) | 22+ y? < 1} folosim (7.35) si avem

I= i Y ed
= z® + 1+ + r
// YN 2+y Y
2 ™2
:\/5// (m2+y2)dacdy:\/§/ dH/ p?’dp:—
M 0 0 2

Fie ¥ o suprafata orientabild si U o multime deschisa care contine urma
lui 3, iar ¥ = P+ Q7+ Rk un camp vectorial continuu definit pe U.
Definitia 7.15. Se numeste fluzul cimpului T prin suprafaia ¥ core-
spunzdtor normalei la suprafatd [\7, numarul

@ﬂmg/ﬁﬁw
¥

Daca alegem cealaltd orientare pe suprafata, atunci V se inlocuiegte cu
—N si fluxul corespunzdtor va fi —®x (7).

Presupunem ¥ : 7 = #(u,v) cu (u,v) € M; atunci +N = iHCu z T;UH,
T X Ty
astfel ca
15 (7) = :I:// T (7 X 7)) dudv = // (T, P,y Ty ) dudv,
unde
P Q@ R
(U, Tus ™) =132, B0 Do
95 Oy o
Jdv v 0Ov

Consideram cazul particular al unei suprafetde clasa C' data cartezian
prin z = f(z,y) unde f € C'(A) (suprafatd proiectabild pe zOy). Daci
M C A este masurabila si ¥ portiunea corespunzatoare din suprafata, avem
7=+ yj+ f(z, y)E, astfel ci

+ &5 (v) =

s [ ( (500 £ ) 32 = Qo ) 52+ R,y S0, ) dody
(7.36)
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Observatia 7.9. Fluxul caAmpului ¢ prin suprafata X se mai noteaza

// Pdydz + Q dzdz+ Rdzdy
%

si mai este numit integrald de suprafaid de speta a doua.
Exemplul 7.17. Sa se calculeze fluxul cdmpului 7 = (y — 2)7'+ (2 —

. - 2?4 y? = 22 y
z)J+ (z — y)k prin suprafata X : { 0<2<h (h > 0), dupd normala

exterioard (care “iese”) la suprafata conicd.

Normala indicatd face un unghi obtuz cu E, deci N -k < 0. Cum N este
. N - L T o
unul din versorii + , rezultd cd trebuie ales semnul

v () + ()

minus, iar fluxul cdutat va fi (v. (7.36))

Oy (7)
[, |- v

=2 [[ (v~ o)dzay

unde M = {(z,y) | 2>+ y* < h?}. Efectuind o schimbare de variabile po-
lare gasim

z y
7W+(V$2+y2—$)7—(m—y) dxdy

h 2w
Oy (7) = / dep/ (sin  — cos#)df = 0.
0 0

7.6 Formule integrale

In acestd sectiune vor fi prezentate formulele integrale clasice care sta-
bilesc legaturi intre integralele curbilinii, duble, de suprafata sau triple, nu-
mite generic formule stokiene.

O multime M C R? se numeste compact bordat sau compact cu bord daci
M este compactd si frontiera sa C' = Fr M este reuniunea unui numar finit
de curbe plane parametrizate de clasi C'' pe portiuni, nesingulare, simple
si inchise. Pentru orice P € C' curba C imparte planul in doua regiuni, una
contindnd punctele lui M, iar cealaltd punctele din R? \ M (v. Fig. 7.4).
Notim cu V versorul normalei in punctul curent la C, care este orientat
spre interiorul compactului. Dintre cei doi versori ai tangentei la C' se alege
acela, notat T, astfel incat reperul (f, ‘7) sa fie orientat la fel ca (7, 7); in
acest mod este fixat “sensul pozitiv al tangentei” caruia 1i corespunde un
sens de parcurs pe (', adicd o orientare pozitivd pe C.

Exemple importante de compacti bordati sunt intergraficele proiectabile
pe Oz sau pe Oy (v. §6.1).
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a) b)

Fig. 7.4: Orientarea frontierei unui compact

Definitia 7.16. Un compact bordat M C IR? este elementar dacd M se
poate descompune intr-o reuniune finita de intergrafice proiectabile pe Oz,
precum si intr-o reuniune finitd de intergrafice proiectabile pe Oy; doud

astfel de intergrafice nu pot avea in comun decat parti ale frontierelor.
P

Fie M este un compact bordat elementar, M = |_| M; o descompunere
i=1
ca mai sus, U C IR? o multime deschisi care contine pe M, iar P,Q: U - R
continue. Tinand seamd de proprietatile integralei curbilinii rezulta

jirM P(z, y)dw-l-wady—Zf P(z,y)de + Q(z,y)dy (7.37)

Teorema 7.5. (Formula Green-Riemann) Fie M C IR* un compact bordat
elementar si P,Q functii de clasdi C' pe un deschis care confine pe M.
Atunci

fFrM (z,y) dz + Q(z, ) dy_//( y)dd (7.38)

orientarea pe Fr M fiind cea pozitivd.

Demonstratie. Mai intdi vom demonstra cd

firMP / —dwdy (7.39)

Tinand seamd de (7.38) si de proprietatea de aditivitate fatd de multime a
integralei duble, rezultd cd este suficient sd consideram cazul cind M este
un intergrafic proiectabile pe Oz (v. Fig. 5.2, a)). In acest caz Fr M este
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juxtapunerea urmatoarelor drumuri

T=1 z=2"b
T o { Y= olf) ,t € [a,b]; Yo { Y=t € [p(b), v(b)];
73 5{ Z:f/)(a—l-b—t) 7t€[a7b:|; Y4 {;:: ,tE[@(a),'¢(a)];

Prin urmare,

j{ Plz, ) d.r:z]{ P(:z;,y)dm:/ﬂbP(t,cp(t))dt+/ﬂbP(t,qb(a-l—b—t))dt

Pe de alta parte,
b P(x) b

a—Pdmdy:/ dx 8—de:/ [P(z,9(2)) — Pz, ¢(z))]dz
M 8y a 8:1/ a

si (7.39) este demonstrata.
Similar, se considera M ca o reuniune de intergrafice proiectabile pe Oy
si se demonstreaza relatia

_ ([ 9@
b Qudy= [[ T dudy (7.40)

Prin adunarea relatiilor (7.39) si (7.40) rezultd (7.38). O

Corolarul 7.4. In conditiile teoremei 7.5 avem
. 1
aria M = = j{ rdy —ydx (7.41)
2 Jeem
Demonstratie. Luam P(z,y) = =%, Q(z,y) = 5 si aplicdam (7.38). O

Exemplul 7.18. Fie I = ]{ ydx + 2xdy, unde
Fr M

M = {(z,y) | 22 +y? <1,y > 0}. Deoarece P = y, Q = 2z, avem (Z)—Q -
T

P
(??_y =1, astfel ¢ I = [[,,dedy = ariaM = J.

In continuare vom stabili o legdtura intre integrala de suprafata si inte-
grala tripld, care este analogul tridimensional al formulei Green-Riemann.

Vom admite intuitiv ideea de suprafajd inchisd care imparte spatiul in
doud regiuni: interioard si exterioara suprafetei; orice dreapta determinatd
de un punct exterior si de unul interior va intersecta suprafata.
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O multime V' C IR? este numitd compact elementar daci poate fi des-
compusa intr-o reuniune finita de intergrafice proiectabile pe zOy, precum
si intr-o reuniune finitd de intergrafice proiectabile pe yOz, precum si intr-o
reuniune finitd de intergrafice proiectabile pe zOx; doud astfel de intergrafice
nu pot avea in comun decat cel mult parti ale frontierelor.

Teorema 7.6. (Formula Gauss-Ostrogradski) Fie V € R® un compact e-
lementar cu frontiera o suprafatd inchisd ¥ si v = Pv+ QF + RE un camp
vectorial de clasd C' pe un deschis care contine pe V. Dacd N este normala
exterioard la Y. avem

/E (7 N)do = / / /V (div %) dedydz (7.42)

Demonstratie. Demonstratia este similard cu cea a formulei (7.38). Astfel
folosind definitia compactului elementar se vor demonstra mai intai relatiile

/ R(k-N) da—/// - ddydz (7.43)
/ N)do = / / 9Q Jadyd= (7.44)
/ (7 N)do = / / ° drdyd: (7.45)

prin adunarea cdrora va rezulta (7.42).

Vom demonstra spre exemphﬁcale (7.43). Deoarece V poate fi descom-
pus intr-o reuniune finitd de intergrafice proiectabile pe zOy putem pre-
supune c¢d V este un astfel de intergrafic (v. proprietitile de aditivitate ale
integralelor de suprafatd si duble). Referindu-ne la Fig. 6.2, observd ci
Y= 21 U 22 U 23, unde

Y1 ={(z,9,2) | 2= ¢(@,9), (x,y) € M}, Ny, =

Yo = {(x,y, Z) | Z = w(x,y),(m,y) € M}a NEQ

23:{(I7y72)| (Z‘,y)EFl‘M,go(l‘,y)S ¢( y)} ES'EZO
Prin urmare, membrul stang din (7.43) este
/ R(E- N)da-l—/ R(E- N)do =
//ny, o(z,y) dmdy—}—/ R(z,y,¥(z,y))dzdy

— [[ (G5 6(0.9)) = R, ot ) ndy = [[[ Fdoiy:
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Exemplul 7.19. Fie ¢ = # iar V C R® un compact elementar a cirui
frontiera este o suprafata inchisa ¥ cu normala exterioarda N. Avem

/17]\7(10:/// divvdacdydz:3// dzdydz = 3vol V
% 1% 1%

—

Fig. 7.5: Suprafete elementare

Un element de suprafatd bordatd in R® este o submultime S C R? cu
proprietatea: exisi o panzi simpli si nesingulard de clasi C2, s: A — R3 i
un compact bordat M C A, astfel incat S = s(M). Multimea C' = s(Fr M)
se numeste bordul lui S. Fie 7 versorul tangentei la C' in punctul curent P al
lui €', N, versorul normalei exterioare la bordul C' (care este situat in planul
tangent la (s) in punctul P, perpendicular pe 7 si “iegind” din S). Versorul
normalei N la (s) in P este ales astfel incat N = N x 7. Aceastd orientare
pe bordul C poate fi prezentatd sugestiv astfel: “un observator care parcurge
C 1n sensul lui 7 gi avind capul capul spre ]\7, are mana stangd spre S”.

Elementul de suprafatd bordatd poate fi dat cartezian (in raport cu zOy)
prin

S={(:c,y,z)€lR3| z:f(w,y),(w,y)EM}, (7.46)

unde M C A este un compact bordat iar f € C*(A). Similar se pot con-
sidera elemente de suprafatd bordatd date cartezian in raport cu yOz (prin
ecuatii de forma « = f(y, z)), sau in raport cu zOz (prin ecuatii de forma
y = f(z,2)). O portiune de suprafati orientatd S, de clasi C?, se numeste
elementard daca se poate descompune intr-un numar finit de de elemente de
suprafatd bordata date cartezian in raport cu unul din planele de coordo-
nate; doud astfel de elemente nu pot avea in comun decat, cel mult, parti ale
bordurilor. In acest caz bordul orientat al portiunii de suprafatda elementara
este juxtapunerea unor parti ale bordurilor elementelor de suprafatd bordata
componente care apartin exact unui singur bord (v. Fig. 7.5).

Teorema 7.7. (Formula lui Stokes) Fie S C IR® o porfiune de suprafafd
elementard, C' bordul orientat, inchis, al lui S gi ¥ un camp vectorial de
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clasd C' pe un deschis care contine pe S. Atunci

/Edf: // rot 7 N do (7.47)
C S

Demonstrajie. Un rationament similar cu cel facut la teoremele 7.5 si 7.6,
bazat pe proprietitile de aditivitate ale integralelor, aratd ca putem con-
sidera doar cazul cand S este un element de suprafatd bordatd care admite
reprezentarea (7.46).

Fie ¥(z,y,z) = P(z,y,2)"+ Q(z,y,2) ]+ R(z,y,z)]z@ notdm p = %’
q= (;_:j: Deoarece dz = pdz + qdy rezulta

/Edf':j{ Pd:v+Qdy+Rdz:j{(P+Rp)dm+(Q+Rq)dy
C C C
2]{ (P + Rp)dz + (Q + Rq)dy
FrM

Aplicind acum formula (7.38), rezulta

/ 5 dF / / [ 2 (Q+ Rg) (P + Rp)] dedy — (7.48)

Daci notim A = —pi— q7+ k atunci se arata cu usurinta (§1 propunem
cititorului aceasta) cd

(%(Q-I—Rq)— j—y(P+Rp) =A-rot@ (7.49)

si din (7.48) si (7.49) rezultd
/ Fdi = (A - rot 7)dedy (7.50)

c

Pe de alta parte, normala in punctul curent la S este

—pi—qi+k A
\/p2+q2_+_1 \/p2+q2+1

N =
si atunci membrul drept al formulei (7.47) este

// rotﬁ'-]\_fdaz// (rotﬁ-ﬁ)\/pQ-l-qQ-l—1d£cdy=// (rot - A)dady
S M M

care impreund cu (7.50) conduce la (7.47). O
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$2 + y2 + 22 — RQ F
E lul 7.20. Fi : i 7= —. Daca t
xemplu ie S {mZO,yZO,zZO si ¥ " aca ¢ este
bordul orientat al lui S, atunci
/ﬁdF: // rot 7 N do = 0
C S
. T
deoarece rot ¥ = rot — = 0.
r
2= a2 4 y?

. - e —;_ 2q . . v
Exemplul 7.21. VFie ¥ = 220+ yzj— 2°k si S : { 2?2 < Daca

N este normala exterioars la S, atunci fluxul lui @ prin S (dupi N) este

// 7N do.
i 27— 12?7), rezultd

Daca observam ca ¥ = rot, unde o = %(yz 7

1
@:/'lﬁdf: ——/ydem—xZ2dy:7r
c 2 Je

T = cost
y=sint , 0<¢t <27,

z =

deoarece C' :



