Capitolul 6

Calcul integral

6.1 Integrale multiple

Fic (E,&,p) ¢ (F,F,v) doudd spatii cu misuri. Daci A€ €41 B € F,
atunci multimea A x B C E x F cste numitd dreptunghi.
Definitia 6.1. o¢-algcbra pc E X F gencratd de familia dreptunghiurilor
cste numitd o-algebra produs a o-algebrelor € i F si sc notcazd £ x F.
Precizdm faptul i aici cste vorba de un “abuz de notatic” in sensul cd
o-algebra produs nu coincide {(de fapt cste inclusi) cu produsul cartezian al
familiilor £ gi F.
Exemplul 6.1. Daci sc congiderd borcliencle B de pedreapta reald, atunci
B x B cste o-algebra Borel B? din R2. Astfel, prin inductic, sc poate obtince
o-algebra Borcl B? din IR? ca produs de o-algebre.

[
Definitia 6.2. Fic De & x Fgiz€c E,yc F.

1. Se numcste sectiunea lui D in punctul z, notati D,, mul{imea din F
(v. teorema 6.1) definitd prin (v. Fig. 5.1, a))

Dy={y e F| (z,y) € D}

2. Sc numcgte sectiunea lui D in punctul y, notatd D¥, multimea din &

{v. teorecma 6.1) definitd prin (v. Fig. 5.1, b))
Df={ec E| (z,y) ¢ D}
Cazuri particulare
1. Dreptunghi i.c. D=Ax B, Ac&, Bec F. Avem

B pentruz e A
@ pentruze E\A

(AxB)mz{
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a) b)

Fig. 6.1: Proicctii

2. a) Intergrafic proiectabil pe Oz sau domeniu simplu in raport cu Oy.
Fic ¢, [e¢,8] — R. continuc astfel incdt ¢(z) < 9¥(x) pentru orice
z € [a,b]. Atunci (v. Fig. 5.2, a))

D={(z,y) € R* | a Sz < b, o(z) Ly £ 9(a)}
Avem

D, = {[‘P(“’)r%’)(m)] pentru & € [a, 8]
) b pentru = € [, d]

b) Intergrafic proiectabil pe Oy sau domeniu simplu in raport cu Oz.
Fic ¢, 9 [¢,d] — IR continuc astfcl incdt ©(y) < 9 (y) pentru orice
y € [e,d]. Atunci (v. Fig. 5.2, b))

D={(z,y) e R | c <y <d, o(y) <z <P(y)}

Avem
DY — {[cp(y),tb(y)] pentru y € [e, d]
0 pentru y € [e,d]

3. Intergrafice proiectabile in R>. Considerm R? ca fiind produsul
cartezian R? X R. Fic M C R? o multime misurabil¥ gi m¥rginits,
iar ,1: M — R continuc astfel inet ¢(z,y) < ¥(z,y) pentru otice
(z,y) € M. Mul{imeca

D= {(maya z) € R® | (=,y) € M, p(z,y) <2< "x’b(may)}
va fi numitd intergrafic proicctabil pec 2Oy, Avem

D — [:P(m? y)? 1)'Ilr)(:"r'?i‘?)")] pcntru (m? y) E M
> o pentru @ & M

Similar sc definese intergrafice proicctabile pe yOz sau 20z
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e N d _______.'— _________________ ::‘
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a) b)

Fig. 6.2: Intergrafice proicctabile

Teorema 6.1. Fie D € £ x F. Atunci
1. Pentruorice s € E giyc F avem Dy, € F gi DY € €.

2. Functiile z — v(Dy) gi y — p(DY) sunt mdsurabile Borel si avemn
[ viotan) = [ wo#)iay) (6.1
E F

Demonstratie. Vom face demonstratia doar pentru cazul particular cdnd D
cste dreptunghi (v. cazul particular 1 de mai sus). In acest caz

__Jv(B) pentruze A , _, .
V(D:) = {(} pentru z ¢ A = v(Dz) = v(B) 14(z)

g

WD) = {';;(’” B = AP = u(4) 15(1)

deci proicctiile sunt misurabile. Pe de altd parte membrul sting din (6.1)
8c scric

/ v(B) 1a(2)p(do) = v(B /Ll w(dz) = v(B)p(A)

iar membrul drept

/p:(fl) 113(y)V(dy)=ﬂ(/1)/ 15 (y)v(dy) = p(A)v(B)
F F

ceca cc demonstreazd cgalitatea. O
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Definitia 6.3. Valoarca comund a cclor doi membri ai relatici (6.1)
definegte o misurd pe £ X F, notatd p X v, gi numitd mdsure produs a
misurilor p gi v.

Agadar, pentru D € € x F, avem

x)D) € [ wpon(ds) = [ p9widy (6.2)
In particular, pentru A€ £ ¢ B e F,
(1% )(A x B) = u(A) v(B) (63)

Dacd f: B x F — IR cstc misurabild Borel, atunci sc poate considera

integrala f fd{p xv). Pentru calculul unci astfel de integrale avem
ExF

urmitoarca tcorcmd a cirei demonstratic o omitem (v. c.g. [2], [15]):

Teorema 6.2. (Teorema lui Fubini, G. Fubini, 1870-1943) Presupunem
cd functia f: E X F' — R este mdsurabild Borel gi indeplinegte una din
urmdtoarele condifii:

e [ este pozitivd;
e [ este integrabild pe E X F' in raport cu mdsura produs pp X v.

Atunei avem

f{z,y) p{dz) XV(dy)=L#(dm)Lf(m,y) v{dy)

=LV(dy)[Ef(m;y)#(dm)

Teorema lui Fubini permite caleulul integralei pe spatiul produs ca o
succcsiunce de doud integrale pe ficcare dintre spatiile componente.

Observatia 6.1. 1. Dacd £ = F = R, p gi » reprezintd misura Lebesgue

pc IR, atunci g X » cste m¥sura Lebesgue in RZ. Integrala in raport cu

accastd misurd sc noteazd
[ sww sy
R2

i sc numcgte integrald dubld.
2. Fic E = R?, F = R, # m¥sura Lebesgue in R?, » m3sura Lebesgue
pc R. Integrala pc E X F = R? ac noteazi

///Rs [z, y,2) dedydz

i 8¢ numcste integrald tripld.

ExF (64)
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3. Pentru f =1, si D o mulfime din IR? sau R*, misurabild si cu aric,
respectiv volum, sc obtine

]/D dady = aria(D), ///D dzdydz = vol(D)

Din teorcma 6.2 rezultd e integrala dubld pe un dreptunghi D = [a, b] X
[e, d] poatc fi caleulatd astfel:

[ sepaa= o[ sena= o[ e 6

Fic D € B gi f: D — R integrabild sau pozitivd gi msurabili. Conform
tcoremei 6.2 avem

f/ﬂf(m,y) dmdy://m ]lﬂ(may)f(may)dmdér':LdmL]ln(m,y)f(m,y)dy
dar

Ip(z,y) = 1p, (y)

//D fay) dmdy:Ldm me(m,y) dy (6.6)
Jf, swvasay= [ ay [ sy as (67)

In particular, pentru un intergrafic proicetabil pe Oz

astfel i

Analog

Jf revdety=[de [ s ay (6
D o wlx)
iar pentru un intergrafic proicctabil pe Oy
d ¥(y)
J rewaay=[a [ fe)ds (6.9
D ¢ w(y)

Exemplul 6.2. Nc¢ propuncm & caleulim integrala

I= ffﬂ(m + y)dady

unde D cste mirginit de curbele y? = px, # = £, p > 0 dat (v. Fig. 5.3).
Integrala poate fi calculatd considerdnd ¢ D cste intergrafic proiectabil,
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+pX :
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I
- +pX
Fig. 6.3: Multimca D
fic pc Oz, fic pe Oy. In prima variantd avem (z) = —,/pz, ¥(z) = /pz ¢
aplicim formula (6.8)
p/2 T 7/2 oy VFT
I:/ d:r:/ (z —|—y)dy=/ (my—l— ?) dz
a - /FT 0 /7

/2 3
=/ 2x./prds = leo/i
a

Dacd considerim c¢& D cste intergrafic proicctabil pe Oy, atunci ¢(y) =

¥’ P
RO 5" Aplicind (6.9) obtinem

?
V2 B Bv2Z 2 7/2
I=f " ty {fetwdy=]" (I +a d
- _ 2 y P yey = _ovZ |\ 2 4 Y
2 P 2 32 e

wa
o 8 22)% 7T g -

Uncori, multimca pe carc sc cfectucazd integrarca poate fi transformats,
printr-o aplicatic convenabil alcasi, intr-una mai “cumsecade”.

Teorema 6.3. (Schimbarca dc variabile in intcgrala dub]fi) Fie A C R2
deschisd gi f: A — R, integrabild sau mdsurabild g pozitivd. Fie, de
asemenea, B C R? o altd mulfime deschisd iar h: B — A un difcomor-
D(z,y)
D(u,v)’

fism ({u, v) i (z,y)) al cdrui jacobian este J, i.e. J(u,v) =
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aceste condilii avem

/fA fla,y) dady = //B(fo R) (u, 0)|J (x, v)| dudv (6.10)

Exemplul 6.3. Sc considerd integrala

I:// 11— 2% —y?dady
A

unde A = {(z,y) | 22 +y2 <1, 2>0,y>0}.

Adci difcomorfismul ales cste dat de coordonatele polare, ic. @ = wcosv,y =

uwsinw, # > 0, 0 < v < 27 al ciirui jacobian cste J{u,v) = u. Prin accastd
aplicatic A cste transformatd intr-un dreptunghi B = {{,v) | 0 <u < 1,0 < v < 2},
Folosind (6.5) g1 (6.10) sc obtine

z 1
I:/j vl—ngudndvzfzdt;/ ‘h‘,*\/l—‘tﬁ?d‘tﬁ:%
B a a

Exemplul 6.4. Sc considerd integralcle

I:] e da giJ:/ ] e_(‘”2+y2)dmdy
a o Jo

Din teorema 6.2 sc obtine

J=/ e_mzdm/ .e“'-“zczifg,.'zir2
a a

Pc dc alté parte, integrala J sc poate calcula cu acecagi schimbare de vari-
abile ca mai sus, obtindndu-sc

Jrzf2 dvf *t.*,.e_"‘2f51!ft.*,=E
a a 4

In acest fel gdsim rclatia importantd (primitive functiei e”
calculatd !)

2

nt poate fi

/00 e dy = ? (6.11)
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Pentru calculul unci integrale triple pe un paralclipiped D = [a1, b1] X
[az, ba] X [z, ba] sc poate aplica (6.5) gi sc giscgte formula

f(z,y, 2) dadydz = bldm bzdy EJsf(m,g.',z)cziz' (6.12)
1, foo o),

ordinca dec integrarc putind fi achimbati.
Mai general, fie D € B? iar f: D — R, integrabild sau m#surabild gi
pozitivi. In tcorema 6.2 puncm E = R?, F = R. Rezult¥

///D fo9,2) dmdydzzfjnz dxd?»’/ﬂ Ip(z,y,2) f(z,y,2) d=
dar

]lﬂ(maya z) = ]lDzy (z)
astfel c&

jf/ﬂ flz,y, 2) dadydz = //R2 dmdyfﬂzy flz,y,2) dz (6.13)

Dact puncm E = R, E = R?, atundi rezultf formula

///D f(m,y,z)dmdydz:Ldz//ﬂzf(m, y, z) dedy (6.14)

Formule similare cu {6.13) gi (6.14) sc obtin daci considerim proiectii pe
yOz sau z0z. In particular, pentru un intergrafic proicctabil pe 20y, din
(6.13) rczultd

]//D flz,y, 2) dadydz = //M dzdy Lj:::r) flz,y,2)dz (6.15)

Pentru intergrafice proicctabile pe yOz sau 202 sc dedue, cu ugurintd, for-
mule similare.

Fic D un intergrafic proicetabil pe 20y carc arc volum. Fologind obscrvatia
5.11, pet. 3 gi (6.15) rezultd urmitoarca formuld care permite calculul unui
volum, folosind o intcgrald dubld

wi(D) = [ (a9) - elz, pldady (6.16)
Exemplul 6.5. Sc considerd integrala tripld

I= /// a2y’ 2> dedydz
D

unde D cste delimitat de suprafetele z = zy (paraboloid hiperbolic), y =
(plan carc contine pe Oz), z =0, 2z = 1 (plan paralel cu yOz). Mul{imea D
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cste un intergrafic proicctabil pe 20y, unde cu ¢z, y) = 0.8 ¢¥(2,¥) = 2y,
doci M = {(z,y) e R?| 0 <& < 1,0< y <z} Utilizand (6.15) si (6.8),

rezulty
// dmdy/ ay?atdy = = // Sybdady
G,
/ da / ydy = 13 98

Exemplul 6.6. Sc cere volumul corpului I delimitat de plancle: 2z =
l1+z4+y,z2+y=1,2=0,y=0,2=0.
Estc vorba despre un intergrafic proicetabil pe 20y, unde
M= {(m’,y) ¢ R? | b<e<l,0<y< m}a cp(m,y)=0, 't,b(m,y) =1+zty.
Aplicdm (6.16):

11—z
vol(D /f (1+ 2 +y)dady = / dm] (1+ =z +y)dy
M

Pentru integrala tripld teorema de schimbare de variabile cste similard
tecoremci 6.3.

Teorema 6.4. (Schimbarca dc variabile in integrala tripli) Fie A C R®

deschisd gi f: A — R, integrabild sau mdsurabild g pozitivd. Fie, de

asemenea, B C R? o altd multime deschisd iar h: B — A un difcomorfism
D

({2, v, w) é) (z,y, 2)) al edrui jacobian este J, i.e. J{u,v,w) = }M.

In aceste conditii avem

ff/A flz,y, 2) dedydz = f/B(f o h)(u, v, w)|J(u,v,w)| dudvdw (6.17)

Exemplul 6.7. Sc considerd intcgrala

I= /// zyz dedydz
A

unde A cste delimitatd de suprafetele =2 + y? + 22 = 1 (bili cu centrul in
origine, de razd 1), # = 0, y = 0, 2 = 0. Estc vorba dc portiunca din bil cc
ac aflf in primul octant.

Schimbarca de variabile sc obtine prin “trocerca” la coordonate sferice: & =
uein v cosw, y = usinwsinw, z = ucosv al cirel jacobian cste J{u, v, w) =

u? sin v. Multimea A sc transformi in dreptunghiul
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B = {u0,0)] 0<u<1,0<< g,[}(w(g}. Din (6.17) i (6.12)

I= /f/ u?gin? v cos v sin w |u? sin v|dudvdw
4

1 3 Z g g 1
=f dn/ dv/ #° &in” veos vein wdw = —
a a a 48

rezultd

6.2 Integrale Riemann improprii

Spre deoscbire de integrala Lebesgue (carce cste definitd pe orice multime
borcliang mirginitd sau nemirginitd), integrala Riemann a fost conceputd
pentru funetii definite pe intervale compacte. In cele ce urmeazd accastd
notiune va fi extingd, intr-o anumiti manicrd, &i pentru intervale necom-
pacte. In acest scop vom considera o functic definitf intr-una din urméitoarcle
ipostazc:

a) f:la,8) 2 R,a<b <o
b) f:{e,b] > R, —o0 € a < b < 0.
¢) fi{g,0) > R, -0 <a<b<oa.

In ficcare din aceste cazuri se va presupunc ¢ f cste local integrabild (i.c.
orice punct din domeniul sfu de definitic arc o vecinitate compactd pe care
functia cste integrabil).

b
Definitia 6.4. a) Spuncm ci integrala improprie / f(z) dz cste conver-
gentd dacd existd gl cste finitd limita ’
B
]im/ flz)dz
i}

G+
A<k

B
b) Spuncm ci integrala improprie / f(z) dz cste convergentd daci cxistd
gi cste finitd limita ‘

b
lim { f(z)dz
aSa Ve

b
¢) Integrala impropric f f(®) dz cste convergentd dacd cxisti e € (a,b)
[#]

£ B
astfel incit ambele integrale / f(z)dz s / f(#) dz sunt convergente in
scnsul de la a) gi b). ’ ’
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In caz de convergentd valoarca integralei improprii este valoarca limitci
prin carc a fost definits.
O intcgrald impropric carc nu cste convergentd sc numegte divergentd.
Exemplul 6.8. (Important) Fic ¢ > 0. Vom cerceta natura integralei
[wr)
improprii — undc @ € R. Pentru accasta trebuic luate in consideratic
x

4]
urmitoarcle cazuri:

a) Dacd e # 1 avem

A d$ 1 1—er 1—er
ﬂ — = m(ﬁ —a )

mC{

astfcl ¢

i B dx 0Q, < 1
m — =
B/ fy 2y a>1

b) Dacd & = 1 avem

B dx
]a m—ﬂ:]nﬂ—]naf

. /’3 dz
lim — = -
Bjeo Ju o

In concluzic, integrala consideratd cste convergentd dacd i numai dacd e >
1.

de unde rezulti

Ldx
Observatia 6.2. Un calcul similar arat cd integrala / v cste conver-
o

gentd dack i numai dacl e < 1.
Exemplul 6.9. Fic f: [0,0) = R, f(z) = sinz. Deoarcce

#
lim #)dz = lim (1 — cos
Jim [ f(o)de = Jim (1 cos)
nu existd, rezultd ci integrala cste divergentd.
[ |

Convergenta anumitor integrale improprii poate fi definitd gi in sensul
valorit principale.
Definitia 6.5. a) Fic f: (—o0,00) — R. Sc spunc ci integrala impro-

[l
pric / f(z) d= cste convergentd in sensul valorii principale (Cauchy) dacd

oxistd gi cste finitd

[a e due]

lim /_Z f(z) da
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b) Fic f: [a,¢) U (¢,b] - R undc a < e < b. Sc spunc ci intcgrala
b
impropric [ f(z)dz cste convergentd in sensul valorii principale {Cauchy)

dacd cxistd %i cate finitd

([ e [ 00

In caz de convergentd valoarca limitelor respective sunt valorile integralei
=)
improprii in scnaul valorii principale gi sc noteazd V.p.f f(z) dz respectiv
5 -0
v.p./ flz) d=.
4]
Estc cvident cd o integrald impropric convergentd este convergentd gi in
scnsul valorii principale ¢i avem

/_Z fla)de = v.p.[i f(z) dz (6.18)

respectiv

f:f(m)dm-l—fcbf(m) dm:v.p.]:f(m) da (6.19)

Roeciproca accstel afirmatii cste in general fals.
[ru)

Exemplul 6.10. Intcgrala / gin @ da cste convergentd in sensul valo-

—_—0

(v [ ]

tii principale gi v.p./ gin @ dz = 0 dar f gin 2 dz nu cste convergentd,

— o
conform unui cxemplu anterior.

—o0

Pentru a stabili natura unci integrale improprii sunt folosite aga numitcle
criterii de convergentd despre carc vom discuta in continuare.

Teorema 6.5. (Criteriul general al lui Cauchy ) Fie f: [¢,0) 2 R, e < b <
b
o0, local integrabild. Integrala improprie f(z) dz este convergentd dacd

]
gi numai dacd, pentru orice € > 0, ezistd ¢ € (¢,b) astfel incdt

‘/j HOE

Demonstratie. “dacd” Fic (3,), n = 1,2,... un gir monoton crescitor con-
vergent cdtre b. Pentru ¢ > 0 dat, cxisti ¢ € (¢, b) astfcl incit, pentru orice

<& (V) T,z € (ca b)'
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72
1,72 € {e,b), avem ‘/ f(z)dz| < . Pede altd parte, deoarcee 3, A b,
i

vom avea B, € (¢,b), pentru n suficient de mare. Rezultd

‘ / f““ flz) de / ) do aﬁ“ Fla) de

ﬁfl
ccca cc aratd cd girul o, = f(z)dz, n =1,2,... cstc convergent {con-

<€

4]
form criteriului general al lui Cauchy pentru giruri). Lisim ca cxercitiu
cititorului s3 deducd de aici c&

B
%1;%/“ f(z) dz

cxistd gi cste finitd, deci integrala cste convergenti.
“numai dacd” Prin absurd presupuncm ci cxistd £ > 0 astfcl incdt, pen-
2
f(z) dz
e
Intrucit ¢ € (a,b) cste arbitrar putem lua un gir de puncte e, = & — 1,
n=1,2,... g, pentru ficcarc din cle, alegem 47,42 € (b — 1,8) astfel incét

tru orice ¢ € (g, b), cxistd 41,42 € (¢, b) cu proprictatea > e.

Rl Rl ¥
j fz)dz| > e = j f(=) dm—/ fle)dz| > ¢ (6.20)
i o o
Dcoarcce
li = hEm A7 =%
rezultd ci girul “combinat® ~i, v3, Y2 Yo, Vi, Vs, -+ . c8tc convergent c¥tre b.
Daci notim accst gir cu F3,, » = 1,2,..., atunci, datoritd convergentei
integraled, rezultd cd girul de integrale
ﬁ’l
(z)dz, n =1,2,...
[+
cste convergent, coca ce cste in contradictic cu {6.20). L

Observatia 6.3. Tcorcma 6.5 sc transpune de o manierd cvidentd pentru

integrale improprii corcspunzitoarc unci funetii f: (¢,8) 5 Reu —o0 € 2 <
b.
Definitia 6.6. O intcgrald impropric, corcspunzdtoarc unci functii f este
absolut convergentd dacd integrala impropric corespunzitoarc lui |f| cste
convergentd. Sc mai spunc c¢& f cste absolut integrabild pc muliimea con-
sideratd. Dacd integrala cste convergentd dar nu cste absolut convergents,
atunci ca 8¢ numcgte semiconvergenid.
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Folosind proprictitile integralei Lebesgue se deducee fard dificultate cd,
daci integrala impropric corcgpunzitoare unc functii f cste absolut conver-
gentd, atuncei | f| (deel ¢l f) cste integrabild Lebesgue pe multimea conside-
ratd. Prin urmarc, dacd integrala cste semiconvergentd, atunci functia nu
cste integrabild Lebesgue pe multimea necompacts consideratd.

Din tcorcma 6.5 rezultd cd o integrald absolut convergentd cste conver-
gentd. Rociproca accstel afirmatii cste in gencral falsd.

Exemplul 6.11. Fic f: [0,00) = R, f(z) = %IL pentru n <z < n+1,
n=0,1,2,.... Pentru p € IN* avem

f HOE DY ﬁj):

n=0

carc arati ci limita

o [ 550

n=0
cxistd gi cste finitd (v. eriteriul lui Leibniz pentru serii alternate). De aici
[ ]
sc deduce cu ugurintd cd integrala impropric / f(z) dx cste convergentd.

Pec de altd parte ¥

o S|
li dx = E =
pl,mw/(} |/ (=)l d= fent 1=

astfcl ¢4 integrala nu cste absolut convergentd (i.c. cste semiconvergentd).
Obscrvim cd

) = s € [2k,2k+1)
0, x € [2k+1,2k)

o T € [2k—1,2k)
0, zel2k-1),2k-1)"

ke IN;

bk c N,

5 (o) =

De aici rezults & /mf"'(m) dz = /oo f~(z) da = oo, astfcl cd, aga cum am
remarcat mai sus, JGC nu cste intcgra?)ilé Lebesgue pe [0, o).

[ |
Teorema 6.8. (Criteriul Dirichlet-Abcl) Fie f:[a,b) =& R, (b € o), de
clasé C' astfel tnedt E_r{lb flz)=0 g lbf’(m) dx este absolut convergentd.

Fie g: [a,b) — IR continud astfel incdt functia G{z) =/ g(t)dt sé fie

B
mdrginitd. Atunci integrala improprie f f(z)g(z) dz este convergentd.
4]
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Demonstratie. Fic M > 0 astfel incit G(z) < M, (V)2 € [q,b). Pentru
otice = € [g, b) avem

[ 109t = et

x—f: F(z)G(z) dz. (6.21)

Deoarcce |fiG| € M|f'| g1 f(2)G(z) — 0 cind 2 — b, rezultd ¢& mem-
brul drept din (6.21) arc limitd finitd pentru # — b, adicd integrala cste
convergentd. O

orolarul 6.1. Fie f: [a,b) = R, (b < o), de clasd C" astfel incdt existd
b

]imbf(m) §é/ f'(2) dz este absolut convergentd. Fie g: [a,b) — R continud
T o

b
astfel incdt integrale G(z) = / g(z) dz sd fie convergentd. Atunci integrala
b 4]
improprie / f(2)g(z) dz este comvergentd.

iy
Demonstratie. Functia G(z) = / ¢(t) dt cste marginitd deoarcce arc limitd

finitd cand = — b. Daci notim €= limbf(m), atunci £ — f(z) arc limita
T

B
nuli cind z — b. Conform teorcmdi 6.6 integrala / [£— f(z)]g(z) d= cste
convergentd, coca ce implicd concluzia doritd. : O

o .
ginzx )
dz. Din teorema 6.6 cu

Exemplul 6.12. Congiderdm integrala f
G m
fl@) = L4ig(x) = sina rezultd ¢ integrala cste convergenti. Pe de altd
partc integrala nu cste absolut convergents. Intr-adevir, in caz contrar, din
relatia
1—cos2x

5 = sin’z < |sin 2|

®1—cos2x * cos 2m
ar rezulta convergenta integralei ] — dz. Dar ] dz cste
1 ol 1 z

convergentd (v. teorema 6.6) in timp cc / 1 dz cste divergentd (v. cxem-
1 m
plul 6.6.8) gi am ajuns la o contradictic.

Accsta cste un cxemplu remarcabil de integrald impropric semiconver-
gentd; el aratd cd functia continud

SR R, f(m)={TTx’ -
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nu cste integrabild Lebesgue pe [0, o0), deci nici pe R.

|
Teorema 6.7. (Criteriul dc comparatic) Fie f,g: [¢,8) = R, (¢ < b <
<

o), local integrabile. Presupunem cd ezistd ¢ € (a,b) astfel incdt 0
b

flz) £ g(z) pentru orice z € (e,b). Dmcé’f g(z) dx este convergentd,

4]

b
atunci/ g(z) dz este convergentd.
4]

Demonstratie. Estc o consceintd a incgalitdtilor

0< ] " fe)da < ] " o) de, (V) 172 € (6,1)

st

gl a teoremdi 6.5. O
e 2
Exemplul 6.13. Intcgrala / ¢ % dz cste convergentd deoarcee, pentru
g
[l
z > 1, avem ™% < ¢7% far j ¢~ % dz cate convergenti.
1

Teorema 6.8. (Criteriul de convergentd la limitd) Fie f,¢: [¢,b) — IR,
(e < b < o0), local integrabile. Presupunem cd ezistd gi este finitd

f(z)

£=1lim 0@ |

z—+b

Atunei: . .

1. Dacd ] g(z) dz converge absolut, atunca’] f(z)da este absolut
convergentd. ‘ ‘

2. Dacd € # 0 atunci integralele /b|f(m)| dz gi fb |g(2)| dz au aceeagi

naturd.

Demonstratie. 1. Din definitia limitei rezultd ¢d existd e € (a, b) astfel incit,
pentru orice € > 0,

"f(“’” —8l<e, M)z € (c,b). (6.22)

Rezultd
|f(2)] < (€+e)lg(z)], (V)w € (c;b)
gi sc aplicd teorema 6.7.
2. Evident £ > 0 gi ludm in (6.22) 0 < & < £. Rezultd

(£—e)lg(e)| < |f(2)] £ E+e)lg(z)], (¥)ze (eb)

gi 8¢ aplicd teorcma 6.7. O
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Corolarul 8.2. Fie f: [a,00) & R4, ¢ > 0, astfel incdt ezistd limita

lim &° f(z)=¢

I=koo

B
1. Dacd & > 1 gi £ < o0, atunci / f(x) dz este convergentd.
4]

b
2. Dacd o <1 g5 £ £ 0, atunei / f(z) dz este divergentd.

1

Demonstratie. In teorema 6.8 ludm ¢(z) = — ¢l sc tinc scami de exemplul
mﬁ‘

6.6.8. O

Corolarul 8.3. Fie f: [a,b) = R4, (e < b < 00}, astfel incdt ezistd limita

lim{b—2)*f(z)=1¢

z—+b

1. Dacd & < 1 gi £ < o0, atunci f f(z) dz este convergentd.

2. Dacd o > 1 gi £ £ 0, atunci / f(z) dz este divergentd.

1
Demonstrafie. In tcorcma 6.8 luim ¢(z) = ———. O

(b—a)=

Observatia 6.4. Tcoremele 6.7, 6.8 sc modificd de o manicrd cvidentd
pentru integrale improprii definite pe intervale necompacte de forma (e, b).
Corolarul 6.3 va avea urmitoarca formi

Corolarul 8.4. Fie f: (¢,b] —» Ry, (—o0 < a < b), astfel incdt ezistd
limite
lim(z — ) f(z)=¢

I=kt

1. Dacd & < 1 gi £ < oa, atunci f f(z) dz este convergentd.

2. Dacd o > 1 gi £ # 0, atunci ] f(z) dz este divergentd.

[wr)
Exemplul 6.14. Sc considerd integrala ] z"c™® dx, n > 0. Dooarcce
o

2

lim z°z"¢™* =0

T—os
rezultd cd integrala cste convergentd conform corolarului 6.2.

1
Exemplul 6.15. Fic intcgrala / |1n z|* dz, e # 0. Intcgrala cste im-

o
propric in = 0 pentru @ # 0, iar pentru e < 0 cste impropric giin z = 1.
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)
In urma schimbirii de variabili 2 = ¢™% integrala devine / t°c~% dt. Prin

a
1

]
urmare trebuic studiate integralele tec~t dt i t“c™t dt; prima cste

1 o
convergentd pentru orice e conform cxemplului precedent. Pentru cea de a
doua observim ci

tog?
lim =1
tNo 1P
1
iar integrala 1 dt cste convergentd pentru o > —1 i divergentd pentru

0
a £ —1. Conform teorcmei 6.8 pet.2, integrala in discutic va avea acocagi
naturd.

[ |
Criteriul urmator realizeazd o legdturd intre serii gi integrale improprii.

Teorema 6.9. (Criteriul integral al lui Cauchy) Fie f: [¢,00) = R, (e >

o

0), o functie descrescdtoare gi notdm p = [a] + 1. Atunci f(z) dz este

[+]
]

"] " - - u - o
convergentd dacd gi numai dacd seria E f(n) este convergentd.

n=g

Demonstratie. Deoarcee f cste monoton descrescitoare avem
f(m) < f f@)de < f(n—=1), n=p+1,p+2,....
n=—1

Prin urmare, pentru oricc m > p,

ki)

> f(n)s]

n=p+1 P

Eeh ki
f@)da <) f(n) (6.23)
n=g
]
Daci f f(z) dz cste convergentd, atunci oxistd gi cste finitd limita
4]

lim flz) dz (6.24)

gi din prima incgalitate (6.23) rczultd convergenta seric Z f{n). Reciproce,
n=g

dacd scria este convergentd, atunci din a doua incgalitate (6.23) rezult ci

cxistd gi cste finitd limita (6.24). Dc aici gi din monotonia functici F(z) =

ki
/ F(t) dt rezulti convergenta integralei. O
r



6.3. INTEGRALE CU PARAMETRU 147

Exemplul 6.16. Fic @ > 0. Scria armonicd gencralizatd

1 1 1 1
Z_a=1_|_2_a_|_3_a_|_..._|__a_|_...
i B

cste convergentd dacd g numai dacd o > 1. Intr-adevidr, dacd ludm in

teorema 6.9 f(z) = —, 2z > 1, avem
z

‘/mf(m)dm:{ﬁ(l_nﬂl——l)? 0!3&1

In =, a=1

carc aratd cd integrala cste convergentd dacd gi numai dacd o > 1.

6.3 Integrale cu parametru

Fic I g¢i J doud intervale pc Rogi f: I x J = R, (z,t) = f(z,t), z € I,
t € J o functic. Presupuncm c& pentru orice ¢t € J functia z — f(2,1) cste
integrabili Lebesgue pe T gl fic o, 82 J — 1.
Definitia 6.7. Functia

B(2)
F:J—= R, F(t) = flz, ) da (6.25)
a(t)

cste numitd integrald cu parametru.

t
Exemplul 6.17. 1. F(¢) =/ (z+t)2dz, t > 0.
0
2. F(t) =/ ¥t > 0.
0
|

Observatia 6.5. Daci functia (2,t) — f(z,t) cste local integrabild Ric-
mann in raport cu &, pentru ficcare t € J, iar intervalul I necompact, atunci
integrabilitatca Lebesgue antrencazd absolut convergenta integralei impro-

prii (v. §6.2)

F(t) =£f(m,t) dz (6.26)

Sc pot insd considera gi integrale Riemann cu parametru definite atunci
cind integrala 6.26 cstc semiconvergentd, deei nu absolut convergentd (v.
[8], [17]). D¢ ascmenca, dacd I nu este compact, s¢ poate defini convergenta
uniformi a integralei in raport cu paramctrul
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Definitia 6.8. Sc spunc c¢i integrala cu paramctru (6.26), unde I = [a,d),
cste uniform convergentd in raport cu parametrul t € J cdtre F(t) dacd
pentru otice £ > 0 existd e = e(€) € (a,b) (¢ nu depinde de t) astfel inedt

8
[ setyda- Fo
Relatia (6.27) cste cchivalentd cu
B
li t)dx — F(t)| =0 6.28
g sup / Sz, t)da ()‘ (6.28)

Convergenta uniformd cste utild atuncei cdnd avem de-a face cu integrale
cu paramctru definite ca valoarca unci integrale improprii semiconvergente.
Pentru convergenta uniformi tcorcma 6.5 sc adapteazd de o manicrd cvi-

<e, (V)peleb),ted (6.27)

dentd. Urmdtoarca tecoremd punc in cvidentd un caz remarcabil de integrald
impropric cu paramctru uniform convergenti.

Teorema 6.10. Fie f: [¢,b) > R, (0 € ¢ < b < o), local integrabild,

b
astfel incat / f(z)dz este convergentd. Atunci integrala cu parametru
4

b
F(t) =/ ¢ f(z) dz este uniform convergentd in raport cu t € [0, oa).
i}

b
Demonstratie. Fic G(u) = | f(z)dz, v € [e,b), ¢l ¢ > 0. Prin ipotezd

cxistd e = e(e) € (a,b) astfl incit
Gl <5, 7€ (ed) (6.29)

Deci integrand prin parti i tindnd scami de (6.29), pentru 51, 52 € (e, b),
avem

2
‘] ¢ fla) da
T

< |G ya)e™ ™ + |Gy )e ™| +¢

-
= ‘G(vl)c_“f — Gy ™ —¢ ’ Gu)e ™ du

il

2
G(u) o Pdu

"

e & te 7 _, 2 te [T _,
< -+ -+ = Ydu < — + — Ydu =
_3—|—3—|—3Lc n_g—l—glc U=

Conform cu teorema 6.5 rezultd concluzia doritd deoarece ¢ nu depinde de
t. O

Teorema 6.11. (Continuitatca integralei cu paramctru) Presupunem cd
existd o functie integrabild g: I — R astfel inedt |f(z,t)| € g(z) pentru
orice x € I git € J iar functiile ¢ gi 8 sunt continue.

Dacd pentru fiecare z € I functia t — f(z,1) este continud pe J, atunci
integrala cu parametru (6.25) este o functie continud.
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Demonstratie. Pentru tg € J arbitrar avem

B{t) B{to)
RO - Fl)= [ fade - [ fa s

et a{to)

B(io) B(F) e(2)
= [ ey -sewldet [ fends- [ fends

(o) B (o) o(to)
(6.30)
Deoarcee
|/ (z,t) — flz,to)| £ 2¢(z), (V)2 € I,t € J
g
f]lglo |f(m,t) - f(m?tﬂ)l =0
rezultd (v. teorema 5.13)
) B(to)
tiy | [ o, Vot) el e | =0 (6.31)

Apoi (v. proprictatca 6 a integralei Lebesgue din §5.4)

(1)
f(z,t) da

()
< / g{z)dz — 0
B(to)

B(to)

cind t — tg deoarcce B(t) — B(to) (din continuitatea lui §). Prin urmare

B()

t]ertlo /ﬁ(ﬁo) f(z,t)dz| =10 (6.32)
gi 1a fcl ac aratd ci

lim OE(ﬂj’(m,t) dz| = 0. (6.33)

0 | Jalto)
Din (6.31), (6.32), (6.33) rczultd

tIertL F{t) = Fto)

adicg F' cste continui in fg. O

Observatia 6.6. Daci intcgrala cu paramctru cste definiti ca valoarca
unci integrale improprii semiconvergente, atunci tcorema 6.11 nu cste apli-
cabili. In accst cazuri putem folosi urmitoarca tcorcmi
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Teorema 6.12. Fie f:[¢,b) xJ = R, (¢ < b < o0, J interval compact),
continud gi asifel incdt integrala

b
F(t) = / Fa,t) da (6.34)

este uniform convergentd in raport cut € J. Atunci functia F(t) este con-
tinud pe J.

Demonstratie. Fic ¢ > 0. Din (6.27) rczultd i cxistd ¢ = e(g) € (¢, b) astfcl
incat
<

/ﬁf(m,t) dz — F(t) , (V) eleb), ted (6.35)

£
3

De 2ici rezultd

‘fb flz,t) dz| < %, (V) Beleb),ted (6.36)
B

Pc de altd parte, pentru ¢ € J arbitrar gi # carc verificd (6.36), avem

+ u: flz,to) dz
(6.37)

Din continuitatea functici f rezultd ei |f(z,t) — f(z,ta)| cste mirginitd pe
compactul [, #] X J astfcl e sc poate aplica teorema 6.11 pentru a deduce
cd cxistd §(e) > 0 astfel incit pentru |§ —fo| < §

B b
|Fm—ansL|ﬂmn—ﬂmmwmﬂéfmﬁwm

A £
[ 1ttt = ot da < (6.38)
Din (6.37), (6.36) si 6.38 rezultd
|F'(t) — F(to)| <& pentru [t —tg| < §
deci F' este continud in #g. O

Teorema 6.13. (Derivarca integralel cu paramctru) Presupunem ed, pen-
tru fiecare z € I, functia f(z,t) edmite derivate partiale pe J gi cé functia
— %(m,t) este integrabild (Lebesque) pe I pentru oricet € J. Dacd ezistd
o functie g: I — R integrabild pe I astfel incat

af

a—t(m,t) <g(z), Mzelteld,

atunci integrala cu parametru F(t) = /f(m,t) dz este o functie drivabild gi
1
avem

af

F'{t) = : g(m,t) dz (6.39)
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Demonstragie. Fic tg € J arbitrar. Conform tcorcmei cregterilor finite a lui
Lagrange cxistd un punct &(z) situat intre Z4 gi ¢ astfel incit

f(z,t) = flz, b _ 9f
P— 57 (@ &(2)).

De aici ¢i din ipoteze rezultd

‘f(m’t)__ fostol & gta), (zetted (6.40)
n (6.40) gi teorcma 5.13 rezulty
=g t—ty t(} f—!-fo t — f@
_ o [l - = t] , _ [0F
_fft]lglo [ — dz = Ia—t(m,t@) dz
L

Teorema 6.14. (Formula dc derivare a lui Leibniz) Fie T compact, J de-

schis gi f: IXJ — IR continud. Presupunem cd ezistd - gi este continud pe

I'xJ iar functiile o gi 8 sunt derivabile pe J. Atunci integrale cu parametru

A1)
=/ f(z,t) dz este derivabild pe J gi avem
e(t)

B(t)
o = [ O (o ydo + B0 F(BE),0) — (O f(alt),r)  (641)
at) ot

Demonstratie. Din rclatia (6.30), pentru to € J arbitrar, dedueem

F(t) ~ Flto) _ ("% f(z,1) — f{z,10) L
L _fﬂ dm—l——]ﬁ fle,t) de

t—t [
;fo} " ¢ @ J5(t0) (6.42)
— 1) d
2o Joge) f(z,t) de
Deoarece - cste mirginitd pe compactul I X [e(to), B(ta)], din tecorema
6.13, deducem
flto) _ Bto)
Tim f(2,t) = J(z,to) dm—/ 9 (3. 10) d. (6.43)
i—ip e{io) it —to () ot

Pec de altd parte, folosind o formuld de medic pentru integrald, rczulti cd
existd & intre (ko) si F(2) astfel incét

L0 g B0 =B

—_— t
t—1g 5(60) ? t—tg f(éﬁ 0)
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i cum B(t) — B(to) (deci & — F(to)) cind t — to rezultd

. 1 B(t) ,
580 £ — g /ﬁ(to] f(z,t) dz = §'(to) f(B(ta), to) (6.44)
Analog sc obtinc
fim L a(f)f(m?t) de = o' (1) f(alto), to) (6.45)

t—ty § — t(]. cr(fo]

Ficind t — tg in (6.42) gl tindnd scami de (6.43), (6.44), (6.45) sc obtinc
(6.41) scrisd in t = tq. O

Teorema 6.15. (Schimbarca ordinii de integrarein integrala cu parametru)
Fie I = [a,b] g J compacte iar f: I X J = R continud. Atunci

/: (/Jf(m,t) dt) do = /J (/:f(:r:,t) dm) d (6.46)

Demonstratie. Pentru z € [a,b], considerim

Fla) = /Ufwdt)dmla /(/futdn)

Sc deduce cu ugurintd cd F' gi G sunt derivabile pe T gi

- [ s@ =6
Dar F(a) = G(a) =0, deci F' =G pe [, b)]. O

Observatia 6.7. In fapt rclatia 6.46 cste o simpld consccintd a rclatici
(6.5), valoarca comuni a cclor doui integrale din (6.46) fiind valoarca inte-
gralei duble pe T x J.

Exemplul 6.18. Dacd F'{t / f(2)(t — 2)" dz cu f continud, atunci

Fiity=n | fla){t—2)" ' das
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Teoremele 6.13 gi 6.15 pormit cvaluarca unor integrale carc nu pot fi
calculate prin metodele uzuale (schimbare de variabild, prin pirti, cte.)
Exemplul 6.19. Considerdm intcgrala

I{e,b) = /Izln(.:t;2 sin?z + b2 cos” z)dz, a,b > 0
a

Intcgrala depinde de doi parametri @ gi b. Notdm f(z,a,8) = In{e?sin? z +
b? cos? z) gi considerim un interval arbitrar (8, A), 0 < § < A < oo. Pentru
a € (8, A) avem

af < 2Asin?z

da = &2
astfel & sc poate aplica teorema 6.13 g avem

n .
oI 2 2a sin? 2 p
= T
O o a?gin®z + b2cos?x

iar in urma schimbirii de variabild tg 2 = « obtinem succesiv

g_2 ®© gu? 1 it — 2ab? oo du
de ~ T Jo eZu? 407 14 u? = gz o e?u? + b2

4
_QG/md‘tﬁ_ﬂ'b_ﬂ'a_ﬂ (6.47)
B2—a? f, 1+u2 82—-a2 8 —a? a+b
Similar, pentru b € (&, A), obtinem
or T

Din (6.47) sc obtinc I{a, b) = 7 In{b+a)+C(b), carc prin derivarein raport cu
b &i utilizarca rclatici (6.48) conduce la C'(8) = 0, deci C(b) = K (constant).
In accst fcl avem

Iae,b)=rln(b+a) + K

gl punind ¢ = b = 1 gisim K =In2. Rezultatul final cste I{e,b) =xln %‘—b
valabil pentru orice ¢, b > 0 deoarcee & gi A sunt arbitrare.

Exemplul 6.20. Fic

w0 e
r:/ ereaLOT T BT e 0> 0, b€ R
0 €T

Obscrvim ci integrala poate fi scrisd sub forma

=] B
I:/ (] ¢~ cosvm dv) dx
a c
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carc prin aplicarca teoremdai 6.15 devine

B =]
I= / (f ¢ *“Ccosvm dm) dv
[ a

Un caleul gimplu aratd c&

a
a? + v?

[w ]
/ ¢ eosvzdr =
a

astfcl c&
fea [ =% anete? —arete ©
=a z g7 = arctg - —arctg

In particular, pentru & = 18i ¢ = 0 gisim

ol 4 1
Fa) = / C_msn;m dz = arctg 4> 0 (6.49)
a

Folosind teorema 6.10 gi 6.12 rezultd ¢d F' cste continud pe [0, 00). Astfel
din

, . 1 T

lim F{e) = lim arctg =5 F(0)

o™ a0
sc ob{inc rclatia remarcabild
“ gin z T
L . de = 3 (6.50)
|
Observatia 6.8. Similar sc demonstreazd rezultatul mai general
/0 sm:m de = gsgnoz (6.51)
6.4 Functiile euleriene
Definitia 6.9. Functia Gamma, I': (0, 0) — R sc definegte prin
I'(t) =] 2'~e™? du (6.52)
0

Integrala care definegte functia Gamma cste convergentd conform cxem-
plului 6.6.14.
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Proprietatile functiei Gamma
1. T{(1) =1; I'(1)=+r.

Intr-adevir I'(1) =/ ¢ ¥dx =1. Dacd notim T =j v dy ob-
o 0

1 [w] [w.]
r (—) = f 5"7¢™ da / oY dy = 21
2 o 0

Intcgrala I a fost calculatd la exemplul 6.6.4 dar aici vom mai da o
mctodd pentru caleulul ¢i. Din cgalitatca ugor de demonstrat dacd sc
face schimbarca de variabild uy =t

[wr]
I =/ yc_yzuz dy
0

ot bt
SCrvam L£a

sc obtine

f [yc v c '-"‘2“2551.5] dy =] f [yc'f(1+“2)dy] du
o Jo

_‘.-’T
_20 1+n_4

carc conduce la I = g

2. Tt + 1) = tT'(t).

Intr-adevir, cfectuind o integrare prin prti avem

r't+1)= ] #ie % de = —2ic?
a

+ f "1™ da = tT'(2)
o a

3. T'(t) > 0 pentru orice t € (0, 00).

Accasta cste o consccintd a faptului cd, pentru fiecare ¢ € (0, 00) fixat,
functia 2 — 2?~le™% cste strict pozitivE pe o multime de msurd
Lebesgue strict pozitivd (in fapt de msurd oa).

4. Gamma cste o functic convexd de clasi C*(0,00) g avem

) (1) =/ 2 (In 2)"c™% da
o

Fic 0 < & < A arbitrarc gi notim f{z,t) = z*"1¢™®. Pentru orice
te (8 A) gz e (0,00) avem

‘ mt| Inz|e™ dz < g(z)
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unde
szb~1c®, O<z<1
g(ﬁ?) = A=1_ -z
Ae*=te™®, 2 2>1

iar ¢ cste integrabild pe (0, o0). Conform teoremei 6.13 rezultd deriva-
bilitatca funetici I' in orice punct £ € (§, A), deci pe (0, 00) deoarcee &
gi A sunt arbitrare. Accst rationament poate fi aplicat succesiv pentru
a ardta c& functia [ cste indefinit derivabild. Din T'(f) > 0 rezultd
proprictatea de convexitate.

Observatia 6.9. Din proprictatca 2 ac deduce relatia
I'{n+1) =a! (6.53)
carc aratd cd functia Gamma cste o extindere a functici factorial.

Definitia 6.10. Functia Beta, B: (0,00) x {0, 00) — R sc definegte prin

1
Blog)= [ o (1- 0y do

Folosind incgalitatca ab < a+b, (¥) a,b € [0,1]deducem 27~ (1-z)¢"! <
2P~ (1 —2)et, (V) 2 € [0,1] ¢, cum integralele

! 1 ! 1
/ g¥ lda = = / (1-2)"tde ==
a p 0 q

sunt convergente, rezultd cd functia Beta cste bine definité.
Proprietatile functiei Beta

1. B(p,q) = B(g, p).
rezultd imediat dacd sc face schimbarca de variabild y = 1 — .

2. B(p,q) > 0 pentru orice p,¢ > 0.

Acclagi argument ca la prop. 3 a functici Gamma.

_T{p g

3. B = =2,
9 =7 )
Dacd facem schimbarca de variabild 2z = ty, t > 0, in (6.52) cut =p
sc obtine
T(p) = / tFyr e dy
0
dc unde

—=f0 yF e dy. (6.54)



6.4. FUNCTILE EULERIENE 157

In (6.54) facem inlucuirile p~ p+ g, t~ t + 1

7(5(4{’;3;{2 = f yrreto (Y gy, (6.55)
a

Relatia (6.55) o inmul{im cu ¢#~! gi o intgrim in raport cu t pe (0,ty)

=] tp—l =] =]
— p—1 r+g—1 —(t+1)y
I'{p+4q) ./0 = dt ]0 [t .[o Y c dy] dt
(6.56)

Pentru caleului integralel din membrul sting al relatici (6.56) sc face
schimbarca z = t-i—il gi gisim ci ca arc valoarca B(p, ¢), astfcl ¢ (6.56)
devine

T'(p+¢)B(p,q) f [t?" f yP T 1-(f+1)'ydy] dt.  (6.57)

In membrul drept din (6.57) folosim tcorcma 6.2 (schimbarca ordinii
de integrare) gi (6.54)

T'{p+¢)B(p,q) = / [y"’*'q'lfy / e dt] dy
1] 1]
(v _ _ 1’1 (v _ _
=/ y*Tele L) dy=F(P)/ y* eV dy = T(p)T{q)
a y¥ a

4. Pentru 0 < ¢ < 1 avem
T

Bla,1 —a) =

(6.58)

gin amr

Relatia de demonstrat revine la (v. prop. 3 a functici Beta)

T(a)T(1—a) = —

gin a7

Ma)T'(1 —a) = L L 241y~ e~ (5Y) dudy

gl cu schimbarca dec variabile v =z + gy, v = ” obtinem

oo o d‘tﬁdi} o Ua—l
I'{a)T(1 — = = p* g7 =f d
(a)T(1 — a) /0 ./o C R Tt v

Ultima integrald sc calculcazi folosind un rezultat din teoria functiilor
complexe (calcul de integrale reale folosind reziduuri). Conform aces-
tui rezultat avem

' yo—1 i c(a—l)lnz
F(C&)F(l - ﬂ}) = 2miRcs (1 _I_z,—].) = WRA}S (T} _1)

T

2mi {a—1)mi

=— ¢ _
1 — ¢2mi{e—1) gin am
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i
[FSE dz sc face

Exemplul 6.21. Pentru a calcula integrala T =/ (
o

schimbarca de variabild = = li—t g1 gisim
INEARME

r=p(%3 _TEITE) 11y 3y 1 T _ T

4'4 I'(2) 4 \4 4 4s5inf  2+/2
[ |
Exemplul 6.22. In integrala T = /f sin® x cos? = dr sc poate face schim-

g
1
2y =t giscobtine I = §B (g?g) = ;—2
[ |

barca sin

Exemplul 6.23. In intcgrala I =f zfexp(—z?) dz, p > -1, ¢ > 0, sc
o
1 1
face schimbarca 29 = ¢ gi sc obtine T = EF (%) .



