Capitolul 4

Transformari punctuale.
Difeomorfisme.

4.1 Definitii si exemple fundamentale

O transformare punctuald este o functie cu anumite proprietati intre doi
deschisi care “duce punct in punct”. (v. [17], [22]). Mai exact:

Definitie Fie A ¢ R?, B ¢ R™ doui multimi deschise. Se numeste
transformare punctuald de la A la B orice aplicatie F': A — B de clasa
Cl(A).

Asadar, oricarui punct z = (z1,22,...,24) € A ii corespunde un punct
bine determinat F'(z) = (y1,¥2,...,Ym) € B si dacd notam f; =pro f, j =
1,2,...,m, atunci avem

yi = fi(z1,29,...,2q), j=1,2,...,m

si scriem I = (f1, fo, -+, fm)-

A

B |- —/ M(X’y)

|

|
_IA | )
(0] A

Fig. 4.1: Coordonate polare

Definitie Daca d = m, atunci transformarea punctuala F: A — B se
numeste difeomorfism (sau izomorfism diferentiabil) dacd F este bijectiva
iar inversa sa F'~': B — A este de clasi C'(B).
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Fie A € R? este deschisi. O aplicatie injectivi F': A — R? astfel incat
B = F(A) este deschisd iar F': A — B este un difeomorfism este numitd
schimbare de coordonate. Astfel pentru orice punct x € A, setul de d numere
reale (fi(z), fo(2), ..., fa(z)) se numeste coordonatele lui x relativ la F.

Exemplul 4.1. 1. (Coordonatele polare) Fie A = R*\{(z,y) | z > 0,y = 0}
si ': A — R? cu componentele date de z = fi(p,0) = pcosf, y =
f2(p,0) = psinf. 1In Fig. 4.1 avem OM = p si ZMOA = 6. Aicdi
B=F(A)=A{(p,0)| p>0,0<86 < 2r}.

2. (Coordonate cilindrice) Fie A = R*\ {(z,y,2)| 2 >0,y =0,z € R}
si F: A = R® cu componentele date de = = fi(p,0,2) = pcosf, y =
f2(p,8,2) = psinb,z = f3(p,0,2) = 2. In Fig. 4.2 avem OM' = p,
LM'OA=86,iar B=F(A)={(p,0,2)| p>0,0<80<2m,z€ R}

3. (Coordonate sferice) Fie A = R*\ {(z,y,2)| = >0,y =0,z € R}
si F: A — R® cu componentele date de = = fi(r,0,¢) = rsinfcosgp,
y = fa(rf, @) = rsinfsinp, z = f3(r,0,¢) = rcosp (v. Fig. 4.3). In acest
caz B=F(A) ={(r,0,¢)| r>0,0<0<7,0<¢<27}.

Fig. 4.2: Coordonate cilindrice

Teorema 4.1. (de caracterizare a difeomorfismelor) Fie F': A — B, F =
(fis fas -+, fa4), o aplicatie bijectivd de clasd C'(A). Afirmatiile urmdtoare
sunt echivalente:

a) F este un difeomorfism;

b) pentru orice punct a € A, diferentiala dF(a): R? — R? este un
izomorfism liniar (i.e. o aplicatie liniard §i bijectivd; matricea unui
izomorfism liniar este inversabild) si G = F~! este continud pe B;

c) pentru orice punct a € A, matricea jacobiand Jr(a) este nesingulard,
D .
adicd CALRLIRRINL) (a) #0 st G = F~! este continud pe B.
D(zy,22,...,24)




4.1. DEFINITH S EXEMPLE FUNDAMENTALE 85

Demonstratie. Echivalenta b) <= c¢) este evidentd deoarece Jr(a) este
matricea diferentialei d/'(a) in baza canonica.

©A

M(x,y,z)

Fig. 4.3: Coordonate sferice

a)=b) Fie a € A i b = F(a). Functia GG este diferentiabila (deci
continui) deoarece este de clasi C1(B) (cf. teoremei 3.3). Din FoG = 1p
si Go I’ =14 rezultd (v. (3.38)) cd Jp(a) - Jg(b) = 1 si Jo(b) - Jr(a) = 14

astfel cd Jp(a) (deci matricea aplicatiei liniare 7' = dF(a)) este inversabila.

b) = a) Este suficient sa ardtdm ca G este diferentiabild in orice punct
b € B. Intr-adevar, in acest caz (G are derivate partiale in orice punct si,
cum det Jp(z) # 0 pentru = € A, elementele inversei [Jr(a)]™! = Jg(F(z))
vor fi continue, adica G € C'(B). Fie acum a = G(b) deci b = F(a). Cum
F este diferentiabila in a, avem

F(z) = F(a) + T(z — a) + o(||z — d]))

_ o(llz —all)

de unde, notand y = F(z) si e(z) = i I rezulta
T—a

r—a=T""(y-b)—|lz—al| T (=(2))

Sau

Gy) = GO) =T~y = b) = —lz — al|[ T™(e(x))

o T—l )
si rdmane de ardtat ca lim Iz — all ((2))
y—b ||y — bl
||z — all
||y — bl|

b (deoarece lim,_,oe(z) = 0). Or, o teoremd cunoscutd de algebrd liniara

=0, iar pentru aceasta este

suficient de demonstrat ca raportul este marginit in vecinatatea lui
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spune ci existd ¢ > 0 astfel incat |7~ (||y — b]|)|| < ¢||y—b|| de unde rezulta

||z — af|
< 2c

|z —al| <clly— bl + [|lz —a| | T7" (e(2))|| = =2l =

O

Corolarul 4.1. Compunerea a doud difeomorfisme este un difeomorfism.

4.2 Dependenta functionala

Multe rezultate importante ale analizei reale sau complexe pun in discutie
proprietati “locale”, care au loc in vecinatatea punctelor unui deschis. Teo-
remele din sectiunile urmatoare fac parte din aceasta categorie, au o importanta
deosebita in Analiza matematicd, iar demonstratiile lor sunt laborioase si
sunt prea tehnice, astfel cd le omitem (se pot gasi demonstratii in [2], [17],

[21]).

Teorema 4.2. (teorema deinversare locali) Fie A C R? deschisd si F: AR?
o aplicatie de clasd C1(A). Dacd a € A este un punct pentru care matricea
Jr(a) sd fie nesingulard, atunci existd un deschis U € R? astfel incita € U,
mulfimea F(U) este deschisd iar F stabileste un difeomorfism intre U gi

F(U).

Observatia 4.1. 1. Chiar dacd dF(a) este un izomorfism pentru orice
a € A nu rezultd in general ca F este injectivd. Pentru aceasta putem
considera exemplul

F:R* = R? F(z,y) = (e cosy, e” sin y)

deci forma reala a functiei .

2. In conditiile teoremei 4.2 rezulta ca, daca fi, fo,..., f4 sunt compo-
nentele lui Fiar y1,y2,...,y4 € V = F(U), atunci sistemul fi(zq,...24) =
Yty fa(Z1, ... 24) = yq are o solutie unicd z = (z1,...24) € U. Se poate

spune ca, local, sistemul admite solutie unica.

3. In conditiile teoremei 4.2 functia I este o schimbare de coordonate
intr-o vecindtate a oricarui punct unde matricea Jr este nesingulara. Deci,
local, functia I este o schimbare de coordonate.

Definitie Fie I': A — R™ o aplicatie de clasi C! pe un deschis A ¢ IR?.
Se numeste rangul lui I’ intr-un punct ¢ € A (notat rg,F’) rangul matricii
Jr(a) sau echivalent, rangul aplicatiei liniare dF(a): RY — R™; evident
0 < rg,l’ < min(m,n).

Teorema 4.3. (Teorema rangului) Presupunem cd F are rang constant,
egal cu k, intr-o vecindtate a punctului @« € A. Atunci existd o vecindtate U
a lui a, o vecindtate V a lui b= F(a) (cu F(U) C V), precum si vecindtdti
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U, (respectiv Vy) ale originii din R (respectiv R™ ), astfel incdt sd avem o
diagramd comutativd de forma datd mai jos, unde @ $i 1 sunt difeomorfisme
cup(a) =0, P(b)=0 gi pr(z1,...,24) = (z1,...,24,0,...,0).

v v

o
U, 25w

Intuitiv se poate spune ca, dacd aplicatia F' are un rang constant k,
atunci, prin schimbari de variabile, ea devine pg. Subliniem ca este vorba
despre o proprietate locala.

Aplicatia I este numitd imersie (respectiv submersie) in punctul a €
A dacg diferentiala df(a) este injectivd (respectiv surjectivd). Dacd este
imersie (respectiv submersie) in orice punct din A, atunci F' este numitd
simplu imersie (respectiv submersie). Teorema 4.3 arata ca, daca d < m si
F este oimersie (i.e. rg,F = d, (V) z € A), atunci I’ se comporta ca aplicatia
pd. De asemenea, dacd m < d si I este o submersie (rg, ' =m, (V) z € A),
atunci I’ se comporta ca aplicatia p,,. Daca m = d si rg. F = d, (V) z € A,
atunci F este local un difeomorfism.

Definitie Fie A C R? deschisi si nevidi. Functiile fi,..., fm: A = R,
m < d, de clasd C'(A) se zic independente functional pe A dacd rangul
aplicatiei ' = (f1,..., fm) este m in fiecare punct din A. Aceasta este
echivalent cu faptul cd m < d si F este o submersie pe A.

Teorema 4.4. (de dependenta functionald) Fie fi,...,fn: A > R, m <
d, de clasi CY(A) si F = (f1,..., fm). Dacd, oricare ar fix € A, rg,F =
k < 'm, atunci functiile f1, ..., [, satisfac local m—k relatii functionale. Mai
precis existd functii Oy, ..., 0., de k variabile astfel incdt f; = O;(f1, ..., fr)
pentru k + 1 < 1 < m, in vecindtatea punctului a.

Exemplul 4.2. 1. Functiile fi(z1,22) =sin 2122 si fo(z1, 22) = coszy24
sunt dependente functional deoarece rangul matricii lor jacobiene este k£ = 1;
dealtfel fZ+ fZ =1in IR* ([8]).

2. Matricea jacobiana a functiilor fi(z1, 22, 23) = z1+22+23, f2(21,22,23) =

22 + 22 + 22 5 f3(w1,79,23) = @93 + 237 + 2173 este k = 2 si, cum

m = n = 3, rezultd cd fi, f2, f3 satisfac o relatie functionald in vecinitatea
2

2 Yi — Y2

oricarui punct; dealtfel fo = f{ — 2f3 deci pundnd O(y1,y2) =
rezultd ca f3 = O(f1, f2) ([8]).

2

4.3 Functii implicite

Daci A ¢ R* s f: A — R™, atunci graficul functiei f este multimea
din R
Ny ={@yeR*" |acay=f@)]
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Daca n = 1 graficul I'y se poate reprezenta in plan (v. e.g. [6], [11])
si reprezinta, de obicei, o curba. Pe de altd parte nu orice curba din
plan reprezintd graficul unei functii; este suficient sd consideram cercul

G={(z,y) eR*| 2* +-y* = 1}.

In general o ecuatie in y de forma f(zy,...,24,y) = 0, pentru z =
(z1,...,24) dat, nu se rezolva; totusi fiind dat un punct (a,b) astfel ca
f(a,b) = 0, intereseazd conditiile in care exista o solutie y = ¢(z) in

vecindtatea punctului a. Aceastd functie ¢ se numeste functie datd implicit
de ecuatia initiald. Aceste consideratii se extind la sisteme de m ecuatii cu
d + m necunoscute care “se rezolva” in raport cu m dintre necunoscute.

Fie ®1(z,y),... P (2, y) functii de cate d + m variabile reale
z = (z1,..,24), ¥ = (Y1, .., Ym), de clasi C' pe un deschis U ¢ R¥™,
Fie

M={(z,y) e U | ®y(z,y)=0,...9,(z,y) =0}

Problema este de a stabili conditii care si asigure cd M este graficul unei
aplicatii ¢: A — R™ (cu A C R? deschis) sau echivalent, existenta si
unicitatea solutiei sistemului de m ecuatii cu m necunoscute
(1, 23U, Ym) =0, 1 <0 < m.

Teorema 4.5. (Teorema functiilor implicite) Presupunem cd intr-un punct

(a,b) € M C R™*™ qvem D(®1,.. - ®m)
D(y17"'7ym)
deschise A C R?, B C R™ si o aplicatie ¢: A — B de clasid C" astfel incit
ac€ A be B, b=y(a), AX B CU siin plus, multimea M NAx B coincide
cu graficul lui ¢, adicd

{(z,y) e Ul @i(2,y) =0,... 0 (2,y) = 0} = {(z,¢(2)) | z € A}

(a,b) # 0. Atunci existd mulfimile

In acest fel, intr-o vecindtate A x B a oricarui punct fixat (a,b) din
M unde jacobianul functiilor ®¢...®,, in raport cu uy,..., vy, este nenul,
multimea M este un grafic; functia ¢: A — B are componentele ¢;(z1, ..., z4),
1 <i<msiavem ®(z,p(z)) =0, adicd

Si(z1,. ., zd,01(T1, -y d)y ooy (21, ., 2q)) =0, 1< <m (4.1)

Se spune ca functia ¢ = (@1, ..., ¢m) este datd implicit de
Di(z1,. . 2dy Y1, Ym) =0, 1 < i <m (v. Fig. 4.4).
Prin derivarea relatiei (4.1) in raport cu z se obtin relatiile:

8(1)2' = 8<I>2- 899]‘ -

+ — =0,1<1<m (4.2)
Oz, et dy; Oz,
ds deom
Relatia (4.2) poate fi considerata ca un sistem cu necunoscutele ﬂ, e, L,
oz, Oz,

prin a carui rezolvare se obtin aceste derivate partiale.



4.4. EXTREME 89

/B _ \‘\ P(a.0)

(0] A X
Fig. 4.4: Functii implicite

In particular, pentru m = 1 sistemul (4.2) se reduce la o singura ecuatie

08 020p
dz, 0Oy Oz, N
de unde se obtine formula importanta
)
0 Oz,
- _ 7k 4.
Iz 92 43
dy

Exemplul 4.3. Fie functia z = z(z,y) datd implicit prin 2® + y> + 2% —
3zyz = 0. Din (4.3) rezultd

0z 2% - Yz dz  y -2z

dr 22 —zy’ dy 22 -1y
4.4 Extreme
Fie A ¢ R? deschisi si f: A — R, f de clasi C?(A). Pentru a =

(ar,az,...,aq) € A notam

0 0
T = L@ —a) bt Sy~ an), 2 = w4
1 d

iar cu [Ta(m)](k) puterile formale ale lui T,(z); de exemplu, pentru k = 2

d

Multimea

[a,x]:{yeRd| y:(l—/\)a—l—/\;r,ng\gl}



90CAPITOLUL 4. TRANSFORMARI PUNCTUALE. DIFEOMORFISME.

este segmentul inchis cu capetele a si x, iar
(a,x):{yE]Rd| y=(1-XNa+Xz,0< A< 1}

este segmentul deschis cu capetele a si x. Un punct y € [a,z] are coordo-
natele yy = (1 — Nay + Azq,...,ya = (1 = N)aqg + Azg4.

Teorema 4.6. (Formula lui Taylor pentru functii de mai multe variabile)
Fie r > 0 astfel incdt B(a,r) C A. Pentru orice x € B(a,r) avem

N L1C0) L (€D K
1! 2! (p—1)! p!

(4.4)

unde in T(z) derivatele partiale sunt calculate intr-un punct £ € (a, z).

Demonstratie. Fie s = (sq,...,54), ||s|| = 1, un versor din R?. Daci t €
(—r,r), atunci a + ts € B(a,r) C A si consideram g: (—r,r) = R, g(t) =
fla+1ts) = f(ay +ts1,as+tsg,...,aq+tsq). Folosind regula de derivare a
functilor compuse avem

:z_:_ N

||
i Mg |

i 92
P o°f . — [ (2)
(Z Joi0a, (a+ ts)szs]) = ]2:1 2,02, (a+ts)s;s; = [g' ()]

Procedand in acelasi fel se arata prin inductie ca

90 = 9(0) + 2 (0 + -+ g0+ Dg0e) @
1! (p—1)! ! 0 ‘
unde & € (0,¢). Notam a + ts = z, deci tsy = 21 — a1,...,t84 = x4 — aq, si

din (4.5) rezultd

(k)
190 = O = | L@ oot Lo
de unde
(k)
Ot = | gh@es ot ghoms] = men®
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Intrucat & € (0,t) vom avea & = At cu XA € (0,1) spunem & = a + &s =
a+ Az —a)=a(l—A)+ Az, deci £ € (@, z) Tinand seamd de (4.7), relatia
(4.6) devine

T ()] (2)](Pm1) g
o) = flares) = fa) + 2274 G TR g,
P (»)
%?g“”(€o)=: [é;gi(a-+-508)t81-+ "'+-é§g;(a-+-§os)tsd]
(»)
= [%<6)<w1 —ar)+-+ %(5)(% - ad)] = [T} (x)]®
O

Corolarul 4.2. In conditiile teoremei 4.6 avem

x 2)](2) z)|P
te) | [Tate) LG | s app) 09

f(z) = fla) + +o 4

Demonstratie. Comparand cu (4.4) rezultd ca este suficient sa aratam
(T3 (@)]P = [Ta(2))” = o(llz — al|")
Pentru aceasta observam ca

75 ()] = [Ta(2)]] <

orf orf
M;ad:p oy -3ad$d(£) ~ e -(?adacd(a) 21 — @] - |2y — ag
si apoi, din continuitatea derivatelor partiale de ordinul p si majorarea
|21 — a1 - |zg — aq*? |z — a2y — ag]™
||z — all? T e —all T lz—alje =

e TP - 1P|

lim —* - =0

2 e —all
deoarece z — a = £ — a. O

Definitie Fie A ¢ R?, f: A — R de clasi C'(A).

1. Punctul ¢ € A se numeste punct de extrem local pentru f daca
diferenta f(z) — f(a) pastreaza semn constant intr-o vecindtate a sa; dacd
acest semn constant este plus, atunci punctul este un minim local, iar daca
este minus, atunci punctul este unmazim local.

2. Punctul a € A se numeste critic (sau stafionar) daca df (a) = 0, adica
%(a) =0,2=1,2,...,d.

k3
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Teorema 4.7. (Fermat) Un punct de extrem local este punct critic.

Demonstratie. Fie 2 = a un punct de extrem si r > 0 astfel incat B(a,r) C
A. Considerdm ¢: (—r,r) = R, g(t) = f(a + ts) unde s = (s1,...,54),
[Is|| = 1, este un versor oarecare. Prin ipotezd, punctul £ = 0 este un punct
de extrem local pentru functia de o variabild g; rezulta (v. e.g. [6], [11]) ca
¢'(0) = 0. Dar

d d J
g’(()) = %[f(al +its1,...,aq9+ tSd)] t:(): 8—;[1((1)81 + -+ 8—;;(@),% =0
Aceasta relatie fiind valabila pentru orice versor s rezulta
af . of B
aTﬁ(“)—"'— T%(a)—o

O

Observatia 4.2. (importanta) Reciproca teoremei lui Fermat nu este in
general adeviratd; deci pot exista puncte critice care s3 nu fie de extrem (v.
exemplul urmator). Un punct critic dar care nu este de extrem este numit

punct sa.
J
Exemplul 4.4. Fie fR? = R, f(z,y) = 2®4+y> — 3zy. Sistemul 3_f =0,
x
g—f = 0 se scrie 22 —y = 0, y> — 2 = 0 si are solutiile (deci punctele
)

critice) 0O(0,0), A(1,1). Punctul O(0,0) nu este punct de extrem (deci
este punct sa) deoarece diferenta f(z,y) — f(0,0) poate fi atit pozitiva cat
si negativd in orice vecindtate a originii; intr-adevar, putem lua y = 0 si
atunci f(z,0) — £(0,0) va avea semnul lui z.

In continuare vom cduta conditii suficiente ca un punct critic sa fie de
extrem.
Propozitia 4.1. Fie (a;;,1 < i,j < d) o matrice simetricd de numere

d
reale iar ¢(z) Z a;;z;x; forma pdtraticd atasatd. Dacd ¢ este pozitiv
1,5=1

definitd (adicd ¢(z) > 0, (V)z # 0), atunci existd X > 0 astfel incdt
() > Myll?, (V) y € RE.

Demonstratie. Considersm sfera S = {z € R?| ||z|| = 1} care este com-

pactd (deoarece este marginita si inchisd, v. sectiunea 2.4). Conform teo-

remei 2.8 rezultd ca exista £ € S astfel incat in‘gap(m) = (&) > 0. Asadar,
S

dacd notam X = ¢(§), vom avea ¢(z) > A pentru orice z € S. Pentru y # 0

arbitrar punem z = W si rezulta
)
Yy Py
o () = 0 2 a0 2 AP, (9w #0

iar aceasta inegalitate are loc si pentru y = 0. U
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Teorema 4.8. (Conditie suficientd de extrem) Presupunem cd f € C*(A)
st fie a € A un punct critic.

1. Dacd forma pdtraticd d* f(a) este pozitiv definitd, atunci punctul z =
a este punct de minim.

2. Dacd forma pdtraticd d?f(a) este negativ definitd, atunci punctul
x = a este punct de mazxim

Demonstratie. 1. Prin ipotezd T,(z) = 0 iar din propozitia 4.1 rezultd
existenta lui A > 0 astfel incét
 f(a) (@ — @) = [T (@)]® 2 AlJo — a2, o € R (4.9
Apoi, din corolarul 4.2 rezulta
1 2) 2
J(@) = J(@) + 5 [Ta(@)]™ +o(l|lz — all) (4.10)
Astfel din (4.9) si (4.10) deducem

2 |z —q?
(4.11)
Cum )
o ollle—all)
z=a |z —al?
va rezulta f(z) — f(e) > 0 intr-o vecindtate a punctului a.
2. Se aplicd rationamentul precedent pentru functia —f. O

Corolarul 4.3. In conditiile teoremei 4.8, pentru d = 2, fie (a,b) un punct
critic $i notam:
0*f

r=—-
0z2

_ 2
- 5

_ 0*f
- 9zdy

(@,0); t = 2L (a,0); 5 (,b)

1. Dacd rt —s* >0 si r > 0, atunci punctul (a,b) este punct de minim.

2. Dacd rt —s? > 0 gi r < 0, atunci punctul (a,b) este punct de mazim.

3. Dacd rt — s? < 0, atunci punctul (a,b) nu este punct de extrem (adicd

este punct sa).
Demonstratie. Avem

rt — 52

2
d?f(a,b)(u,v) = ru® + 2suv + tv? = r [(u + §v> + - ’U2:| (4.12)

Astfel pct. 1 si 2 rezultd din teorema 4.8 si (4.12). Pentru a demonstra pct.

T — —b
v (17 8= i si din (4.10) obtinem
w w

3 punem w = ||(z —a,y — b)|| a =

flz,y) = fla,b) = (roz2 +2sa3 + 1% + Og‘;?) W? (4.13)
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Functia de gradul II, ry% 4 2sy 4 ¢ are rdd#cini reale deci va avea atat
valori pzitive, cat si negative, atunci cand v parcurge IR. Pe de altad parte,
a?+3? = 1, astfel ci, atunci cind punctul (z,y) parcurge un cerc cu centrul
in (a,b), valorile a si 3 parcurg intervalul [—1, 1] iar valoarea v = % parcurge
IR. Mai observam ca, atunci cand (z,y) parcurge o semidreapta ce pleaca
din (a,b), valorile « gi § raman constante, in timp ce

o(w?)

=0

lim 3
(z,y)—=(a,b) w

Tinadnd seamad de toate acestea se deduce cu usurinta, din (4.13), ca f(z,y)—
f(a,b), in orice vecinatate a punctului (a,b), are atat valori pozitive, cat si
negative. U

Observatia 4.3. 1. Corolarul 4.3 nu precizeaza ce se intampla daca
rt —s? = 0.
2. Hessiana unei functii f € C?(A) in punctul critic ¢« = (aq,...,a,) € A

este matricea )
o°f
H = c1<q9,7<d
(8332'856]') = hI s

care este o matrice simetrica deci are toate valorile proprii reale. Tinand

seamd de teorema 4.8 gi unele rezultate cunoscute de algebrd rezulta:

a) Dac3d toate valorile proprii ale lui H sunt strict pozitive, atunci punctul
a este punct de minim local.

b) Daca toate valorile proprii ale lui H sunt strict negative, atunci punctul
a este punct de maxim local.

¢) Daca H admite atat valori proprii strict pozitive, cat si strict negative,
atunci punctul @ este punct sa.

d) Daca toate valorile proprii ale lui H sunt pozitive (negative) si cel
putin una dintre ele este nula, atunci teorema 4.8 nu poate fi folosita.
In acest caz trebuie studiat semnul expresiei f(z) — f(a) prin alte
metode, de exemplu folosind o dezvoltare Taylor de ordin superior.

Exemplul 4.5. 1. Si determindm extremele functiei f: R* = R, f(z,y) =
2t + yt — Szy.
Punctele critice se determind prin rezolvarea sistemului

m3—2y:0
y?—2x =10

si acestea sunt O(0,0), A(v/2,v2), B(—v/2, —v/2). Vom folosi corolarul 4.3

si avem:
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e Pentru punctul O, r =t =0, s = —8, deci rt — 5% < 0; nu este extrem

e Pentru punctul A, r = ¢ = 24, s = —8, deci rt — s> > 0, r > 0; este
punct de minim

e Pentru punctul B, r =t = 24, s = —8, deci rt — s> < 0, r > 0; este
punct de minim.

2. Fie f: R® = R, f(z,y,2) = 22 + 2y* + 2% — 22y + = — 22. Rezolvand
sistemul

20 —2y+1=10
20—z =0
z—1=0
se gaseste un singur punct critic A(—1, —%, 1) iar hessiana corespunzatoare
este
2 =20
H=|-2 4 0
0 0 2

adicd A1 = 3 — V5, Ay = 34+ /5, A3 = 2, care sunt toate strict pozitive,
astfel ca punctul A este de minim.

Fie f(z,y), f: U = R o functie de d + m variabile, z = (24,...,z4),
y=(Y1,---,Ym), de clasd C! pe deschisul U C R¥*™. Presupunem ci intre
cele d + m variabile exista m “legaturi”, adica m relatii de forma

g1(z,y)=0,...,9m(z,y) =0 (4.14)

unde g;: U — R, 1 < ¢ < m, sunt de clasi C'(U). Vom nota M =
{(z,y) € U | gi(z,y) =0, 1 < i< m} multimea punctelor care verifica (4.14).
Definitie Se numeste punct de extrem local al functiei f cu legdturile
(4.14) orice punct (a,b) € M avand o vecindtate W C U astfel incét
diferenta f(z,y)— f(a,b) sdaiba semn constant pentru orice (z,y) € MNW.
Exemplul 4.6. Dintre toate dreptunghiurile de acelasi perimetru sa se
determine cel care are aria maxima.
Pentru rezolvare notam cu a valoarea constanta a semiperimetrului si
cu z,y dimensiunile unui dreptunghi oarecare. Problema revine la deter-
minarea maximului functiei f(z,y) = zy cu legdtura g(z,y) = 2+y—a = 0.

Teorema 4.9. (Lagrange) Dacd (a,b) este un punct de extrem local al

D ey Om .
(91,9 )(a,b) # 0, atunci

functiei f cu legaturile (4.14) si, in plus, ————"—=
( ) D(y177ym)



96 CAPITOLUL 4. TRANSFORMARI PUNCTUALE. DIFEOMORFISME.

existd m numere reale A1, ..., A, (numite multiplicatorii lui Lagrange) ast-
fel incat, considerdnd functia F' = f 4+ Mg1 + -+ -+ Angm, punctul (a,b) sd
verifice urmdtorul sistem de d + 2m ecuatii cu d + 2m necunoscute A\, z, y:

oF oF
——=0(1<j<d) =0, (1<k<m); g,=0(1<p<m) (4.15)
dz; 8yk
Demonstratie. Conform teoremei 4.5, in vecinatatea lui a functiile ¢y (), ..., ¢m(z)

de clasg C! astfel incat o;(a) = bsi gi(z, p1(z), ..., om(z)) =0,1 <71 < m.
Prin derivare in raport cu z;, 1 < 7 < d, se obtine

g — Jg; dor . :

s, (a,b) + ; oy, (a,b) s, (a)=0,1<i<m,1<j<d  (4.16)
Pe de altd parte, deoarece (z,¢1(z),...,on(z)) € M si (a,b) este extrem
local cu legaturile (4.14), va rezulta ca punctul a este extrem local liber
(fara legaturi) pentru functia h(z) = f(z,¢1(z),..., om(z)), astfel ca din
teorema 4.7 rezulta

gj( b)+§:a—f(a,b)-a'—*”f(a):o, 1<i<m,1<j<d  (4.17)

Vom nota acum (Ay, ..., A,,) unica solutie a sistemului liniar (determinantul
sistemului este chiar jacobianul nenul din enunt)

Zagz —ﬁ(a,b),lgkgm
8yk Jdy,
Prin urmare
892 of
a,b) \i=———(a,b), 1 <k <m 4.18
Z e 5o (@D (4.15)

S& ardtam ca functia F = f 4+ Ag1 + -+ -+ Angm si punctul (a,b) verifica
relatiile (4.15). Intr-adevar, g,(a,b) = 0, 1 < p < m deoarece (a,b) € M.
Apoi

or _of -~ Jgi (4.16) 0 “ ' "L dg; 0pr
8,—%(075)— ﬁ(ﬁ%b)‘i'z:/\z%(a’ = ba, (a, b)—Z/\zZ—(avb)a—mj(a)

(4.18 b+ Z . 3%(@) (4.17) 0
yk
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In fine

O

Corolarul 4.4. Inir-un punct de extrem local al funciiei F cu legdturile
(4.14), diferentiala lui f este o combinatie liniard a diferentialelor legdturilor.

Demonstratie. Din (4.15) rezulta ca dI'(a,b) = 0, adica df (a,b) = — Y, A\p dgi(a,b).
O

Observatia 4.4. Teorema 4.9 d3 numai conditii necesare de extrem. Pen-
tru a preciza daca punctul este de extrem se poate folosi semnul diferentialei
a doua a lui I (in ipoteza cd f,g € C%(U)) restransi la M.

Exemplul 4.7. 1. Vom rezolva problema enuntatd in exemplul 4.6. Avem
F(z,y) = zy+ A(z+y—a). Dupd rezolvarea sistemului y+A =0, 24+ X =0,

r+y—a=0,gasimz =y= 2, A= —2. Prin diferentierea legaturii avem
dz + dy = 0, astfel ci d*F (%, %) = —dz? este negativ definitd. Avem un
maxim care aratd ca dreptunghiul cu aria maxima este patratul.

2. Se cer extremele functiei f(z,y,z) = 2% + y? + 22 cu legaturile

gl(;r,y,z):xQ—l—yQ—1:0,g2(;r,y,z)33—|—z—1:01.

B(-1,0,2)

Fig. 4.5: Extreme cu legaturi

Multimea M este elipsa cu axa mare AB (v. Fig. 4.5) iar I' = f 4
A1 91+ Az g2. Prin rezolvarea sistemului (v. teorema 4.9) 242Xz + A = 0,

! comunicat de dl. S. Dinci
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y+My=0,224+X=0,224+y%> =1, 2+ 2z =1, se obtin punctele critice
A(L0,0), Al == —17 AQ =0 §1 B(—1,072), Al == —37 AQ = —4.

e Pentru punctul A avem d?F = 2dz? deci este un punct de minim.

e Pentru punctul B avem d?F = —4dz? —4dy?+2dz? si cum dz+dz = 0
rezultd d?F = —2dz? — 4dy? astfel ca punctul este de maxim.

Din Fig. 4.5 se observa ca multimea M este elipsa cu axa mare AB iar
f(z,y, z) este lungimea segmentului OP pentru care punctele de extrem
sunt A si B.

Fie f: A — R o functie de clasi C! pe un deschis A ¢ R%sifie K C Aun
compact a carui frontiera poate fi definitd prin ecuatii carteziene. Conform
cu teorema 2.8 existd a,b € K astfel incat f(a) = inf f(z), f(b) = sup f(z).

z€K zeK

Daca @ € Int K, atunci a este minim local. Dacd a ¢ Int K, atunci a €
K\ Int K = FrAsi a va fi punct de minim cu legaturile date de ecuatiile
carteziene ale frontierei. O discutie similara se face pentru punctul de maxim
b.

Exemplul 4.8. Sa determinam extremele globale ale functiei f(z,y) =
z? + 2zy pe compactul K = {(r,y) | 224+ y% < 1}. Folosind teorema 4.7
se vede cd originea este singurul punct critic pentru f, dar, aplicind coro-
larul 4.3, se deduce cd nu este punct de extrem. Astfel, marginile lui f sunt
atinse pe frontierd si va trebui sa aflim extremele lui f cu legatura g(z,y) =
22 4+ y% — 1 = 0; pentru aceasta aplicim teorema 4.9. Avem F(z,y) = z? +

V5 -1

2zy+ (22 +y?—1) si glsim Ay =

5456 [54+V5) . 5+v5  [5+V5 :
Al =X\ , siB | X\ , — , precum si
10 10 10 10

caruia 1i corespund punctele critice

5] 5—+b 5—+/H
Ag = V5 + caruia ii corespund punctele critice —/\2\/ 10\/_7 \/ 10\/—

2
5—1+/5 5—1+/5
si D /\2\/ 10\/_, —\/ 10\/_ . Pentru a cerceta natura acestor puncte

obsrvam ca pe multimea M avem y = £v/1 — 22, dar in vecinatatea punctelor

A,B,C, D,y = —+/1— x? astfel ca putem considera semnul derivatei a doua

a functiei de o variabild A(z) = 2? — 22v/1 — 22 in punctele critice. In final
1-5 _ 145

se gaseste zlggf(.r) =3 si ig}) flz)= 5




