Capitolul 3

Calcul diferential

3.1 Diferentiabilitatea functiilor

3.1.1 Recapitulare. Functii de o singura variabila

Fie I C R un interval deschis si f: I — IR. Functia f este derivabila in
a € I daca exista si este finita limita

fim L) = (@) def ) (3.1)

T—a r—a

Valoarea f’(a) se numeste derivata functiei f in punctul a.
Punénd 2 = a + h, observam ca relatia (3.1) este echivalenta cu

h—0 h

= f'(a) (3.2)
Asadar, pentru valori mici ale lui h, are loc egalitatea aproximativa
fla+h) = f(a)+ f'(@)h (3.3

Dacd punem f'(a) = D, aplicatia h — D h, definita pe IR cu valori in R
este liniara si, din (3.3), rezultd

flath) - fla)=Dh (3.4)

Geometric, se poate spune ca functia f (i.e.z — f(z)) si aplicatia z —
f(a) + D(z — a) sunt tangente in z = a (v. Fig.3.1).

Definitie. Aplicatia liniard h — D h, definitd pe IR cu valori in IR se
numeste diferentiala lui f in punctul a si se noteaza cu df(a). Asadar,

df(a): R — R, df(a)(h) = D h.
De obicei (prin traditie), se noteaza h = dz, astfel ca putem scrie

df(a) = Ddz = f'(a) dz (3.5)
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A

M y=f(x)

y=f(a)+D(x-a)

M(a.f(a)) £~

O a ath X
Fig. 3.1: Diferentiala

Exemplul 3.1. 1. Fie f: (0,00) = R, f(z) = v/z. Avem f'(z) = ﬁ;
Prin urmare df (1) = 3dz
2. Fie f: (—1,00) = R, f(z) = In(1 4+ z). Avem f'(z) = H—Lr = f'(4) =
L= df(4) = ida.
3. Fie f: R—> R, f(z)= ﬁ Se deduce imediat cd df(1) = W dz.

3.1.2 Functii reale de variabila vectoriala

Fie A C R? o multime deschis si f,¢g: A — R.
Definitie Se spune ca functiile f si g sunt tangente in punctul ¢ € A,
daca

i @) = g(a)]

I |

=0 (3.6)

Relatia (3.6) este echivalentd cu fiecare dintre urmatoarele:

f(@) —g(z) = ofllz — al]) (3.7)
f(@) = g(z) +ofllz — al]) (3-8)

Tinand seama de inegalitatea

|f(z) = g(2)| < [f(2) = h(z)][+ |h(z) - g(2)|

rezultd cd, daca perechile de functii (f, k) si h, g) sunt tangente in punctul
x = a, atunci f si g sunt tangente in acelasi punct.

Fie acum A C R? o multime deschisi, a € Asi f: 4 = R.

Definitie Se spune ca functia f este diferentiabila (in sens Fréchet) in
punctul z = a, daci existi o aplicatie liniard 7: R? — IR, astfel incat
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functiile f (i.e. 2 — f(z)) si 2 — f(a) +T(z — a) sa fie tangente in punctul
z = a.
In acest caz, conform relatiei (3.8), avem

f(z) = f(a)+T(z—a) +o(||z —al)), z € A. (3.9)

Aplicatia T se numeste diferentiala functiei f in punctul * = a i se
noteaza df (a).

Dacd punem z—a = h, atunci (3.9) poate fi scrisd intr-una din urmatoarele
forme echivalente:

flath) = fla)+T(h)+o(|[h]]), a+h e A (3.10)
. fla+h)— fla) =T(h) _
lim Tl =0 (3.11)

O aplicatie liniard 7: R* — R este de forma T(h) = D1hy + Dahg +
-+ Dghg pentru h = (hy, ha,...hq) € ]Rd, unde Dy, Ds,...Dy sunt con-
stante reale ((D1, Dg,...Dy) este matricea aplicatiei liniare). Aceasta per-
mite scrierea relatiei (3.11) sub forma

o Slath) = fla) = 55, Dihy
h—0 ||~ ]]

=0. (3.12)

Fie 1 <@ < d arbitrar si h = (0,...0,hk;,0,...0), h; € IR. Din (3.12)
deducem

f(a + h) - f(a) — Dihi

li =0. 1
no Ihi] 0 (3:13)
iar, din (3.13), rezulta
B —
im JOEN =S i< (3.14)
h;i—0 hZ
Dacd a = (ay, as,...aq), atunci (3.14) poate fi scrisd pe componente astfel:

hlim f(al,...ai_l,ai—}—hi,a;:l,...ad) — flai,...aq) Do 1<i<d
i—0 7

(3.15)

Prin urmare, valorile D; se obtin facand, separat, derivatele in raport cu
fiecare variabila z;, In punctul a;, pe celelalte considerandu-le constante
(i.e. z; = a;, pentru j # 1).

Observatia 3.1. Limitele (3.14) sau, ceea ce este echivalent, (3.15) pot
exista chiar daca functia f nu este diferentiabila in punctul z = a.
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Definitie. Valoarea D; se numeste derivata partiald a functiei f in raport
cu x; in punctul x = a. Se folosec notatiile

D= 5% (a) = [}, (o) (3.16)

Pentru A = (hy,...hq) (la fel ca pentru functiile de o variabild reald, v.
subsec. 3.1.1) se foloseste notatia h = dz = (dz1,...dz,), astfel cd putem
scrie

d
df (a)(h) =) 8—f(a)hk = i, (a)hy (3.17)

Tk
L of :
df(a) =) 7k(a)d.ggk => /1, (a)dzy, (3.18)

Teorema 3.1. Diferentiala unei functii intr-un punct este unicd.

Demonstratie. Presupunem ci ci f: A — R, unde A C R? este o multime
deschisd, are in punctul a € A doua diferentiale U si V. Conform cu (3.10)
avem

flat+h) = f(a) + U(h) +o(||A[]) (3.19)
flat+h) = fla) + V(h)+o([[p]), a+heA (320)

Deducem
(U = V)(h) = o(]|Al])

si daca punem T = U — V rezulta

h o(lI21)
T (—) = . 3.21
) = " 2
Prin urmare (V) e > 0, (3) d(g) > 0 astfel incat
h
" ()
‘ 171l

Fie acum y € R?, ||y|| = 1. Punem in (3.22) h = % (intrucat ||h|| = §/2 < &)

si obtinem
h (%
= (557) J%%M

Din (3.23), deoarece € > 0 este arbitrar, rezultd ca

e, (V) heu ||h] < 8(e). (3.22)

<e= <e=|T(y)|<e. (3.23)

T(y)=0, (VyeR’ [lyll=1. (3.24)

Pentru z € R? arbitrar z # 0 se pune in (3.24) y = 2/ ||z|| si va rezulta ci
aplicatia T este nuli pe R?, U
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Exemplul 3.2. 1. Fie

FRE\{(0,0)} = R, f(z,y) = " In(z* + y?).

Avem of 2 y 2
—=e"[I 2 2 7!% .2 riy
2 (n(m +y)+f€2+y2)’ By C 24y
‘ 2z s 2y
df = e (ln(mQ—I—y?)-l-m) dz + e mdy
2. Fie
% t Ly 0,0
f:R? = R, f(z,y) = = pentru (z,y) # (0,0)
0 pentru (z,y) = (0,0)
Avem
8_f(0 0) = lim f(2,0) - f(0,0) =0
dx " z—0 T
ay 7 y—0 y .

Pentru a vedea daca functia este diferentiabila in origine, se foloseste relatia
(3.12), ceea ce revine la a calcula

p J@Y) = F0,0 - 0,02 - £0,0y L J(@y)
(¢y)=(0,0) |(z, )l (#9)=(0,0) /22 + 12

astfel ca functia este diferentiabild in origine.

0

Teorema 3.2. Fie A C R? o mulime deschisi a € A i f: A — R.

1. Dacd f este diferentiabild in punctul x = a, atunci f este continud in
acest punct.

2. Dacd [ este diferentiabild in punctul x = a, atunci f admite derivate
partiale in acest punct, in raport cu fiecare variabild.

3. Dacd f este liniard (i.e. A=R? si f(x+y) = f(z)+ f(y), V) z,y €
IRd), atunci df = f in orice punct.

4. Dacd f este constantd atunci df = 0 in orice punct.

Demonstratie. 1. Esteo consecinta a relatiei (3.10) si continuitatii functiei
liniare 7.

2. Este o consecinta relatiei (3.14) (sau (3.15)).

3. Intrucat f(a + h) = f(a) + f(h), se observa cu usurintd ca relatia
(3.10) este verificata daca punem T = f si o(||h||) = 0.
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4. Presupunem f(z) =¢, (V)z € A. Se vede cd relatia (3.10) este verifi-
catd dacd punem 7" = 0 (aplicatia nuld) si o(||k||) = 0.

g

Observatia 3.2. Asa cum s-a mai subliniat, reciproca pct. 2 al teoremei
3.2 nu este, in general, adevaratd (v. exerc. urmator).

Exercitiul 3.1. 1. Si se arate cd functia

f:R? =R, f(z,y) = ]2y

admite derivate partiale in origine, dar nu este diferentiabila in acest punct.
2. Aceeasi problema pentru functia

i pentru (z,y) # (0,0)

f:R* =R, f(r,y) =
0 pentru (z,y) = (0,0)

3. Fie
" 1/z
f:R3—>R,f($,y,Z):(_) .

Sa se calculeze df(1,1,1).
Definitie Functia f: A — R se numeste de clasd C' pe A, (f € C1(A)),
daca admite derivate partiale continue in orice punct din A.

Teorema 3.3. (Criteriu de diferentiabilitate) Fie A C R?, deschisd,
f: A= R. Dacd f € C1(A), atunci f este diferenfiabild in orice punct din
A.

Demonstratie. Pentru simplificarea scrierii, vom considera cazul d = 2. Fie
a = (a1, aq) € A, arbitrar. Pentru orice z = (21, z3) € A, avem

f(z) = fla) = fz1,22) — f(a1, a2)
= [f(z1,22) = flar,22)] + [f(a1, 22) = f(a1, az)].

In cele doua paranteze drepte aplicam teorema cresterilor finite a lui La-
grange, considerand-o pe prima ca functie de zq, iar pe cea de a doua ca
funtie de z5. Asadar existd & intre zq1 si ay, precum si & intre zo si ag,
astfel incit

f(@) - fla) = g—i@l, 22) (a1 — ) + g—gal,&)(m —a).
Rezulta
f(;r)—f(a)_ﬁ T —a  Of Ty — O
Teal e ) T o,
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de unde

f(z) = f(a) - gjf(alv az)(z1 —ar) — %(017 as)(zg — az)

1 2 _
|z — al
of of L1 — a1 of of Lo — a2
ey e = o) =i+ [ - o) | 5
Deoarece derivatele partiale sunt continue,
n-a > L 2 <1y si (71, 22) = (a1, a2) = & = a1, & — az
|z —al |z —al
rezulta
d d
£(2) = 10) = 2L (a0 (w1 - 1) = 2L (a1, 00) (@2 = 02)
. dz, dz,
lim =0
z—a |z —al

si astfel, conform cu (3.12), functia f este diferentiabild in punctul arbitrar
a € A. O

Exercitiul 3.2. Referitor la functiile de variabild vectoriald, sa se faca o
scurta expunere cu titlul “operatii cu functii diferentiabile”.

3.1.3 Functii vectoriale de variabila vectoriala

Fie A ¢ R?, deschisi si f: A — RP.

Functiile proiectie sunt

def .
pr;: Rp — IR7 pri(y17y27"'yp) = Yi, 1 = 1727p

Functiile f; = pr,;o f se numesc componentele lui f. Prin urmare f;: A -+ R
si, daca (y1,y2,...yp) = f(z1,22,...24), atunci

filz, 2o, . 2q) = pr;(f(z1, 22, ... 2q)) = pry (Y1, ¥2, - - Yp) = Uit = 1,2,...p.

Se utilizeaza scrierea f = (fi, fa,... fp)-
Exemplul 3.3. 1. Fie

[ R = R, f(z,y) = (zy,2° + v°).

DeCi7 f1($7y) = 1Y, fg(;ﬂ,y) = $2 + y2-
2. Fie

FiR2\A{(0,0)} = R®, f(z,y) = (¢"¥,In|zyl,2° + y).

Avem fl('r7y) = 6x+y7 f2(‘r7y) =In |$y|, f3($7y) = $3 +y
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Diferntiabilitatea pentru functii cu valori vectoriale se defineste la fel ca
si pentru functii reale (v. subsec. 3.1.2 si relatiile (3.9)-(3.11)).

Definitie. Fie f definita ca maisussi ¢ € A. Vom spune ca functia f este
diferentiabild in punctul z = a, daci exist o aplicatie liniard T: R — R?,
astfel incit

fla+h) = f(a) + T(h) +o(|[Al), h € RY, a+h € A. (3.25)
Relatia (3.25) este echivalentd cu

fla+h) = f(a) = T(h)

li = 0. 3.26
o T (3.26)
Dacd punem in evidentd componentele lui 7', i.e. T = (13,13, ...1},), atunci
(3.26) se scrie pe componente astfel:
lim 20PN —fil@=Th) iy, (3.27)
h—0 [|A]]

Fie (D;1, Dsg, ... D;q) matricea aplicatiei liniare T;: RY — R. Rezulti ci
matricea aplicatiei liniare 7: R — IR” va fi

Dll D12 Dld
[T] _ D21 D22 . ng . (328)
Dpi Dy Dpq

Tinand seama de (3.16) rezulta ca (3.28) se scrie

dfi dfi dfi
a—rl(a) 8'—1‘2(&) a—rd(a)
dfa df2 dfa
m= |2, 3, 5, (3.29)
afp .. .é].cp ........ é}p. ..
) G2 . S

Definitie. Aplicatia liniara T se numeste diferentiala functiei f in punctul
T = a si se noteazd df(a).

Matricea (3.29) a derivatelor partiale (i.e. matricea aplicatiei liniare 7T')
se numeste matricea jacobiand a functiei f in punctul x = a, (dupd numele
matematicianului german C. G. Jacobi (1804-1851)). Aceastd matrice se
noteaza J¢(a).

Daca p = d, atunci matricea jacobiana devine o matrice patratica de
ordin d, iar determinantul

Ilgt D(f17f27"'fd)

det.
et Jy(a) D(z1,z2,...24)

()
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se numeste jacobianul functiei f in punctul x = a.
Egalitatea urmatoare, consecintd a egalitatii (3.26), este similara relatiei
(3.12), numai cd de data aceasta este vorba de o egalitate in R?,

lim fla+h)— fla) — J¢(a)h
h—0 (|7l

=0 (3.30)

Teorema 3.4. O functie cu valori vectoriale este diferentiabild intr-un punct
dacd $i numai dacd toate componentele sale sunt diferentiabile in acel punct.

Demonstratie. Consecintd a relatiilor (3.30) si (3.12). O

Observatia 3.3. Este evident c¢d teorema 3.1, referitoare la unicitatea
diferentialei este valabild si pentru functii vectoriale (de ce 7)

Exercitiul 3.3. Si se reformuleze teorema 3.2 pentru functii cu valori
vectoriale.

Exercitiul 3.4. Si se determine derivatele partiale ale functiilor urmatoare,
in raport cu fiecare variabild, pe domeniul lor maxim de definitie

1. f(z,y) =1In /22 + 42
2. f(z,y) =e"M¥
3. f(z,y) = In |seczy + tg zy|
4. f(z,y, 2 w) = 22€2+3 cos(4w)
5. f(r,0,z)= %705226)

z2 442

6. f('r7 Y, u, U) = W42
(a0 = (a4 g7 )

In continuare ne vom referi la compunerea functiilor vectoriale de variabila
vectoriala.
Fie multimile deschise A ¢ R?si B ¢ R™,iar f: A — Bsig: B— RP.

Teorema 3.5. Dacd f este diferentiabild in punctul a € A, iar g este
diferentiabild in punctul b= f(a) € B, atunci funclia compusd
go f: A— IRP este diferentiabild in punctul a« € A i avem

d(go 1)(@) = dg(b) o df (0). (331)
Demonstratie. Notam T' = df (a) si U = dg(b). Din relatia (3.25) rezultd

f2)=fla)+T(z —a)+ o]z —af), 2 € A (3.32)
9(W) =gO)+ Uy —b)+o(lly-bl), y€ B (3.33)
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Dacd y = f(z), atunci din (3.33) deducem
9(f(2)) = g(b) + U(f(z) = b) + o([| f(=) = b]))
iar daca folosim (3.32)
9(f(2)) = g(b) + U(f(a) + T(z — a) + o([|z — al]) = b) + o([| f(z) - b]))
si cum U este liniara
9(f(2)) = g(b) + U(T(z — a)) + Ulo(||z — al])) + o([| f () — bI])-
Asadar
(o @) —(gofla) — UoT)(—a) Ulollz—al)  ollfz)—bl)

|2 = al el llz —

Conform relatiei (3.26), demonstratia va fi incheiatd daca vom ardta ca

o [Vl = al) ol () = b)) _ 53

va |z - afl [l — al

Intrucat U este continud si U(0) = 0 avem

i Vol =al) _

r—a H$ — (l”

astfel ca trebuie sd ne ocupam doar de limita termenului

o([[f(x) = bll) _ o([lf(z) — bI}) I/ (=) —b]]
= . (3.35)
|z — al 1f(z) = bl [lz— al
Functia f este continud in punctul z = @ (v. teorema 3.2), asa cd, din

definitia neglijabilei, rezulta

(/) —bl)
N O 33

Comparand (3.35) si (3.36), rezulta ca demonstratia va fi incheiatd dupa ce
ardtam ca termenul

() = bl _ [[T(z = a) + of||z — al])|

o=l Jo =l
| (=) + =t (331)
<[ ()| +|e=ah]




3.1. DIFERENTIABILITATEA FUNCTIILOR 69

G s . . T —a

este marginit intr-o vecinatate a punctului 2 = a. Vectorul m are
r—a

norma 1, deci se gaseste pe sfera de raza 1, cu centrul in origine, care este

multime compacta (inchisd si marginita). Functia continud 7" este marginita

pe acest compact, iar

o ollle—al)
va ||z —
ceea ce arata ca si M este marginit intr-o vecinatate a punctului
Y e —dl g P
z = a. Folosind (3.37), demonstratia este incheiata. O

Corolarul 3.1. In conditiile teoremei 3.5, intre matricile jacobiene are loc
relafia:

Jyor(a) = J,(a) - Ty (a) (3.38)

Demonstratie. Este o consecinta relatiei (3.31), deoarece matricea compunerii
a doud aplicatii liniare este egald cu produsul matricilor celor doud aplicatii.

O

Corolarul 3.2. In cazul p =1, i.e. g: B = R, in conditiile teoremei 3.5,
avem

dgo f - g 3f] B
(%ck 2::3 5z, (a), k=1,2,...d. (3.39)

Demonstratie. In acest caz matricea jacobiana Jy.(a) este formatd dintr-o
singura linie, iar (3.39) se obtine egaland elementele de pe coloana & din cei
doi membrii ai relatiei (3.38). O

Exemplul 3.4. 1. Fie f: R? = R, f € CY(R?), iar h(z,y) = f(zy, 2%+
y%). Dacid punem u(z,y) = =2y, v(z,y) = 2? + y?, atunci h reprezinti
urmatoarea compunre de functii

(u,)

(z,y) @y, 22+ v%) D flay,2® +12).

Folosind (3.39) rezulta

oh _9fou ofov _ 05, 05
9z Oudz  dvdr Y ou v
Oh _ 0fdu 3]‘81}_ 3f 8f
dy ~ dudy ' vy " ou +2 You
2. Fie w(z,y,2) = 22 + y* + 2%, 2(z,y) = 2?2 + y%.. Punem h(z,y) =
w(z,y, z(z,y)), si avem
oh 0w O0wdz
9z~ 0z | 9z 0
oh 0w 0O0wdz
dy oy 00y

_2;6—|—4rg_2r—|—4x —}—4ry

=2y +4dyz = 2y—|—4y3 —}—4:623/
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3. Se considerd ecuatia cu derivate partiale

0z 0z
— - — = € dat
- ” a, ¢« € R, da

Efectuam schimbarea de variabile v = z — y, v = = 4+ y si avem

0dz0u 0z0v 0z0u 0zdv

dudz oz oudy dvoy

sau
0: 0= 0= 0= _
Ju  Ov  Ju Ov
adica
0z
2—_a:>z———I—C C € R, etc.
ou

Definitie. Multimea deschisi C' C R? se numeste con deschis daci
(V)A€ (0,00), 2 C = Az e(C.
O functie f: C' = IR se numeste pozitiv omogend de ordin o daca
(V)A€ (0,00), z € C = f(Az) = X*f(z). (3.40)

Teorema 3.6. (Fuler) Fie f: C — R?, unde C C R? este un con deschis,
diferentiabild. Functia f este pozitiv omogend de ordin o dacd si numai
dacd

d
Z xk%k af(z), (V)& = (zq,...24) € C. (3.41)

=1
Demonstratie. a) Pentru z = (z1,...24) fixat, considerdam functia derivabila

¢: (0,00) = R, ¢(A) = f(Az).
Folosind (3.39) rezulta

”M&
Q“\
-

Zd of
. a— AiC .Z'Z - ¢/
Pe de alta parte

¢(A) = A f(z) = ¢'(1) = af(2),

si (3.41) este demonstrata.
b) Reciproc, presupunem ca (3.41) este verificata. Rezulta

d .
Zx\mka—mk(/\m) =af(z), (V)z e C, (V)X e (0,00).
k=1

Prin urmare, functia ¢(A) = f(Az) verificd ecuatia A¢'(\) = ag(A
rezolvarea acestei ecuatii diferentiale, cu conditia inictiala ¢(1 ) =
obtine ¢(A) = A* f(z), deci f este pozitiv omogena.

). Prin
f(z)

O
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Exercitiul 3.5. 1. S3 se cerceteze cum poate fi folosita teorema 3.5 pentru
rezolvarea exercitiului 3.2.
2. Pentru fiecare dintre urmatoarele doua functii determinati cel mai mare
deschis G din IR? pe care functia este diferentiabil si apoi scrieti diferentiala
intr-un punct arbitrar (z,y,2) € G.

a) f(z,y,2) = =" b) f(z,y,2) = (2y)°

3. Pentru z: R?\ {(0,0)} — R, se considerd ecuatia cu derivate partiale
0z 0z
t—+yz—=avz?+y? acR.
oz dy

S3 se efectueze in aceastd ecuatie schimbarea de variabile (coordonate po-

lare) @ = r cosf, y = r sin .
4. Fie

zy(x? =292
SR R, f(e) = | R pentru (2,9) £ (0,0)
7 0 pentru (z,y) = (0,0)
e Ardtati ca f este continud in (0,0)

e Ardtati ca f admite derivate partiale in (0, 0)

e Deduceti ci f € C1(IR?) si scrieti diferentiala intr-un punct arbitrar,
inclusiv in origine.

5. Fie A={(r,0,2) ER®’| r>0,0<f8<2m, 26 R} si F: A5 R> F=
(f1, f2, f3), fi(r,0,2z) = rcosl, fo(r,0,z) = rsinf, f3(r,f0,z) = z. Sa se
determine F'(A) si sd se arate cd I este o bijectie de la A la F(A). S& se
calculeze jacobianul lui F.
3.2 Derivata dupa o directie
Fie a,b € R?®. Definim:
e dreapta ce trece prin a si b este
{:L‘E]Rd| ;r:a—I—t(b—a),tE]R}
e semidreapta din a spre b este
{acE]Rd| m:a+t(b—a),t€R+}
e segmentul ce uneste a cu b este

{:CE]Rd| m:a—I—t(b—a),tE[O,l]}
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e directie in R? este o semidreapts din 0 € R,

Este clar ¢§ fiecare punct b € R? determing o directie, dar puncte diferite
pot determina aceeasi directie. Fiecare directie contine un punct unic de
norma 1 numit versorul directiei respective. Prin urmare, o directie poate
fi definita ca un vector de norma 1, versorul sdu.

Fie A C R?, deschisd, a = (a1, ay,...aq) € A, s = (51,5,...57) un
versor din RY, (||s|| = /s? + - -+ s3=1)5i f: A = R.

Deoarece multimea A este deschisd, exista r > 0 astfel incat B(a,r) C A.
Definim functia g: (=r,7) = R, g(t) = f(a +ts). Observim cd g este
bine definitd intrucat ||a +ts —al| = ||ts|| = |t|||s]| = [t| < r astfel cd
a+ts € Bla,r) C A.

Definitie. Se spune ca functia f este derivabild in punctul ¢ € A, dupa
directia s, daca functia g este derivabila in punctul ¢ = 0. In acest caz ¢'(0)
se numeste derivata lui f dupd directia s, (v. Fig. 3.2). Se utilizeaza notatia

4

def ,
dS (CZ) -

g'(0). (3.42)

Directia data de versorul s

a-+ts

a = (a,az,...aq)

Fig. 3.2: Derivata dupa o directie

Fie ey, eq,...e4 versorii axelor de coordonate, i.e. e; = (1,0,...0), e3 =
(0,1,0,...0), ...eq = (0,0,...0,1). Din relatia (3.42) rezulta

i(a = lim 9() = 9(0) = lim flatts
dey, t—0 t t—0 t
—m flar,...ap_1, a5+t ags1,...aq) — flay,...aq) _ (9_]‘7 k=12 .d
t—0 t oz,

Prin urmare, derivatele in punctul z = a dupa directiile axelor sunt derivatele
partiale ale functiei in acest punct.
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Definitie. Vectorul din R?

of of
Vof = e
1= (3L 3w
se numeste gradientul lui f in punctul z = a si se mai noteazd si grad, f,

(Vo f se citeste “nabla de fin a”).

Teorema 3.7. Cu notatiile precedente, dacd functia f este diferentiabild in
punctul x = a, atunci f admite derivatd dupd orice directie s in acest punct
st avem

df = =of
E(a)_éa—%sk_s-vaf (3.43)

© o

(cu s-a notat produsul scalar a doi vectori).

Demonstratie. Folosind relatia (3.11) in care punem h = ts avem
flatts) = fa)+T(ts) + o([|ts]]).

De aici obtinem succesiv

fla+ts) = fla) = 1T (s) + of[|ts]))

‘f(a—l_ts)_f(a) —T(S)‘: O(Htsu‘
t t
}g% f(a—l_tst)_f(a)—T(S) —0.

Limita de mai sus se justifica prin faptul ca

t (I|# t t
o 2005 _ gy Lol )|y ol
t—0| t—0 Hts” t—>0 lI£s]|
Tinadnd seamd de (3.42) rezulta
df d of
Vi) =10 = apa)) = 2L s,
k=1 k

O

Observatia 3.4. Diferenta A, f = f(a +ts) — f(a) este numitd variatia
functiei f atunci cand punctul curent se deplaseaza din z = a in z = a + ts.
Din relatia (3.7) rezultd cd, pentru valori mici ale lui ¢, avem

Aof=flatts) = fla)=s-Vof =|Vaf|cosb (3.44)

unde 6 este unghiul dintre s si V, f. Observiam urmatoarele:
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e variatia A, f este maximd atunci cind s are aceeasi directie cu V,f,
(i.e. cos =1);

e variatia A, f este minima atunci cind s are directie contrara celei a

lui V. f, (i.e. cosf = —1);
o A,f =0 dacd s este perpendicular pe V,f, (i.e. cosf = 0).

Observatia 3.5. Reciproca teoremei 3.7 nu este adevaratd, in general.
Mai precis, exista functii derivabile intr-un punct, dupa orice directie, dar
care nu sunt diferentiabile in acel punct, (v. exemplul urmator).

Notiunile urmatoare sunt utilizate in Teoria campului. Ne vom referi la
cazul cel mai frecvent d = 3.

Definitie. Fie A C IR® o multime deschisi. O functie ¢: A — IR este
numiti cdmp scalar pe A, iar o functie 7: A — R? este numita camp vec-
torial pe A. De obicei, componenetele unui cAmp vectorial se noteazi cu
P,Q, R. Daci se fixeazi un reper ortonormat Ozyz de versori i, j, E, atunci
orice punct se identifica prin vectorul sau de pozitie si avem

F(z,y,2) = P(z,y,2)i+ Q(z,y,2)] + R(z,y, 2)k

Fie ¢ un camp scalar de clasi C'(A). Gradientul lui ¢ in punctul « € A

N V.o = (520,500, 50

iar aplicatia a — V,¢ defineste un camp de vectori in A, notat V¢ si numit
gradientul lui ¢. Deci

d¢
Jz

9 i+ 27+ 2. (3.45)

Vit = dy

Notand 7= zi + yj + zk vectorul de pozitie al punctului curent M (z,y, z),
definim vectorul deplasare di = dxi+ dyj + dzk, iar relatia (3.18) se scrie

do(a) = grad ,¢ - dF. (3.46)

Fie acum @ un cdmp vectorial de clasi C'(A).
Definitie. Pentru orice a € A se defineste divergenta lui © in a prin

si rotorul lui ¥ in a prin

ot = (Ge) - 5200 ) i (GE @) - o)) 74 G20 - G )
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Rotorul poate fi scris “formal”sub forma de determinant astfel

i ]k

" 0 0 0
motr=| — — —
dx dy 0z

P @ R

Operatorul “nabla” poate fi folosit pentru scrierea divergentei si a rotorului,
prin utilizarea formald a produsului scalar si a produsului vectorial

divi=V 0 rott =V x ¢ (3.47)

Exemplul 3.5. 1. Fie

2y
52 ‘ _ pentru (z,y) # (0,0)
[ R> = R, f(z,y) {0 v ontra (o) (0.0

Vom arata ca f este derivabild in origine dupa orice directie s = (sq, s3).
Intr-adevar:

Zf (0,0) = lim fltsi,tsg) — £(0,0) . 3525y

m e
=0 t =0 (1655 + 12s2)
5239 {O dacd s3 =0

- - 2
S v
L daca sy #0

1m
4 .6 2
t—0 ¢t S7 + S5 o

Pe de altd parte, functia nu are limitd in origine deoarece

) 1 1
A, F G ) = o
ceea ce arata ca f nu poate fi diferentiabila in origine.
2. Fie f: R* = R, f(v,y,2) = ze¥ + yz. Pentru a calcula derivata lui
f dupd directia data de vectorul MoM; cu My(2,0,0) si M;(4,1,-2), in
punctul MO, observam ca # = W =247 — QE, calculam versorul lui

) d
u, § = HWI 1(27+ ] — 2k), aplicdm (3.43) si obtinem giCLOJD =3
S

Variatia A f corespunzatoare unei deplasdari A s = 0.1 de la My spre M; va
fi (v. observatia 3.4)

daf

4
Af=(2,0,00A5=01x 2 =013

3. Fie f:R* = R, f(z,y,2) = 100 — 2% — y2, My(3,4) si versorul § =
s11 + s9j3. Gradientul in My este V f = —62 — 84, deci derivata in My dupa

directia § este — = —6s; — 8s3. Functia creste cel mai rapid in directia
s
gradientului, (v. observatia 3.4). Deoarece ||V f|| = 10, aceastd directie este
Vf 3. 4.
— = ——7 — _.]

VA 55
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Derivata dupa aceastd directie este ||V f|| = 10. Directia perpendiculara pe
V [ este @ = %i— %] si avem
df 4. 3. - o
— =4-Vf==i—=7)(-61—85)=0.
o f (5 51) ( 7)
o - Y o .
4. Notam r = |[|F]|, (7= OM este, aga cum s-a aratat, vectorul de pozitie

al punctului curent M(z,y,z)). Forta de atractie newtoniand realizatd
TT’
gt si este definit pe A =
R?\ {(0,0,0)}. Avem r = /22 +y2+ 22 iar componentele lui F sunt
x z
P=—k2,Q=—-k2, R=—k—. Deci
r r r

gradr:Vr:grad\/m: r
r

v k[ (5) i (2 2 (5)] -0

de O in M are o expresie de forma F=—k

ot P = k| (2 (2) - 5= (2)) T+ (55 (5) - 5 (3)) T+
+(50 (%) -3 (3))F] -

Exercitiul 3.6. 1. Sa se determine vectorul intensitate electricd E =
—V V, pentru fiecare din functiile potential V', in punctele indicate:

a)V = e ®cos2z, (1/4,0,0); b))V =1Invz?2+ 32 (3,4,0)

1
V=e——(1,2,-2); d)V =e*Tcos52, (0,0,7/6).

V= /2 2 2’
e 4y s+ z

2. Sa se calculeze variatia functiei f(z,y,z) = e” cosyz, atunci cind punc-
tul M(z,y,z) se deplaseaza din origine, cu distanta As = 0.1 pe directia
vectorului @ = 2?—1— ; — 2k,
3. Pentru functia f(z,y) = 2%y +2zy?, in punctul My(1,3), s& se determine:

a) directia celei mai mari cresteri a lui f;

b) derivata dupa directia celei mai mari cresteri a lui f;

c) directia celei mai mari descresteri a lui f;

d) directia dupa care derivata lui f este nula.
3. Utilizand definitiile divergentei si rotorului sa se demonstreze urmatoarele
reguli de calcul:

o divi=0, rot¢ =0, (i.e. V-@=0, Vx&=0), pentru orice vector

constant ¢
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+ rot @, div (i x ¥) =
@+ =

o div (7 + ¥) = divd + div &, rot (@ + ¥) = rot
U X
7)) pentru orice

T-rotd —@-rotd, (ie. V-(d+70)=V-
VXi+ VXt V-(ix0v)=0-(Vxa)

campuri vectoriale # si 7

e div (a?) = adiv ¥, rot (a¥) = arot T, (i.e. V:(a?) = a(V 7)), VX (a¥) =
a(V x @), a € R, constant;

o div (¢pv) = ¢div ¥+ ¥ - grad ¢, rot (¢p7) = ¢rot ¥ — ¥ x grad ¢, (i.e.
V- (¢7)=o(V-0)+7-Vo, Vx(¢7) = ¢(V x¥) — 7 x V¢), pentru

orice camp scalar ¢ si orice camp vectorial 7;

o divi= 3, div (éx ) = 0, rot (¢ x i) = 2¢, pentru orice vector constant
¢, 7 fiind vectorul de pozitie.

3.3 Derivate partiale de ordin superior

Fie A ¢ R? o multime deschisi si f: A — IR.
Definitie. Functia f se numeste:

e de clasi C°(A) daci este continui pe A;

o declasid C'(A), sau continuu difernfiabild, daci admite derivate partiale,
of of

P Da continue pe A;
1 d

e declasi C*(A) dacd f € C1(A)si —gf € C'(A), pentru orice 1 < i < d,
Z;
0 ( of

i.e. pentru orice 1 < 7,5 < d, exista —
z; \dz;
A si acestea sunt functii continue pe A;

), in fiecare punct din

e de clasd CP(A), p > 3,prin inductie, daci f € CP~1(A), iar derivatele
sale de ordin p — 1 sunt de clasd C''(A);

e de clasa C*(A), daca f € CP(A), pentru orice p > 0; prin urmare
C>=(A) =[] CP(A).

p20

Evident

C®(A)C---CCP(A) cCPHA) C---C CHA) c COA).



78 CAPITOLUL 3. CALCUL DIFERENTIAL

Pentru derivatele de ordin superior se folosesc notatiile:

o (ory_ _&F

D (21N _ 0
dz;\0x; ) da?
o (Y oy
Oz, \0x;0x; ) du;*0x;

Observatia 3.6. In special pentru functiile de doua sau trei variabile se
mai utilizeazd notatiile

fII? fzy7 fya:y fajyz, etC-
Exemplul 3.6. 1. Fie f(z,y) = 2+ v + 3zy. Avem
of df

%:3x2+3y; @:3y2+3m
2. Fie f(z,y,2) = €"*. Avem

88962§y = aigx = (1 +ayz)e™

aa;gz = aajgy = 21+ ayz)e™

Daca derivatele de ordin superior depind de ordinea de derivare, atunci
forma acestor derivate devine foarte complicata. Exista insa criterii care, in
conditii destul de generale, stabilesc posibilitatea de intervertire a ordinii de
derivare.

Teorema 3.8. (Criteriul lui Schwarz) Fie A C R? o mulfime deschisd.
Dacdi f € C?(A), atunci
=gt
8.?28.%] a 8r]8.732

(3.48)

in orice punct a € A gi pentru orice 1 < 1,7 < d.
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Demonstratie. Pentru simplificarea scrierii vom considera cazul d = 2. Fie
a = (ay,az) si h = (hq, hy), astfel incat punctul (a1 + hq,az + hy) se gaseste
intr-o bila deschisa cu centrul in a. Consideram expresia

w = f(ay+ h1,ag + ha) — f(a1 + h1,a2) — far, ag + ha) + f(a1, az).
Consideram functia de o singurd variabila
d(z1) = f(z1,a2 + ha) — f(21,a2), 21 € [a1, a1 + ha].

Aceastd functie este de clasd C'[ay, ay+hy], deci, conform teoremei cresterilor
finite a lui Lagrange, existd 0 < #; < 1, astfel incét

w = ¢'(a; +601h1) by
(3.49)

0 0
= a—rfl(m + 01h1,az + ha) — a%i(al + 61h1,a2) | e

In paranteza dreaptd din (3.49) aplicam din nou teorema lui Lgrange pe
intervalul [ag, as + ho]. Asadar, existd 0 < 6y < 1, astfel incét
0*f
w =
8$28$1

(Cll + Olhl, a9 + Oghg) hlhg. (350)

In mod similar, consideram functia de o singura variabila
V(z2) = flar + +hi,22) — f(a1, 72), 22 € [ag, az + hal.
Conform teoremei lui Lagrange, existd 0 < 75 < 1, astfel incat

w = '¢’(a2 + m2ha) hy
3.51
%(01+91h1702+72h2) - %(01702+72h2) hy ( )
In paranteza dreaptd din (3.51) aplicim, din nou teorema lui Lagrange,
astfel ca existda 0 < 71 < 1, pentru care

w = 6'2]”
N 8:618:52

(a1 4 T1hi, ay + Tahy) hyhg. (3.52)

Din (3.50) si (3.52) rezultd

0*f
8:62 8:61

0*f
8$18:C2

(a1 + 01hy,ag + 02hy) = (a1 + T1h1, a2 + m2ha).  (3.53)

In mod evident avem

(a1 + 61k, ag + O2h2)

(0,0)
(a1 + T1hy, ag + T2hs) 0,0

(hl,hg)%(0,0)z{ ( 7 )

—
—
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ceea ce, impreuna cu continuitatea derivatelor partiale de ordinul al doilea,
antreneaza egalitatea

O

In continuare se va presupune ca sunt indeplinite conditii care asigura
posibilitatea de intervertire a ordinii de derivare.

Definitie.

1. Se numeste multi-indice d-dimensional un sistem ordonat a = (o, ...ay)
de d numere naturale; numarul natural || = oy + -+ - a4 se numeste
ordinul lui o;

2. Dacd f € CP(A), A C R?, deschisi, iar |a| < p, atunci se defineste
functia
D ol A= TR
“f = A >
f 0zt 0z - - 0z )*

de clasi C?~lel;

3. Aplicatia D*: C?(A) — C’p_|a|(A), f — D%f se numeste operatorul
de derivare de multi-indice «;

4. Fie a € A. Forma patratica
9 f

d d
d*f(a): R* = R, d®f(a)(hy, ... hq ZZ

se numeste diferentiala de ordinul al doilea a functiei f in punctul a.
In punctul curent din A, pentru diferentiala de ordinul II, se utilizeaza

A f = Zza drd:c]

=1 5=

notatia

cu conventia dz;dz; = dz?; aceastd diferentiald se scrie utilizand
“puteri formale” astfel

d2f—(idm —I—---id.r )Qf(a) (3.54)
T\ ey ! (%cd'd '

5. Matricea patratica si simetrica

2
= ()
83028:6] 1<i,j<d

este numitd hessiana lui f in punctul a, (dupd numele matematician-
ului german O. Hesse, 1811-1874).
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Observatia 3.7. Fie « € N* i f € CP(A), a < p. Diferentiala de ordin
« se defineste ca o “putere formala”, dupda modelul diferentialei de ordinul
I, (v. (3.54)), astfel

J 0 “

d°f = | =—d: s —d: 3.55
F=(Gtor 4 g fa (3.59)
Daca folosim formula urmatoare, care generalizeaza formula binomului a lui

Newton,

o al o oy
(a1 4-a)* = ) a4
ar4tag=a
0<o; <

atunci diferentiala de ordin « se scrie, cf. (3.55)

! 80‘]"
o!
d®f = E dz - oz5e 3.56
/ ol 9zt 92! d (3.56)
a4 tag=a
0<a;<a

(dacd a; = 0 atunci nu se efectueaza derivare in raport cu z;).
Exemplul 3.7. 1. Fie f(z,y) = e *% 2, y € R, a, b sunt constante reale
date. Folosind (3.56) gdsim cu usurintd

d® f = (adz + bdy)*e?=+
2. Fie f € C*(R), u(z,y) = 22 —2%, v(z,y) = 2zy. Punem h(z,y) = f(u,v).

Avem

Oh _9fdu  0fdv _ Of  Of

9z~ oudz Tovar - “out o
Oh _0f0u 0fov_ _, 0f , 0f
dy Oudy Ovdy You ov
0%h 0 of of
ey ~ oy Pgu T 25
_ 5,0 (9f 9 (oFy , ,0f
N 2$8y (8u) +2y8y (81)) + 2(91)
B f 0 f L F 0f
- 2‘6(_%@ + Qrﬁuﬁv) + Qy(_Qy(?u@v + 2$W) + 28_1)
B o*f  0*f N of
= 4y(a— - a_> A =) 50 2y
9%h 0 of of
0%h 0 of f
- @(— Yoy T205-) ete
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3. Pentru a calcula

0° .
8:627(;;/3(;6 siny + e¥)
observam ca
o 0t 50
a—ysw(@“ siny + e¥) = 8—8_(Sln y)=0

Exercitiul 3.7. 1. S3 se generalizeze exemplul 1 de mai sus pentru o
functie de d variabile.
2. Sa se calculeze

ST 0
Yazoy TV oy

20
8

_I_
dacd f(z,y) :qb( ) —|—x¢( ) cu ¢, ¥ de clasd C?(IR).

y
T
3. S& se determine o functie f € C%(IR?) care s satisfaci ecuatia

0% f
Oz 0y

=z+y, (z,y) € R’

4. Fie f € C*(R?). Expresia

def 82f *f  0*f
Af EYCIRE 8—y2 + 9.2

se numeste laplacianul lui f, (dupd numele lui P. Laplace, 1749-1827). Pen-
tru functii de doua variabile laplacianul se defineste de o maniera evidenta.
Sa se demonstreze ca div (grad f) = Af.

5. Ecuatia Af = 0 se numeste ecuatia lui Laplace. Ardtati ca, daca

Y 7 :cy)
verifica aceeasi ecuatie.
6. Fie f,g € C*(R) si u(z,y) = f(z —y)+g(z+y). Sd se arate ci u verificd
ecuatia

w = f(u,v) verificd ecuatia lui Laplace, atunci h(z,y) = w (Izg

>r_ 9t
dz?2  Oy?



