Capitolul 1

Analiza pe dreapta reala

1.1 Relatii; cardinalitate

Notiunile de multime, functie si de operatii cu multimi sunt presupuse a
fi familiare. In continuare se va presupune ca toate multimile in discutie
sunt submultimi ale unei multimi suficient de bogate X pe care o vom numi
spafiu. Multimea tuturor submultimilor unei multimi A se va nota P(A) iar
complementara lui A (adicd X \ A) se noteazi A° sau CA.

Fie A o multime si I o alta multime pe care o vom numi familie de indici.
O aplicatie definita pe I cu valori in A se va numi familie de elemente din
A. Familia se noteaza (z;);c;. Pot exista elemente identice in familie daca
aplicatia nu este injectiva. Daa aplicatia este surjectiva, atunci A este o
familie indexata dupa familia de indici 7. In particular, daca I = IN, atunci
familia de elemente din A formeaza un sir.
& Exemplul 1.1. relatiile lui De Morgan

1. (ﬂAZ)c:UAf

el el

2. (U AZ») =) A
el el
Aceste egalitdti pot fi demonstrate clasic prin dublad incluziune. Aici vom
utiliza o demonstratie bazata pe logica. In prealabil vom observa ci cea de
a doua relatie este o consecintd a celei dintéi (se scrie prima relatie pentru
multimile Af). Fie acum 2 € X arbitrar. Poate avea loc una si numai una
dintre urmatoarele doua situatii:
1. z apartine tuturor multimilor A, < =z € ﬂ Aj;
el
2. z nu apartine tuturor multimilor A; <:>E (3)7 € I astfel incat z €
Af = ze|]As
el
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Prin urmare X se desface in doud parti disjuncte: ﬂ A; sl U Af. Astfel
el el

prima relatie este demonstrata.

Observatia 1.1. Functia caracteristicd sau indicatorul unei submultimi

A € X se noteaza cu 4 (sau x4, sau I4) si avem

1, z€ A

La: X = {0,1}, 14(z) = {0 r¢ A

& Exercitiul 1.1. Fie f: X — X si A,B C X. S&a se demonstreze
relatiile:

LT AUB) = A U F(B);
2. f7NANB) = 17(4)
3. J(AUB) = f(A)U f(B);
4. J(ANB) C f(A)N J(

Sa se generalizeze egalititile precedente pentru o familie oarecare de submultimi
ale lui X.

& Exercitiul 1.2. In conditiile exercitiului precedent si se arate ca
larp =14 -1 si lunp =14+ 1 — 14 15.
z+2 pentruz <2

z? pentru z > 2

& Exercitiul 1.3. Fie f: R > R, f(z)= a se
arate ci f este inversabild si si se calculeze f~1.

Definitie Fie M o multime. O parte R a produsului cartezian M x M
se numeste relatie binard pe M. Dacd (z,y) € R vom spune cd z este in
relatie cu y si scriem zRy. In caz contrar scriem z Ry.

Relatia binara R este numita relatie de ordine daca verifica axiomele:

1. reflezivitate: zRz, (V)z € M;
2. antisimetrie: o Ry si yRe = x = y;
3. tranzitivitate: xRy si yRz = zRz.

Relatia de ordine se zice totald daca pentru orice z,y € M avem fie 2Ry,
fie yRx. In caz contrar relatia de ordine este partiald.
& Exemplul 1.2. Urmatoarele relatii sunt de ordine:

1. Relatia < pe R (aici R este semiplanul inchis situat deasupra primei
bisectoare); este o relatie de ordine totala.

2. Relatia de incluziune “C” in M = P(X); este o relatie de ordine
partiala.
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3. Relatia de divizibilitate in 7 este partiala.

Definitie Relatia binard R se numeste simetricd daca: zRy = yRz.
O relatie reflexivd, simetrica si tranzitivd este numita relatie de echivalentd.
O relatie de echivalenta permite partitionarea multimii M in clase de
cehivalentd disjuncte, fiecare clasa continand elemente echivalente intre ele
(v. e.g. [16], [22]). Multimea claselor de echivalentd, notata M /R, este
numita mulfimea cat a lui M prin R. Aceasta notiune joacd un rol esential in
matematica deoarece permite definirea unor concepte fundamentale cum ar
fi: multimile de numere 7, @, R; completarea unui spatiu metric, integrala
Lebesgue, etc.
& Exemplul 1.3. Urméatoarele relatii sunt de echivalenta:

1. Relatia de egalitate de pe R.

2. Relatia de congruentd in multimea triunghiurilor (sau a segmentelor,
patratelor, etc.) din plan.

3. Relatia de congruentd modulo p in 7, pentru p € 7 fixat; se scrie

z =y (mod p). Reamintim c& z = y (mod p) <= = —y:p. Multimea
cat 7/ = se noteaza Z, si are o structurd algebrica de inel (este corp
dacd si numai dacd p este prim). Aceastd multime este formatd din p
elemente notate 0,1, .. .,];’—\1.

Teoria cardinalelor multimilor, despre care vom vorbi in continuare, este
datoratd matematicianului german G. Cantor.

Definitie Doud multimi A, B C X se numesc echipotente dacd existd o
aplicatie bijectiva f: A — B. In acest caz scriem A ~ B.

Este evident cd echipotenta este o relatie de echivalentd in M = P(X).
Clasa de echivalenta a multimii A se numeste cardinalul lui A si se noteaza
card(A). Cardinalul multimii formate din un (articol nehotdrat!) element se
noteaza cu 1; cardinalul multimii formate din un element si inca un element
se noteaza cu 2, s. a. m. d. In acest fel se obtine girul numerelor naturale.

Multimea infinita poate fi definita ca o multime echipotenta cu o parte
a ei ce nu coincide cu ea. Cardinalul unei multimi finite este numarul sau
de elemente iar cardinalul multimii numerelor naturale se noteaza cu Ry (se
citeste “alef zero”); in acest caz se mai spune ca multimea este numdrabild.

Cardinalele multimilor infinite se numesc numere transfinite; prin ur-
mare Ny este un numar transfinit. Existd o infinitate de numere transfinite;
unul dintre acestea este card(IR), notat ¢ i numit puterea continuului.

& Exercitiul 1.4. Si se arate ca:

1. Multimile de puncte de pe doua segmente de dreaptd oarecare sunt
echipotente;

2. Multimea IN este echipotenta cu orice parte infinita a sa;
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3. Multimea IN nu este echipotentd cu multimea IR;
4. Ng+Rg = Ny, i.e. reuniunea a douda multimi numarabile este numarabila.

5. Ng - Rg = Np; sa se interpreteze.

1.2 Siruri numerice

Prin sistem de numere reale se intelege orice corp arhimedian total ordonat
R. Aceasta inseamnd ca sunt indeplinite urmatoarele axiome:

1. Pe R sunt definite doud operatii algebrice, adunarea (4) si inmultirea
(-) astfel incat (IR, 4, -) este un corp comutativ.

2. Pe IR este introdusa o relatie de ordine totald, notata <; se scrie z < y
daca z <ysiz#y. Dacd 2 > 0,y > 0, atunci zy > 0.

3. Axioma lui Arhimede: Oricare ar fi x > 0,y > 0, existda n € IN astfel
incat » < uy.

4. Azioma intervalelor incluse: Dacd [ay,, b,], n € IN este un sir de inter-
vale cu proprietatea ca fiecare il include pe urmatorul, i.e. [a,,b,] D

[@n41,bny1], atunci ﬂ # 0.

neN

Nu intram in detalii. Exemplul tipic de sistem de numere reale il consti-
tuie mul{imea tuturor fractiilor zecimale infinite; alt exemplu este multimea
taieturilor lui Dedekind (v. e.g. [16], [22]).

Conform unui rezultat teoretic clasic, orice doua sisteme de numere reale
sunt izomorfe gi vom nota in continuare cu R unul din aceste sisteme fixat
odatd pentru totdeauna. Evident @ C IR, deoarece un numadr rational poate
fi scris ca o fractie zecimala infinita periodica.

Definitie Fie A C R. Elementul a € R se numegte majorant al lui A
dacd z < a, (V) z € A. Elementul g € R se numeste minorant al lui A daca
g <z, (V)ze A

O multime poate admite sau nu un majorant (respectiv un minorant)
dar, daca admite unul, atunci admite o infinitate. Daca admite majorant
(respectiv minorant) se numeste mdrginitd superior (respectiv mdrginitd
inferior); daca este marginitd atit superior cat si inferior se zice simplu
marginitd.

Propozitia 1.1. O multime A € R, mdrginitd superior (respectiv inferior)
admite un cel mai mic majorant(respectiv un cel mai mare minorant). Mai
precis, existd ag € R (respectiv g € R) astfel incdt:
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1. ag este majorant (respectiv By este minorant);

2. (V)e > 0, numdrul ag — € nu este majorant (respectiv numdrul o+ ¢
nu este minorant); aceasta se poate scrie (ag—e, ag]|NA # O (respectiv

[Bo, Bo+e)NAH£D).

Demonstratie. Presupunem cd multimea A este marginita superior; atunci
existd un interval [ag, bo] astfel incat by este majorant al lui A iar [ag, bg]NA #
(. Fie ¢ mijlocul intervalului [ag, bg]. Vom nota cu [aq, by] intervalul [ag, co]
sau [cg, bo] dupd cum ¢g este majorant sau nu (deci by este majorant iar a;
nu este). Se considerd in continuare mijlocul ¢; al intervalului [ay, b1] si se
noteaza cu [ag, by] intervalul [aq, ¢1] sau [e¢q,b1] dupa cum ¢; este majorant
sau nu (deci by este majorant iar ag nu este). Continuand acest procedeu se
obtine girul de intervale [a,, b,],n € IN, fiecare inclus in prcedentul. Conform

. .. . . bo — ag
axiomei intervalelor incluse ﬂ (@, b,]) # 0 si, deocarece b, — a, = T
neN
rezultd ca existd un singur punct a comun tuturor intervalelor. Pe de alta
bo — ag

parte, deoarece b, este majorant pentru orice n € IN iar b, — a < —,
rezultd ca « este majorant. Presupunem ca ar exista ¢ > 0 astfel incat a —¢
sa fie majorant; atunci, pentru n suficient de mare, am avea o — ¢ < a, < @
ceea ce ar fi in contradictie cu conditia ca a,, sa nu fie majorant. In concluzie
« este marginea superioard a multimii A.

Existenta marginii inferioare se trateaza de o manierd similara. O

Observatia 1.2. Marginea superioara ( respectiv inferioara) a multimii A
se noteaza sup A (respectiv inf A). Dacd marginea superioara (inferiard)
este un element al multimii A, atunci ea se poate nota max A (respectiv
min A).

Marginea superioara (inferioard) a unei multimi poate exista sau nu, dar
daca exista, atunci ea este unica.

# Exercitiul 1.5. S se determine marginile (daca existd) urmatoarelor
multimi:
1. A={zeR| 2* < 16};
2. A ={cos(—3),cos1,cos2,cos(—1,5)};
3. A={cos %, n e IN"}.

Structura topologicd este definita de familiile de vecindtati ale fiecaruia
din punctele sale. Vecinatate a unui punct z € R este orice multime ce
contine un interval de forma (z — ¢,z +¢) cue > 0.

Un sir (z,, n € IN) se zice convergent cdtre * € IR (aceasta se scrie

lim z, = z) dacd este verificatd una dintre urmatoarele doua definitii, echiva-
n— oo

lente intre ele (v. [6, 11]):

Definitia cu vecindtdti: In orice vecindtate a lui z se gasesc toti termenii
sirului incepand de la un anumit rang (sau toti termenii sirului cu exceptia
unui numar finit).
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Definitia cu e: Oricare ar fi € > 0 existd un rang N (¢) astfel incat
|z, — x| < € pentru orice n > N (g).
& Exemplul 1.4. Folosind “definitia cu €” vom demonstra ca

Intr-adevar, pentru € > 0 avem

2n+1 2 - 1 e m> 1 — 6¢
- - ———<e=>n
3n+2 3 3(3n + 2) 9e
Prin urmare putem lua
N(e) 1 pentru 1 — 6 <0
Eg) =
[%] +1 pentrul—6e >0

Propozitia 1.2. 1. Orice sir convergent este mdrginit.
2. Orice gir mdrginit confine un subgir convergent.
3. Un gir monoton gi mdrginil este convergent.

Demonstratie. 1. Presupunem c3 lim,,_yo z, = @ si ludm € = 1 1n “definitia
cu £”; rezultd cd existd un rang N astfel incat |z, — 2| < 1 pentru orice
n > N care antreneazd |z,| < |z| + 1 pentru orice n > N. Asadar, dacd
punem M = max{|zol|,|z1],...,|Tn-1], |2| + 1} vom avea |z,| < M oricare
ar fi n € IN, adicad sirul este marginit.

2. Daca sirul (z,,n € IN) este marginit exista ag, by € R astfel incat toti
termenii girului se gdsesc in intervalul [ag, bp]. Daca impartim acest inter-
val in doud parti egale, atunci cel putin una dintre jumatdti va contine o
infinitate de termeni ai sirului (in caz contrar sirul nu ar avea o infinitate
de termeni); fie [a1,b1] o astfel de jumdtate si in acest interval un termen
oarecere al sirului pe care il notam z,,. Intervalul [ay,b] se imparte la
randul sdu in doud parti egale si se noteazd cu [ag, by] 0 jumdtate a sa ce
contine o infinitate de termeni precum si un termen oarecare z,, situat aici,
5. a. m. d. In acest fel se obtine un sir de intervale [ax, b], k € R, precum
si un subsir z,, € [ax,bg], k¥ € R. La fel ca in propozitia 1.1 va rezulta
cd exista un unic punct z comun tuturor intervalelor [a,bx] si, deoarece

bo — ag .
|xnk - $| <bp—ap = —H » vom avea lim Tp, — .
2 k—oo
3. Fie 2 = sup z,; prin ipotezd z < oo i, din definifia marginii superioare,

neN
rezultd cd, pentru orice € > 0, exista termeni ai sirului in intervalul (z —e¢, z].

Datorita monotoniei, toti termenii sirului, incepand de la un anumit rang,
se gasesc 1n acest interval astfel ca lim,, . z, = . O

Observatia 1.3. Reciproca afirmatiei din 1.2, pct. 3 este falsd, in general,

_1\n
contrar unor confuzii care se fac uneori. De exemplu, girul z,, = (=1) , n €N,
n

este convergent cdtre zero, dar nu este monoton.
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Consideram simbolurile —co (minus infinit) si +oo (plus infinit), fard a
le da deocamdati vreo semnificatie, precum si multimea R = RU{—o00, 0o}
care este numitd dreapta incheiatd. Structura de ordine de pe IR se ex-
tinde pe R postuland: —oc < z < oo, (V)2 € R. Pe dreapta incheiats
orice multime are margini, acestea putand fi oo. De exemplu supZ =
oo, inf = —oo, etc.

De asemenea, structura topologicd de pe R se extinde si ea pe dreapta
incheiatd luand ca vecinatati ale lui 400 orice mult{ime ce contine o multime
de forma {z € R | z > a} U {+00} = (a,], @ € R; o vecindtate a lui —oco
este orice multime ce contine o multime de forma {—co}U{z € R | z < a} =
[-00,a), @ € R. In acest fel se pot defini siruri cu limita +oo (respectiv
—00); semnificatia unui sir cu limita +o0o (—00) este aceea cd termenii sai
cresc (descresc) oricat de mult. Definitia cu vecinatati pentru limite infinite
este aceeasi ca si pentru cazul limitelor finite iar definitia cu ¢ este similara.

Definitie Spunem cd lim, s 2, = +00 (respectiv lim, o 2, = —00)

dacd, pentru orice £ > 0, existd un rang N (¢) astfel incat z,, > ¢ (respectiv
z, <€) oricare ar fi n > N(e).
Sirurile cu limita finita vor fi numite siruri convergente iar celelalte diver-
gente. De asmenea, un sir poate avea limitd (finitd sau infinitd) sau poate
sa nu aiba nici un fel de limita; astfel un sir divergent este un sir cu limita
infinita sau care nu are nici un fel de limita.

211
& Exemplul 1.5. 1. Vom arita ca lim nt = o0; pentru aceasta fie
n—oo n
€ > 0 si, din inecuatia z, > ¢, deducem
>g+ 82_4:>N() 1 pentru £2 — 4 <0
n>-———— €)= -
2 {E‘h/%—l—l +1 pentru€2—4>0

2. Sirul , = (—1)” nu are limita (deci este divergent) dar este marginit.

3. Sirul z, = n+ (—1)" are limita co (deci este divergent) si este
nemarginit.

Exista un set important de teoreme denumite generic “operatii cu siruri
convergente” (v. e.g. [6], [11]); o astfel de teorema este, de exemplu,
urmatoarea afirmatie: daca sirurile (a,,n € IN) si (b,,n € N) sunt con-
vergente iar a,, — a si b, — b, atunci sirul (@, + b,, n € IN) este convergent
sia, +b, = a+b.

Se pune problema extinderii acestor teoreme pentru siruri cu limite infi-
nite. Astfel se poate demonstra ca:

a, — 00, b, = 00 = a, + b, = oo

Acest rezultat se enuntd prescurtat (simbolic) prin relatia co + 0o = cc.

Alte rezultate a caror semnificatie este evidentd sunt: @ + co = 0o, a €
R; 00 - 00 = 00; 00 =00; & =0, a € R; a-0c0= (sgna)oo, a # 0; etc.

& Exemplul 1.6. 1. Fie a,, = n? = o0, b, = n — oo; rezultd a, —b, — co.
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2. Fie a, =n — 00, b, = n? = oo; rezulti a, — b, — —oco.

3. Fiean:n—l—%%oo, b, = n — oo; rezulta a, — b, — 1.

4. Fie a,, = n+ (-1)" = o0, b, = n — o0; rezultd a,, — b, nu are limitd.

Acest exemplu arata ca simbolului co — 0o nu i se poate atribui nici un
fel de semnoficatie; exemplul nostru justificd denumirea oarecum improprie
de “nedeterminare” care este utilizatd in unele manuale. Se mai spune ca
acesta este un simbol fara sens. Alte simboluri din aceeasi categorie sunt:
0 =5 1% 0% o

Deﬁm;ze Se spune ca punctul 2 € R este punct limitd al sirului (z,,n €
IN) dacd in orice vecindtate a lui z se gasesc o infinitate de termeni ai girului.
& Exemplul 1.7. 1. Sirul z, = (=1)",n € IN are doud puncte limita
51 -1 Si EQ =1.

2. Punctele limita ale sirului 1
52 =1.

Definitie Marginea superioard (respectiv inferioard) a multimii punctelor
limitd ale unui sir (z,,, n € IN) se numeste limita superioard (respectiv limita

1,25,...,1,5, ... sunt {; =0 si

727 22 1 Qn s

inferioard a sirului si se noteaza lim sup z,, sau hm N T (respectiv hm 1nf Ty
n—oo

sau lim z,).
n—oo

& Exemplul 1.8. Fie z, = sin %, n € IN. Avem

0 pentru n = 2k
x, =41 pentru n =4k + 1
—1 pentru n=4k+ 3

Prin urmare limsup z,, = 1 si liminf z,, = —1.
n—00 n—r00

& Exercitiul 1.6. 1. S3 se arate c¢d z este punct limitd al sirului (z,,n €
IN) daca si numai daca exista un subsir convergent citre z.

2. lim 2, =2 < hmlnf z, = limsupz, = x.

3. Pentru girul z, = 1+

nmw o .
cos —, n € IN s& se determine
n+1 2
inf z,, sup z,, lim 1nf Ty, hm SUP Ty, .
neN neN n— n—00

Definitie Spunem ca sirul (z,,n € IN) este un gir Cauchy dacd, pentru
orice ¢ > 0, existd un rang N (e) astfel incat |z,4, — z,| < € oricare ar fi
n > N(e)sip>1 (sau echivalent |z, — z,| < ¢ oricare ar fi m,n > N(¢)).

Notiunea de sir Cauchy pune intr-o formd matematicd ideea ca termenii
sirului “se apropie” intre ei.

Propozitia 1.3. 1. Orice sir convergent este sir Cauchy.

2. Un gir Cauchy este mdrginit.

3. Dacd un sir Cauchy contine un subgir convergent, atunci el este
convergent.
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Demonstratie. Fie lim,_ ., x, = x.
1. Este o consecintd a inegalitatii

T — Tp| < |2 — 2|+ |2, — 2|

2. Seia e = 1 1n “definitia cu £” si rezultd ca existad un rang N astfel
incat |z, —z| < 1 pentru n > N; de aici rezulta |z, | < |z|+1 pentrun > N.
Prin urmare, daca punem M = max{|zo|,|z1|,...,|2n-1],|2| + 1}, atunci
|z,| < M pentru orice n > N.

3. Consideram subsirul (z,,,k € IN) si presupunem cd kli_l}go T,, = . Fie

acum € > 0; rezulta cd existd rangurile Nq(e) si Na(e) astfel incat
|2 — 2| < %, (V)m,n > Ny(e)
deoarece girul este Cauchy, iar
|20, — 2| < g (V) k> No(e)

deoarece subsirul este convergent.
Daca punem N () = max{Ni(e), N1(¢)}, atunci, pentru k£ > N(e), din cele
doud inegalitati rezulta

e €
|xk_$| < |‘rk_$nk|+|$nk_‘r| < 54‘5:8
deoarece, evident, ny > k > N () pentru orice k € IN. O

Teorema 1.1. (Criteriul general al lui Cauchy) Un gir este convergent dacd
st numai dacd este sir Cauchy.

Demonstratie. Implicatia “numai dacd” face obiectul propozitiei 1.3, pct. 1.
Reciproc, dacd sirul este Cauchy, atunci el este marginit (cf. propozittei 1.3,
pct. 2). Cum un sir marginit contine un subsir convergent (v. proporzitia
1.2, pct 2), demonstratia rezulta din propozitia 1.3, pct. 3. U

& Exemplul 1.9. Se considerd sirul

sinz  sin 2z sin nz
e bt
si vom folosi criteriul lui Cauchy pentru a ardta ca este convergent. Pentru
aceasta fie ¢ > 0; avem

T, = ,neN" ze€R

| | sin(n+ 1)z sin(n + p)z
+p (n+1)2 (n+p)?

|sin(n 4+ 1)z| |sin(n + 1)z|

D Qi i S Mok TP B S e e

- (n+1)? (n+1)

< ! +-+ ! < ! +---+ !

~ (n41)? (n+p)? ~ n(n+1) (n+p—=1)(n+p)
1 1 1

= — — < —
n n+p n
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Prin urmare, pentru n > N(¢) = [%] + 1 si orice p > 1 vom avea
|Zpt+p — 5| < €, adica sirul este Cauchy, deci convergent.

1.3 Seril numerice

Unui sir de numere complexe (u,,n € IN) i se poate atasa sirul s, = ug +
U+ -+ up, n € N, numit girul sumelor sale partiale.

Definitie Sirul de perechi (uy,s,), n € IN, se numeste serie si se noteaza
Z Uy, sau ug+ uy + - - -+ uy + - - -. Dacd sirul (s,, n € IN) este convergent,
neN

o0

atunci limita sa s este numita suma seriei si se noteaza s = E U,. In
n=0
acest caz se spune cd seria este convergentd. Dacd sirul sumelor partiale

este divergent (nu are limitd sau are limitd infinitd) se spune ca seria este
divergenta. Elementele sirului (u,, n € IN) sunt termenii seriei.

Notiunea de serie atribuie un sens matematic ideii de suma infinita. Seria
de numere reale este un caz particular al celei de numere complexe. In fapt
o serie de numere complexe poate fi tratatd ca doua serii de numere reale;
este vorba despre seriile Y Rup, §i D0 o St

& Exemplul 1.10. Seria Z P =14+z+z2+-- -, ¢ € IR este numita
neN

seria geometricd. Pentru |z| < 1 seria este convergenta gi are suma s = ﬁ;

pentru |z| > 1 seria este divergenta.

Urmatoarele proprietdti sunt consecinte imediate ale definitiei prece-
dente (v. e.g. [17], [13])

e Daca la serie addugam sau eliminam un numar finit de termeni, atunci
seria obtinuta are aceeasi natura cu seria initiala.

e Daca la serie schimbam ordinea unui numar finit de termeni, atunci
seria obtinuta are aceeasi natura cu seria initiala.

e O serie cu termeni pozitivi (i.e. numere rele si pozitive) este con-
vergenta sau divergentd dupa cum sirul sumelor partiale este marginit sau
nu.

e Pentru orice a # 0, seriile ) u, si Y (au,) au aceeasi natura.

e Daca seria ) u, este convergentd, atunci u,, — 0. Justificarea este o
consecinta a egalitatii u, = s, — Sp_1.-

e Daca sirul (u,,n € IN) nu tinde la zero (i.e. este divergent sau are o
limita diferita de zero), atunci seria ) u,, este divergenta.

Problema centrald in studiul unei serii este stabilirea naturii sale. In
acest scop exista o serie de criterii care depind de tipul seriei si anume:
criterii pentru serii cu termeni pozitivi gi criterii pentru serii cu termeni
oarecari (numere reale sau complexe arbitrare).
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Propozitia 1.4. (Criterii de comparatie) Fie > u, $i > v, doud serii cu
termeni pozitivi.
1. Presupunem cd existdi N € IN astfel incit u, < v,, (¥Y)n> N. Atunci:
a) Dacd seria’y_ v, este convergentd, atunci seria y_, u,, este de asemenea
convergentd.
b) Dacd seria y u, este divergentd, atunci seria ) v, este de asemenea
divergentd.
2. Presupunem cd existd

.
lim — =/4,0</{< o0
n—oo Uy

Atunci cele doud serii au aceeagi naturd.

Demonstratie. 1. Din proprietitile generale ale seriilor rezulta cd putem lua
N = 0si fie (s,, n € N) si (6,, n € N) sirurile sumelor partiale ale celor
douad serii respectiv. Aceste giruri sunt crescatoare si au termenii pozitivi
iar prin ipotezd s, < 0,, (V) n € N, astfel ca demonstratia este o consecinta
a definitiei convergentei unei serii.

2. Fie 0 < € < {; existd un rang N (e) astfel incat

Un _y
,UTL

<e, (V)n> Nie)

Prin urmare

l—e< ™ clte, (V)n>NE) = (—e)vn < un < ((+6)vg, (V)0 > N(e)

UTL
si demonstratia rezulta din pct. 1. O
& Exemplul 1.11. Fie seria cu termenul general u, = n% Observam
1 1

ca -5 < (CEE (V) n > 2 si consideram seria cu termenul general v, =

n > 2 si vg = vy = 1; sirul sumelor sale partiale, pentru n > 2, este

“ 1 “ 1 1 1
=2 S - _Z)=3-Z=
7 +kz_;(k—1)k +kz_;(k—1 k) -

deci este convergent. In consecinta seria Y u, este convergentd, conformcu
propozitia 1.4, pct. 1.

1
(n—1)n>

. . o . 1 o .
Observatia 1.4. (importanta) Seria g —, a € R este numita seria
n

neN*
armonicd generalizatd. Se demonstreazd ca aceastd serie este convergentd

pentru a > 1 si divergentd pentru o < 1. Acest rezultat poate fi demonstrat
folosind criteriul integral al lui Cauchy (v. Cap. 6 sau [8], [17], [13]).
Vn

& Exemplul 1.12. Fie seria cu termenul general u,, = ———. Pentru a
g " Vw1
determina natura sa vom folosi propozitia 1.4, pct. 2, luand v, = —— care

6 /n7
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o . . . . o qs Up
este convergentd conform observatiei 1.4; mai trebuie observat cd lim — =
n—+00 Uy,

1 pentru a conchide c& seria noastra este convergenta.

Propozitia 1.5. (Criteriul radacinii al lui Cauchy) Fie > u, o serie cu

termeni pozitivi; presupunem cd existd li_>m Su, = L. Atunci:
n o

a) Dacd £ < 1 seria ) u, este convergentd.
b) Dacd { > 1 seria ) u,, este divergentd.

Demonstratie. a) Deoarece £ < 1 putem alege ¢ > 0 astfel incat 0 < {+¢ < 1.
Prin ipotezd existd un rang N (g) astfel incat

| un — €] <&, (V)n > N{e)
si de aici rezulta
l—e< Yu, <l+e, (V) n>N()=>u, < ({+e)", (V)n> N(e)

Deoarece seria Z(f +¢)" este convergentd (serie geometricd cu ratie sub-
unitara) concluzia rezulta din propozitia 1.4, pct. 1.

b) Deoarece ¢ > 1 putem alege ¢ > 0 astfel incat £ —e > 1. La fel ca mai
sus exista un rang N = N (e) astfel incat u, > (£ —¢)", (V)n > N iar seria
> (€ — )™ este divergentd, astfel cd se va folosi din nou propozitia 1.4, pct.
1. O

Propozitia 1.6. (Criteriul raportului al lui d’Alembert) Fie ) u, o serie

. e . v . IV un-}—l .
cu termeni pozitivi; presupunem cd existd lim = (. Atunci:
n—oo Uy

a) Dacd € < 1 seria ) u, este convergentd.
b) Dacd £ > 1 seria y u,, este divergentd.

Demonstratie. a) Alegem € si N = N (¢) ca la propozitia 1.5, a) si vom avea
Upt1 < (L4 €)uy, (V)n > N. Rezultd ca, pentru n > N, avem

uN41 < (f—i—s)uN

Unt2 < (L+e)unt
.+ ) ( ) i = u, < ((+e)" Nuy

Uy < (4e)up_

Deoarece seria Z(f—}—e)”_N este convergenta (serie geometricd cu ratie
subunitard) conluzia rezultd din propozitia 1.4, pct. 1.

b) Alegem € si N = N(e) ca la propozitia 1.5, b) si vom avea wu,41 >
(L =e)un, (V)n > N = upt1 > u, (V)n > N deoarece £ — e > 1; prin
urmare sirul (u,, n > N) este crescator astfel ca el nu poate sa tinda la
zero, deci seria este divergenta. O
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Observatia 1.5. (importanta) 1. Propozitiile 1.5 si 1.6 au fost enutate
pentru cazul particular al existentei limitei £. Se poate demonstra ca aceste

criterii pot fi enuntate intr-o forma mai generala si anume luand £ = lim sup Vu,,
n—oo

. . u
respectiv £ = limsup, .. —FL (v. e.g. [13], [16], [24]).
%
2. La criteriile din propozi{ilile 1.5 si 1.6 nu se precizeaza ce se intdmpla
dacd ¢ = 1; in aceastd situatie (si nu sunt putine !) trebuie aplicate alte
criterii. Uneori se poate folosi urméatorul criteriu pe care-l enuntam fara
demonstratie: (v. [16], [21]).

Propozitia 1.7. (Criteriul Raabe-Duhamel) Fie ) u, o serie cu termeni

ey e v . v . un .
pozitivi; presupunem cd existd lim n — 1) =4. Atunci:

a) Dacd £ > 1 seria ) u, este convergentd.
b) Dacd € < 1 seria ) u, este divergentd.

Nici acest criteriu nu precizeaza ce se intampla daca £ = 1.
. . n
& Exemplul 1.13. 1. Fie seria E on Deoarece
n>1

z 1
lim &u, = lim \gﬁ = 3 <1

n—oo n—oo

rezultd ca seria este convergentda conform cu prop. 1.5.

. . n
2. Fie seria E —- Avem
n!
n>1

2
. U . n+1
lim —* — jim !
n—oo Uy n—00 n3

=0<1

astfel cd seria este convergenta.

3. Pentru seria cu termenul general u,, = n2e~V" nu se poate aplica criteriul
Un+1

raportului deoarece lim = 1; vom folosi criteriul Raabe-Duhamel (pro-

n—=00 Uy,
pozitia 1.7) si obtinem

” n (nQe_ﬁ —(n+ 1)2e_V”+1)
( - 1) = lim

lim n
n—00 Up41 n—00 (TL + 1)2e—\/ n+1
i nQG‘/n+1 _ (n ¥+ I)Qeﬁ ) n2e\/n+1—\/ﬁ _ (n ¥+ 1)2
= l1m = 1m
nseo (n+ 1)eV® n—c0 n+1
n2 (evn"‘l_ﬁ - 1) +n?—(n+1)?
= lim
= lim n (evn+1_ﬁ— 1) —2=00
n—00

astfel cd seria este convergentd. Urmatoarele criterii se referd la serii cu
termeni oarecari.
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Teorema 1.2. (Criteriul general al lui Cauchy pentru serii) O serie cu
termeni oarecari (reali sau complecsi) Y u, este convergentd dacd §i numai
dacd, pentru orice € > 0, existd un rang N(e) astfel incdt

[Un41 + Utz + -+ Ungp| <&, (V) 2> N(e) i (V)p > 1
Demonstratie. Fie (s,,n € IN) girul sumelor partiale ale seriei date. Deoarece

|Sn4p = Snl = [tng1 + Untz + -+ + Unipl
demonstratia rezulta de o maniera evidenta din teoremei 1.1. O

Propozitia 1.8. (Criteriul Dirichlet-Abel) Fie ) u, o serie cu termeni
reali oarecari iar (o,,n € IN) un gir descrescdtor §i convergent cdtre zero.
Daca girul sumelor partiale ale seriei ), u,, este mdrginit, atunci seriay_ o, uy,
este convergentd.

Demonstratie. Fie (s,,n € IN) sirul sumelor partiale ale seriei Y u,; prin
ipoteza existda M > 0 astfel incat |s,| < M pentru orice n € IN*| gi fie e > 0.
Avem

|41 Ung1 + Qng2 Unga + 00+ gy Ungp
= |nt1(Sn+1 = Sn) + g2 (Snt2 = Sng1) ++ + Qnap(Sntp = Sntp—1)]
=| = ang18n0 + Sng1(@nt1 — @ny2) + Suga(@np2 — @nys) +- o
+ Sntp—1(Cntp—1 = Wntp) + WngpSntp| < M(anp1 + (g1 — @nga)
+ (@nt2 — angs) + 0+ (Qngpo1 — Wngp) + Qngp) = 2M Qg

Deoarece o, 41 — 0, concluzia doritd rezultd din teorema 1.1. O

Corolarul 1.1. Dacd seria ) u,, este convergentd iar (c,,n € IN), este un
gir monoton gi mdrginit, atunci seria Y a,u, este convergentd.

Demonstratie. Pentru a face o alegere presupunem ca sirul (o, n € IN) este
crescitor si fie v limita sa (cf. propozitiei 1.2, pct. 3). Deoarece seria ) u,
este convergentd rezulta ca sirul sumelor sale partiale este marginit astfel ca,
din proporzitia 1.8, rezulta convergenta seriei > (a — oy, )uy,, deci si a seriei

> apiy,. O

Corolarul 1.2. (Criteriul lui Leibniz) Se considerd o serie de forma

S (=)™, sau Y (=1)"*1v,, unde v, > 0 (o astfel de serie este numitd
alternata). Dacd (v,,n € IN) este un gir descrescdtor convergent cdtre zero,
atunci seria alternatd este convergentd.

Demonstratie. Este suficient ca in propozitia 1.8 saluam u, = (-1)"

1.

Up = Q.
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Observatia 1.6. Uneori, in mod eronat, se invoca criteriul lui Leibniz fara
a se verifica monotonia srului (v,,n € IN).

. . sin nx )
& Exemplul 1.14. 1. Fie seria E ——, z € IR; pentru z = 0 seria
n
neN*
este convergentd. Pentru z # 0 vom lua in propozitia 1.8 u, = sinnz si
o, = % De asemenea observam ca

sin%sin% 1
lur +ug + -+ up| =

T > A
SlIl2 ‘SIHQ‘

deci sunt indeplinite conditiile criteriului lui Dirichlet.
(=D~
(o4

orice o > 0 conform criteriului Leibniz.

2. Seria cu termenul general u, = , n € IN* este convergenta pentru

W21+ (=D)"

3. Consideram seria alternata cu termenul general u,, = (—1)"—————,n €
n

IN*. Desi |u,| — 0, seria este divergenta deoarece, in caz contrar, din egali-
tatea u, = w + % ar rezulta ca seria % este convergentd (diferenta a
doud serii convergente), ceea ce este o contradictie. Explicatia este ca sirul
(lun|, n € IN*) nu este descrescdtor (v. observatia 1.6).

Definitie Seria Y u,, ( cu termeni complecsi) se numeste absolut conver-
gentd daca seria Y |u,| este convergenta.

Datorita teoremei 1.2 si a inegalittii
[tnt1 + g2+ Ungp| < |tpgr) + [tngo + - 4 |ungyl

rezultd cd o serie absolut convergenta este convergentd. Reciproca acestei
afirmatii nu este in general adevarata si exemplul clasic este oferit de seria
armonica » % O serie convergenta dar care nu este absolut convergentd
se numeste semiconvergentd.

Urmdtoarele rezultate le referitoare la seriile absolut convergente le enun-
tam fara demonstratie (v. e.g. [17], [15], [3], [21]).

Propozitia 1.9. Seria care se obfine prin orice permutare a termenilor
unei serii absolut convergente este, de asemenea, absolut convergentd si are
aceeasi sumd cu seria inifiald.

Teorema 1.3. (Mertens) Fie Y u, si Y v, doud serii cu termeni com-
plecsi, absolut convergente avind sumele u si respectiv v. Seria cu termenul
n

general (numitd seria produs) w,, = E UpUp—f = U Uy + UL Up1 + - -+ + Uy Vg
) k=0
este absolut convergentd gi suma sa este uv.

Observatia 1.7. In mod firesc se pune intrebarea despre permutarea ter-
menilor unei serii semiconvergente. In cazul unei astfel de serii se poate
demonstra (teorema lui Riemann) cd termenii sdi pot permutati de asa
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maniera incat sirul sumelor sale partiale sa aiba, la alegere, oricare din-

tre proprietatile: sa fie convergent si sa aiba o limitd prescrisa; sd nu aiba

nici o limita; s3 tinda la 4o00; sa tinda la —oo (v. e.g. [3], [15])

& Exemplul 1.15. 1. Se considerd seria Z z”, |z| < 1 care este absolut
neN

convergentd si are suma . Vom face produsul dintre aceastd serie si ea

—x
insisi; termenul general al seriei produs este w,, = nz"~!, astfel ci, conform

teoremei 1.3, s-a obtinut relatia

2 (1—2)?

(="
n—lInn
si observa ca functia f: (1,00) = R, f(z) = # — In z este crescdtoare; prin
urmare girul |u,|, n > 1, este descrescator astfel ¢, din corolarul 1.2, rezulta

2. Fie seria cu termenul general u,, = . Aceastd serie este alternata

ca seria este convergentd. Pe de alta parte, seria nu este absolut convergenta
dupa cum rezulta cu usurinta dacd se utilizeaza propozitia 1.4, pct. 1. In
concluzie seria datd este semiconvergenta.

1.4 Dezvoltari limitate

Fie I = [a,b] € R un interval. O functie f: I — IR se numeste de clasa
C"™(I) dacd f este de n ori derivabild si derivata de ordinul n este continua.

Teorema 1.4. (Formula lui Taylor) Fie f: I — R, f € C"*Y(I). Pentru
orice zg € (a,b) gi pentru orice x € [a,b] existd un punct £ intre zq §i z,
astfel incat:

Fl&) =Fao) + 2220 o) + E IO g g EZIO g0
(‘r — )n-}—l n
(n —}-01)! 7 +1)(5)
(1.1)
Demonstratie. Consideram functia ¢: [a,b] = R,
_ A\ n+1
#(0) = 110) = 10 - T r ) - - L g - o B0
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unde « este astfel ales incat ¢(z) = ¢(2). Cum @(z) = 0 va rezulta

F(&) — o) = Z2 20 ) o= B 00 o)
(m _ xo)n+‘1 ‘ (1'2)
Ty 0

Deoarece ¢ este derivabila pe [zg, 2] (sau [z, o, ]) rezultd (teorema lui Rolle)
cd existd & intre zq si @ astfel incat ¢'(£) = 0. Dar

n T — k ! r— )"
&(t) = [Z E0 | 4al20
k=0 '
- z — t)k1 T — x—t)"
=10 - L [T 0+ E )] a0
=1
" (x— )kt " (z —
:_f/(t)—l_z ((k _t)1)| f(k)(t) - ( k,t) f(k+1)(t)
k=1 k=1
(e=t" o (-t
vl = s T
_ Z («f ;'t) f(k+1)(t) +a T ;'t)n _ («f ;'t) f(n+1)(t) + Oé(r ;'t)n
k=1 ’ ’
_ (z ;!t)” {04 f(n+1)(t)}
Rezultd o = f(”"'l)(f). Inlocuind in (1.2) se obtine (1.1). O

Observatia 1.8. Mai general formula lui Taylor se scrie sub forma

T — g (z — mo)"
!

1!

(z — z0)?
2!

f(@) = flzo)+ F(zo)+ f (o) + -+ FO) (20)+ R (2)

unde termenul R, (z) este numit rest. In cazul relatiei (1.2) restul are forma

(z — mo)“+1

A

Rp(z) =

si este numit restul lui Lagrange. Pentru alte forme ale restului v. [3], [17].

Corolarul 1.3. Fie f: [-a,a] = R, a > 0, f € C"*([~a,a]). Pentru
orice © € [—a,a] existd un punct £ intre 0 gi x astfel incdt

n mn—I—l

2 = F(0)+ = (0 56_2”0 I O
F@) = 10+ 270 + S0 4+ L 0) 4
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Demonstratie. Caz particular al relatiei (1.1). O

Corolarul 1.4. Fie P o functie polinomiald cu grad P < n. Pentru orice
a € R avem

T —
1!

ap’(a) + @P”(a) 4+ 4 %

51 P (a)

Demonstratie. Este o consecinti a relatiei (1.1) deoarece P*+1) (z) = 0. O

Daca functia f indeplineste conditiile teoremei 1.4, putem scrie

f(@) = Pa@) +a(z), 7 € T (1.4
unde

_ T — o (z —20)” (z—20)" (n)
Pa(z) = f(z0) + =7 F(20) + == f" (o) + - -+ ——7— " (20)
: (z —2o)™! : N
far a(z) = 2 f*+1)(£) este restul lui Lagrange. Observim ci P,

(n+1)!
este o functie polinomiala si grad P, < n, iar « verificd relatia

TGO
r—xg (m — ;Co)n

=0 (1.5)

O functie a(z) care verificd (1.5) este numitd neglijabild de ordin n in
vecindtatea lui xq si se noteaza o((z — x¢)"). Prin urmare o neglijabila de
ordin n se caracterizeaza prin relatia

o((z = z0)")

li = L.
r_i{go ($ _ mo)n 0 ( 6)
Cu aceste notatii (1.4) devine
f(z) =P, (z)+o((z —z0)"), z €V, grad P, <n (1.7)

unde V este o vecinatate a punctului zg.

Definitie Spunem ca functia f admite o dezvoltare limitatd de ordin n in
Jurul punctului zo dacd ea poate fi scrisd sub forma (1.7). Polinomul P, (z)
este numit partea requlatd a dezvoltdrii limitate.

Conceptul acesta poate fi extins cu usurinta in vecinatatea punctului co.
Substitutia z — @ = y permite sa ludam in consideratie doar cazul zg = 0.

Propozitia 1.10. Dezvoltarea limitatd (dacd existd) a unei functii in jurul
originii este unicd.
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Demonstratie. Presupunem cd intr-o vecinatate a originii avem f(z) = Py(z)+
01(z") = Pa(z) + 02(2”) unde grad P; < n, grad P» < n. Dacd P, — P nu
este nul, atunci el poate fi scris sub forma P (z) — Py(z) = bpz* +- -+ b, 27,
cu by # 0 si k < n. Rezulta

b+ -+ bz —
care antreneaza

lim (by + -+ -+ bn:ﬂ”_k) = b; = lim 02(2") — o1 (a")

z—0 z—0 $k

=0

care vine in contradictie cu faptul ca by # 0. Prin urmare P = P, si deci
o1(z") = og(a™). O

& Exemplul 1.16. Indicam citeva dezvoltari limitate clasice obtinute prin
folosirea relatiei (1.3)

L e ta? e o(en), 2] < 1.

1-2z
z r  a? " n
2. e :1+ﬂ+§+"-—|—m—|—o(x ), € R.
x z2 "
3. In(l+2)=7 - 7—}----—1-(—1)71_1?—}-0(1‘”), lz| <1
4, (1+$)a:1+2$+wx2+___+Oz(oz—l)...(oz—n—kl)mn
1! 2! n!
To(z"), || < 1, (a ¢ Z).
. xr $3 ZCS n—1 $2n—1 In
5. 51nm:ﬂ_§_|_§+..._|_(_1) m_}_o(m ), 2 € R.
: 2?2 2t , T S
6.51n:n:1—§—z+..._|_(_1) (Qn)!—I_O(x ), z € R.

Propozitia urmatoare se refera la operatii cu functii ce admit dezvoltari
limitate (v. e.g. [10])

Propozitia 1.11. 1. Dacd functiile f si g admit dezvoltdri limitate de ordin
n in jurul originii, atunci functiile f + ¢ si f g au aceeasi proprietate.
2. In conditiile pct. 1 si dacd partea principald a functiei g este nenuld in

origine, functia — admite dezvoltare limitatd de ordinul n in jurul lui z = 0.
3. In conditiile pct. 1 si dacd lim,_o g(2) = 0, functia compusd fog admite

dezvoltare limitatd in jurul punctului z = 0.

Demonstratie. Vom demonstra numai pct. 1. Prin ipoteza avem f(z) =
Py(z) +o01(z") si g(z) = Py(z) + 02(z™) de unde rezulta

f(2) +g(2) = (P + P2)(2) +[o1(2") 4 09 (2")]
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f(z)g(w) =[P Py + Proa(z") + Proy(z") 4 01(2") 02(2")

Deoarece

lim o1(z") 4+ 02(z™)

z—0 zn

=0

partea regulata pentru f+ g este (P; + P2)(z). In ceea ce priveste produsul
observam polinomul P, P, poate fi scris sub forma P (z) Pa(z) = Q(z) +
2" R(z) unde @ si R sunt polinoame cu grad @ < n, iar

lim 2" R(z) + Py og(a™) + Py og(2™) + 01(z™) 02(z™)

z—0 zn

=0

Astfel, partea regulatd a produsului este Q(z). O

& Exemplul 1.17. 1. Folosind dezvoltarile limitate vom calcula

[¥]

x

cosx —e 2

I
xl—% $4
Utilizand exemplul 1.16
2 4
x x
cosx=1-— 5—}—?—'—0(335)
22 2 4
ez =1-— %—}—%—I—o(f)
rezultd
ﬁ 932 I4 l‘2 l‘4
i SO8E e -S4+ 45— 14+ %5 - & 4 o(2?)
z—0 $4 z—0 .r4
;L‘4
—lim 12 =L
z—0 gt 12
1\"17?
2. Consideram seria cu termenul general v, = |e — [ 1 4+ — ,p € R.
n

Pentru p < 0 seria este evident divergentd. Folosind dezvoltarile limitate
clasice avem

.- (H %)” e [1 -] o [1 - e el(3)]

1,01 .
Pentru a obtine dezvoltarea limitatd a termenului e™ 2n o(%) vom folosi
dezvoltarea lui e¥ pentru y = —% -0 (%) unde vom retine numai termenii
ce contin doar pe %, puterile mai mari fiind inglobate in o (1) Va rezulta

Y ()]

ca
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. 1\" . e 1\" e
lim n[e—(l—}——) ]: lim n[——l—o(—) ]:—
n—00 n n—00 2n n 2

Din propozitia 1.4, pct. 2, rezultd ca seria noastra are aceeasi natura cu

deci

1
seria cu termenul general v, = — deci este convergenta pentru p > 1 si
n

divergenta pentru p < 1 (v. observatia 1.4).

1.5 Siruri si serii de functii

Fie ACR, f,: A—= R, n=1,2,... un gir de functii, iar f: A - R o alta
functie. Pentru fiecare zg € A, f,.(z0),n = 1,2,... este un gir numeric. Dacd
fn(z0) = f(20), atunci pentru orice £ > 0 existd un rang N (g, zo) (intrucat
sirul numeric depinde de punctul z) astfel incat | f,(zo) — f(z0)| < € oricare
ar fi n > N(e, zg).

Definitie Daca f,(z0) — f(zo) pentru orice zg € A se spune ca sirul de

functii (f.,n=1,2,...) este punctual convergent pe A cdltre f si vom scrie

fn e, f. Dacd N(g,z0) nu depinde de zq, adicd N(g,z¢) = N(¢), atunci

se spune ca sirul (f,,n =1,2,...) este uniform convergent pe A cdtre f si

vom scrie f, ve, f. Este important de precizat multimea pe care are loc

punctual sau uniform convergenta.

Rezujlté ca ca

fo 2% fpe A = (V)e > 0, (3) N(e) astfel incat |f,(z) — f(z)] < €

pentru orice n > N () si orice z € A.

De aici se deduce cu usurinta ca

fo S fped (V)e > 0, (3) N(e) astfel incat sup|f,(z) — f(z)| < ¢
z€A

pentru orice n > N (g),

careUlg randul sau antreneaza
fn— fpe A < lim sup|f.(z)— f(z)| =0.

In acest fel avem trei forme echivalente de exprimare a convergentei uni-
forme. De asemenea se observa ca un sir de functii uniform convergent pe
o multime este punctual convergent pe acea multime. Reciproca acestei
afirmatii este in general falsd dupa cum aratd urmatorul exemplu clasic.

& Exemplul 1.18. Fie f,: [0,1] > R,n=1,2,...

nx pentru z € [0, 1]
falz) ={2-nz pentruz € [1, 2]
0 pentru z € [2,1]

Vom ardta cd f, re, f pe [0,1]. Intr-adevar, este evident ca f,(0) — f(0),
asa ca fie zg € (0, 1] arbitrar. Pentru n suficient de mare vom avea % <
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2o = fu(zo) = 0 incepand de la un anumit rang; deci f, RN pe [0, 1]. Pe
de altd parte

up [1,(0)] = o (+) =1

z€[0,1] n
care aratd cd girul nu este uniform convergent catre 0.
Observatia 1.9. Conceptele de convergentd expuse mai sus se transpun
de o maniera evidenta pentru serii de functii intrucat convergenta acestora
revine la convergenta sirului sumelor partiale. De asemenea, definitiile si
consideratiile anterioare se extind pentru functii complexe de variabila com-
plexa.
Teorema 1.5. (Transfer de continuitate) Fie f,: [a,b] = R, n =1,2,...
un gir de functii continue uniform convergent cdtre funclia f: [a,b] = R.
Atunci:

1. Functia [ este de asemenea continud

b b
2. lim / folz)dz = / f(z) dz (limita “comutd” cu integrala).
n—oo a a

Demonstratie. 1. Fie z¢ € [a,b] arbitrar. Deoarce f, Y% 0 rezultd ca,
oricare ar fi £ > 0 existd un rang N = N (¢) astfel incat |f,(z) — f(z)] < §
pentru orice n > N si z € [a,b]. Prin urmare vom avea:

In(e) = f@) < 5, (V)2 € a, 0 (1.8)
|fn(z0) = f(zo)] < % (1.9)

Deoarece fy este continud in zq rezultd ca exista d(e) > 0 astfel incét
|fn(z) — fv(zo)] < % pentru orice z cu proprietatea |z — z¢| < §(¢)
(1.10)
Acum pentru |z — zg| < é(¢) avem
|[f(2) = flzol < [fn(2) = f(2)] + [fn(z) = Fn(z0)| + [ (20) = fl20)| <€
conform cu (1.8), (1.9) si (1.10).

2. Deoarece f, ve, f rezultd ca, pentru orice € > 0 exista un rang N(e)
astfel incit

|fu(z) = f(2)] < ﬁ pentru orice n > N(¢) si z € [a, b]. (1.11)

Prin urmare

bfn(a;) dz— bf(m) dz
[rer[ 1

< 1ale) = f@)do <

a —a

b
/ () — f(2)] da

/bdmza(V)nzN(a)
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conform cu (1.11) O

Corolarul 1.5. Se considerd seria uniform convergentd de functii continue
Zun(:c), Un: [a,b] = R, n € N* gi fie s suma sa. Atunci:
1. Functia s este continud.

& b b
2. Z/ up(z) dz = / s(z) dz (suma infinitd “comutd” cu integrala).
n=17% e

Demonstratie. 1. Fie s,, n = 1,2,..., girul sumelor partiale. Functiile
acestui sir sunt continue (sume finite de functii continue) deci limita sa va
fi continud conform teoremei 1.5, pct. 1.

2. Relatia
n b b
Z/ uk(l‘)dx:/ sp(z) dz
k=1 a a

rezultd din proprietatea de linearitate a integralei. Facem apoi n — oo si
tinem seama de teorema 1.5, pct. 2. U

Teorema 1.6. (Transfer de derivabilitate) Fie f,,: [a,b] > R, n=1,2,...
un sir de functii de clasd C'[a,b], iar f,g: [a,b] = R. Dacd f, e, [ iar

i e, g, atunci funcfia [ este derivabild i avemf' = g.

Demonstratie. Prin ipoteza

/ S dt = fula) — fula) = f(z) — f(a)

Pe de alta parte, din teorema 1.5, pct. 2, rezulta

Jn [T rwa= [Cowa

astfel ca vom avea

ceea ce aratd cd f este derivabild si [’ = g. O

Corolarul 1.6. Fie Y u,(z) o serie de funciii de clasd C'[a,b], punctual
convergentd §i cu suma S. Presupunem cd seria derivatelor Y ul (z) este
uniform convergentd gi are suma s. Atunci functia S este derivabild si

S'=s.

Demonstratie. Fie S, (z) si s,(z), n = 1,2,..., sirurile sumelor partiale
pentru seria data si respectiv pentru seria derivatelor. Functiile S,, sunt de
clasid C''[a, b] (sume finite de functii de clasd C), iar prin ipotezd S, RN

si s, YO . Astfel din teorema 1.6 rezult concluzia doriti. O
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Observatia 1.10. Concluzia corolarului 1.6 poate fi exprimata prin relatia

n=1

ceea ce aratd ca, in conditiile din corolarul 1.6, operatorul de derivare “co-
mutd” cu suma infinita.
Fie A C R si E un (), un: A —= R, n € N* o serie de functii. Se

nelN*
spune ca aceasta serie este dominatd pe A de seria numericd cu termeni

pozitivi Z a, dacd |u,(z)| < a, pentru orice z € A si orice n € IN™.

neN*
Propozitia urmatoare este, in multe cazuri, un instrument comod pentru

demonstrarea uniform convergentei unei serii de functii. Deocamdatd o
enuntam fara demonstratie urmand sa revenim asupra ei in capitolul 2.

Propozitia 1.12. (Criteriul lui Weierstrass) Dacd seria de functii Z up ()
nelN*
este dominatd pe mulfimea A de seria numericd convergenta Z ay,, atunci
nelN*
seria de functii este uniform convergentd pe A.

sin nx

& Exemplul 1.19. 1. Seria de functii Z

neN*
convergentd pentru z € R deoarece este dominatd de seria numericd con-

1
vergenta E — (v. exemplul 1.4).
na
neN*

, a > 1 este uniform

2. Consideram seria geometricd E ", |z| <1 a cdrei suma este

neN
Pentru orice 0 < r < 1 seria este uniform convergenta pe [—r, r] deoarece

_ml

este dominatd de seria numerica convergentd (v. propozitia 1.12) E r’.

neN
Prin urmare, pentru 0 < ¢ < r, conform corolarului 1.5, pct. 2, va rezulta

o t td;f Ootn—}-l
2" dz = =—In(1—t
S [ear= [ 7T = gy = om0y

Daca inlocuim pe ¢t cu—t si schimbam indicele de sumare se obtine relatia

i(—l)”‘l% = In(1+41), 1] < 1 (1.12)

n=1

Pe de alta parte seria derivatelor seriei geometrice este E nz""! care

neN*
este gi ea uniform convergenta pe [—r,r] deoarece este dominatd de seria
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numerica convergenta E nr"~! (v. propozitia 1.6). Prin urmare, din

neN*
corolarul 1.6 se obtine relatia

o0 o 1
n=1
3. Se considerd sirul de functii f,(z) = 2"—2*",2 € [0,1],n = 1,2,.... Este

v v PC . ..
usor de vazut cd f, — 0. Pentru a cerceta uniform convergenta acestui sir

)
V2
agadar sup,ep11/fn(z) — 0] = %, ceea ce aratd cd sirul nu este uniform
convergent.

observam c& functia f, admite un maxim egal cu i in punctul z =

1.6 Serii de puteri

O serie de functii de forma E an(z — 20)", n, 2,29 € € este numitd serie

neN
de puteri centratd in zp. Cu notatia z — zp = w, se vede ca vom putea sa

ne referim numai la serii de puteri centrate in origine de forma E a,w"

neN
deoarece rezultatele obtinute se extind de o maniera evidenta pentru serii

centrate Intr-un punct oarecare. Observam cd seria de puteri este conver-
gentd pentru z = zg.
In continuare ne vom referi la serii de puteri reale de forma E a,z”,

neN
an,,z € R, desi rezultatele pe care le vom prezenta sunt valabile si pentru

serii de puteri complexe (v. [4], [24]).
Pentru o serie de puteri se pune problema determinarii multimii sale de
convergenta.

Teorema 1.7. (Cauchy-Hadamard) Presupunem cd ezxistd lim {/|a,| = w
n—oo

1

— =0). Atunci:

00

1. Pentru orice x € (—R, R) (i.e. |z| < R) seria de puteri este convergentd.
2. Pentru orice z € (—oo, —R) U (R, 00) (i.e. |z| > R) seria de puteri este
divergentd.

1 1
s fie R = — (cu conventia — = oo,
w 0

Demonstratie. Considerdm mai intai cazul 0 < R < oo (ie. 0 < w <
00). Pentru z € (—R, R) fixat consideram seria cu termeni pozitivi al carei
termen general este u, = |a,||z|" si aplicam criteriul radacinii (v. prop.
1.5); avem

lim Yu, = lim |z|Y/a, = w|z|

Prin urmare, dacd w|z| < 1, seria este absolut convergenta, deci convergenta.
Daca, dimpotriva, w|z| > 1, seria nu este absolut convergentd si raméne de
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aratat ca nu este nici macar convergentd in nici un punct z € (—oo, —R) U
(R,00). Intr-adevdr, presupunem prin absurd ca existd z¢ € (—oo0, —R) U
(R, 00) astfel incat seria Z a,z( este convergenta. Atunci, din proprietatile

neN
generale ale seriilor, ar rezulta cd sirul (a,2zj, n € IN) este convergent citre

zero, deci marginit (v. prop. 1.2); fie deci M > 0 un majorant al acestui sir
si fie R < |z| < |zg|. Avem

n

<M

x

Zo

lna™]| < anal] \i
Zo

n
este convergentd (serie geometrica

) T
Cum seria cu termenul general v, = | —
2o

cu ratie subunitard), rezulta (v. prop. 1.4, pct. 1) ca seria Z || |z|" este

neN
convergentd, ceea ce contrazice prima parte a demonstratiei.

Fie acum R = o0 <= w = 0; pentru orice z # 0, incepand de la un
anumit rang, vom avea

n,/|a|<#:>|amn|<ﬂ
I I O S R

astfel cd (v. prop. 1.4, pct. 1) seria Z |a,| |z]|"™ este convergentd (deci seria

neN
de puteri este absolut convergentd, deci convergentai).

Pentru cazul R = 0 (i.e. w = oo) fie 2 # 0. Deoarece {/|a,| — oo va
rezulta cd, pentru o infinitate de termeni, avem

1 1
Vanl 2 — = lan] 2 —= = la] 2" > 1
2] ER

ceea ce arata cd seria Y a, 2" nu este absolut convergenta; pentru a arata
ca nu este nici macar convergentd se procedeaza ca in cazul 0 < R < co. [

Valoarea R poartd denumirea de raza de convergenid a seriei de puteri.
O serie de puteri centrata in punctul z( este convergentd pe multimea (zg —
R, zo+ R) si divrgentd pe (—o0,z9 — R) U (z0 + R, 00).
Observatia 1.11. 1. Teorema 1.7 nu precizeaza natura seriei de puteri in
punctele z = £R.

2. Se poate arata ca (v. e.g. [3], [10], [21]), daca 7}1—%0 V/]an| nu exist,
atunci se poate lua w = lim sup m.

n—oo
3. Un rezultat cunoscut despre siruri ([13], [6]) arata ca existenta limitei

An41
Gy

lim

= w antreneazd existenta lim {/|a,| = w.
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2

1 n
& Exemplul 1.20. 1. Se considerd seria de puteri Z (1 + —) ",
n

nelN*
2

1 n
Deoarece a,, = (1 + —) rezultd cd (teorema 1.7)
n

n—00 e

1\" 1
w= lim (1—}——) —e=>R= -
n

1 1 n n
Pentru 2z = — se obtine seria numerica cu termenul general u,, = [(1 + —) e_l] .
e n
Observam ca (1 + %)n e”! > 1 astfel cd si u, > 1, deci u,, 4 0. In acest fel

¢ v . < 1 .
rezultd ca seria de puteri nu este comvergenta in punctele z = +—; mult{imea

9 11
de convergenta este [ ——, — .
e e

2. Fie seria de puteri
T n—1
— — arcsin "

1 .
= cosa, =1 — — = lim a, = 0 deoarece
n n—r 00

™ .
Avem a, = (5 — arcsin
—5 < ap < 5. Folosind dezvoltarile limitate putem scrie
a2
cosa, =1 — -2 +are(n)cu lim e(n) =0

21 n—00

Rezulta

conform obs. 1.11.
n—1

. . - o T .
Pentru 2 = 1 obtinem seria numericd cu termenul general u,, = 5 —arcsin
n

si observam ca

n—l)_ 1_(n—1)2:\/m

sin u,, = cos (arcsin =
n n n

Prin urmare, deoarece u,, — 0, avem

: u : .
lim —2— = lim — =1= lim T”:\/i
n—oo V2n—1 n—00 81N Uy, n—co ——

n n
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ceea ce aratd cd seria »_ u, este divergentd conform cu propozitia 1.4 si
observatia 1.4. Pe de altd parte pentru z = —1 seria este convergenta
aga cum rezultd cu usurinta din corolarul 1.2. In concluzie multimea de
convergentd a seriei este [—1,1).

& Exercitiul 1.7. Si se determine multimile de convergentd pentru
urmatoarele serii de puteri:

2
z" " (n)? n

nelN* nelN* nelN* neN*

Teorema 1.8. Fie Y a,z™ o serie de puteri cu raza de convergentd R, iar
0<r< R. Avem:

1. Seria de puteri este uniform convergentd pe [—r,r].

2. Seria de puteri poate fi derivatd gi integratd termen cu termen pe [—r,r].

Demonstratie. 1. Seria numerica ) |a,|r™ este convergentd (v. demonstratia
teoremei 1.7) si domina seria de puteri pe [—r,r] (v. prop. 1.12).
2. Seria derivatelor este Y na,z"~! si, deoarece

lim sup /na, = limsup ¥a,

n—oo n—oo

ea are aceeasi raza de convergentda cu seria datd (v. obs. 1.11, pct. 2).
Astfel demonstratia este o consecinta a corolarelor 1.5 si 1.6. U

Teorema 1.9. Fie f: [a,b] = R, f € C*[a,b], si ¢ € (a,b). Presupunem
cd existd M > 0 astfel incdt | f)(z)| < M pentru orice n € N si pentru
orice & intr-o vecindtate V a punctului zo (centratd in zo). Atunci

fl@y =Y (”E;ﬂ £ (20) (1.14)

Demonstratie. Conform corolarului 1.1, pentru orice n € IN* gi z € V exista
& € V astfel incat

)= 3 Er 0 ) 4 B2 e

n=0
Se observa apoi ca
(z — @) T!
(n+41)!

(b—a)"t!

W—H)céndn%oo

NWMSM
]

Corolarul 1.7. In conditiile teoremei 1.9, dacd f: [—a,a] = R, a > 0,
avem

f@) = Y 2 0) (1.15)

n=0
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Relatiile (1.14) si (1.15) reprezinta dezvoltarea functiei f in serie Taylor in
Jurul punctului xg, respectiv dezvoltarea functiei f in serie Mac Laurin.
& Exemplul 1.21. Prezentam dezvoltarile clasice in serie Mac Laurin si

multimile de convergenta corespunzatoare.
n

e Tz z ‘
1. e —1+ﬂ+§‘|‘"'+m‘|‘"‘7$ER

1 2 n
2. — =l4+z+2°+...+2"+---,ze(-11)

1—2
T $2 ne1 n
3 ln(l—l—x):I—7+ +(-1) +---,2€e(-1,1)
. T .rS xS _ m?n—l
4 s1nr:ﬁ——!-|-§+ +(=1) (2n—1)'+ ,reR
2 $4 . 2n
5. cosz =1 5—1-1—% 4 (-1) (2n)!+ ,zeR
o « ala—1
6. (1+x) :1+ﬂm+%m2+...

+a(a—1)""(04_"+1)m”+---,iUE(_Ll)’ (a ¢ 7Z)

n!
& Exercitiul 1.8. S se dezvolte in serie Mac Laurin urmatoarele functii,
precizandu-se multimea de convergenta:




