
Departamento de Física

Guía de Estudio:

Lanzamiento de Proyectiles

Introducción:

Es claro que el movimiento de un cuerpo que cae es un problema recurrente en la vida cotidiana, y este movimiento ya ha sido estudiado. Pero la caída libre es un problema un tanto simple si se considera que la mayoría de las veces que trabajamos con ella estamos hablando de lanzamientos, es por esto que estudiaremos ahora el Lanzamiento de un proyectil en un campo gravitatorio, llamaremos proyectil a cualquier objeto que sea lanzado con cierta velocidad.


Ahora bien, para entender bien esta materia es necesario tener claros los conceptos de Velocidad, Aceleración y sobre todo de Vector. Si tienes dudas respecto a alguno de estos conceptos pregúntalas antes de seguir leyendo la guía o repasa la materia anterior.

1.- El vector velocidad:
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El vector velocidad es la medida de “cuanto avanza algo en un cierto instante de tiempo, en una cierta dirección y con un sentido”, es claro que todo vector queda bien representado por una “flecha” y esta flecha puede ser representada mediante números en un Sistema de Coordenadas, el sistema coordenado que más utilizamos es el Sistema Cartesiano.
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El Sistema de Coordenadas Cartesiano consiste en dos ejes que llamaremos x e y, a la intersección de estos dos ejes se le llama origen y corresponde al punto (0,0).


Todo punto en este plano está bien representado y definido mediante sus coordenadas (x,y).


Todo vector en este sistema se puede descomponer en sus componentes x e y. Por ejemplo:

El vector principal V se puede descomponer en Vx y en Vy que corresponden a las componentes horizontal y vertical, respectivamente, del vector V.


Esta descomposición es muy útil para el lanzamiento de proyectiles.


Utilizando la descomposición de vectores antes mencionada y ordenando convenientemente las componentes se pueden obtener expresiones para la velocidad horizontal y vertical dependientes de V y del ángulo que este vector forma con la horizontal.



2.- Movimiento de un cuerpo:

En esta parte solo quiero recordar las ecuaciones que rigen el movimiento de un cuerpo sometido a cierta aceleración constante a lo largo del tiempo. Estas ecuaciones son válidas en una dimensión y son las siguientes.


Posición de un cuerpo en función del tiempo:
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Velocidad de un cuerpo en función del tiempo:
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donde x0 es la posición inicial del cuerpo, v0 es la velocidad inicial del cuerpo y a0 es la aceleración a la que está sometido el cuerpo, es evidente que t es el tiempo.

Estas ecuaciones nos serán muy útiles la hora de estudiar el movimiento de un proyectil.

3.- Lanzamiento de proyectiles en un campo gravitatorio

Ahora entraremos de lleno al estudio del lanzamiento de un proyectil en un campo gravitatorio, como puede ser la superficie de la tierra.

En la imagen se muestra el vector velocidad inicial de un proyectil lanzado en una dirección que forma un ángulo θ con la horizontal.

Ahora intentaremos deducir las ecuaciones que gobiernan este movimiento.

Primero, hay que tener claro que este es un movimiento en dos dimensiones o, lo que es equivalente, dos movimientos en una dimensión.

Es lógico intentar separar este movimiento en sus componentes x e y, horizontal y vertical respectivamente. De la sección 1 se puede deducir que si separamos la velocidad v0 en sus componentes horizontal y vertical v0x y v0y respectivamente obtendremos como resultado:
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A continuación, utilizando las ecuaciones (1) y (2) de la sección 2 podremos obtener una descripción del movimiento horizontal y vertical, los analizaremos por separado.
Movimiento horizontal:


Debemos identificar los componentes x0, v0 y a0 para reemplazarlos en la ecuación (1) y en la ecuación (2). Supondremos que el proyectil es lanzado desde el origen de coordenadas, es decir x0=0. La velocidad inicial será la componente de V0 en x, es decir    v0 = v0x que es conocida de la ecuación (3). Finalmente a0=0 pues en la dirección horizontal no hay aceleración. 

Entonces, x0=0  ;   v0=[image: image5.wmf]00
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  y    a0=0   ; Reemplazando estos datos en la ecuación (1) obtenemos:
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es decir, la posición del proyectil a lo largo del eje x, está dada a través del tiempo por:
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y reemplazando los mismos términos en la ecuación (2) obtenemos la velocidad a lo largo del eje x que es:
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Se puede observar que la velocidad en x no depende del tiempo, luego podemos afirmar que la componente horizontal de la velocidad de un proyectil es constante.
Movimiento Vertical:

Al igual que en el caso anterior debemos identificar los componentes x0, v0 y a0 para reemplazarlos en la ecuación (1) y en la ecuación (2). Supondremos que el proyectil es lanzado desde el origen de coordenadas, es decir y0=0. La velocidad inicial será la componente de V0 en y, es decir v0 = v0y que es conocida de la ecuación (4). Finalmente   a0=- g, la aceleración tiene un signo negativo pues está “apuntando” hacia abajo, en la dirección contraria de y.


Entonces, y0=0  ;   v0=
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  y  a0=-g   ; Reemplazando estos datos en la ecuación (1) obtenemos:
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es decir, la posición del proyectil a lo largo del eje y, está dada a través del tiempo por:
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y reemplazando los mismos términos en la ecuación (2) obtenemos la velocidad a lo largo del eje y que es:
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Se puede observar que la velocidad en y si depende del tiempo, luego podemos afirmar que la componente vertical de la velocidad de un proyectil no es constante.
En Resumen, si ubicamos un Sistema de Referencia con su origen de coordenadas en el punto donde se lanza un proyectil con una velocidad V0 que forma un ángulo θ con la horizontal, el movimiento del proyectil se describe por:

	
	Dirección Horizontal (x)
	Dirección Vertical (y)

	Posición 
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	Velocidad
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4.- Familiarización con las Ecuaciones, Medidas notables de la trayectoria y Ejercicios resueltos y por resolver.

Ahora se pretende que exista una familiaridad entre las ecuaciones y los estudiantes, para esto encontraremos algunas medidas importantes que es necesario conocer.

Tiempo en que alcanza la máxima altura

El procedimiento para resolver problemas es identificar los datos que nos dan, los datos que se tienen y las condiciones que debemos imponer. En este caso queremos que el proyectil alcance su máxima altura. ¿Cuál será la condición para la máxima altura de un proyectil?
De la experiencia se puede deducir que el movimiento de un proyectil comienza con la velocidad vertical que se le imprimió inicialmente y va descendiendo esta velocidad vertical gradualmente hasta llegar al punto máximo de la trayectoria para luego comenzar a caer cada vez más rápido.
Luego, de lo anterior, es fácil deducir que en el punto máximo la velocidad del proyectil es 0. Por lo tanto esta es la condición que debe imponerse para que se encuentre en su máxima altura, que la velocidad en ese instante sea 0.
Ahora bien, ¿Cómo aplicamos esta condición a las ecuaciones? La ecuación (8) nos entrega la velocidad vertical del proyectil para todo instante t, entonces impongamos que en el tiempo tmaxh el proyectil tiene velocidad vertical igual a 0 o, lo que es equivalente, se encuentra en su altura máxima, esto es:
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Se puede ver que el tiempo que tarda en alcanzar la altura máxima es sólo dependiente de la velocidad inicial y del ángulo que esta forma con la horizontal.

Ejemplo

Calcule cuánto tarda en alcanzar su máxima altura un cohete lanzado sobre la superficie de la tierra con una rapidez de 10 m/s y en un ángulo de 30º con la horizontal.

Resp. La situación descrita queda representada así:

Altura máxima

Ya calculamos cuánto tarda un proyectil en alcanzar su altura máxima, ahora nos interesa saber cuál es esa altura, antes de continuar intenta razonar un poco ¿como lo calcularías? Necesitamos saber cuál es la condición que debemos imponer. 


¿Estás razonando?, me parece bien…………………………


Listo? …Se te ocurrió?... A ver?... ¡Correcto! La altura máxima es la altura a la que se encuentra en el tiempo tmaxh, ahora solo nos resta calcularla utilizando la ecuación (7) para la altura en función del tiempo.
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Finalmente entonces tenemos que:
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Tiempo en que tiene su Alcance Máximo

Hemos calculado varios puntos notables de la trayectoria en la componente vertical, ahora nos concentraremos en los máximos de la componente horizontal, en el eje x.


Nos interesa saber cuál es el alcance máximo que tiene nuestro proyectil, cuan lejos lo podemos lanzar. Nuevamente nos hacemos la pregunta ¿Qué condición debemos imponer para nuestro problema? Veámoslo en un dibujo:



En la figura se puede ver que en el momento de alcance máximo, nuestro proyectil se encuentra en el punto y = 0. 

Con esta información podemos deducir que 
la condición de alcance máximo es que el proyectil se encuentre en y = 0 (OJO: esto es sólo cuando el “nivel del suelo” está a la misma altura que el punto desde donde lanzamos el proyectil)


Ahora nos preguntamos ¿Cómo imponemos esta condición en las ecuaciones?, si suponemos que el alcance máximo se tiene cuando t=tx max la condición puede escribirse como:
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Y utilizando la ecuación (7) obtenemos:
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Esta ecuación implica que, para que el producto de la izquierda sea 0, es necesaria alguna de las siguientes condiciones, o ambas:
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De la condición en (*) deducimos que uno de los tiempos en que y = 0 es t = 0, esto resulta lógico del dibujo de nuestro problema ya que en este tiempo, t = 0, cuando es lanzado, el proyectil se encuentra en el origen. Entonces descartamos esta solución como tiempo del alcance máximo.

Entonces, el tiempo del alcance máximo saldrá de (**), desarrollando esta ecuación obtenemos:
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de aquí se calcula que:
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Al igual que en el caso anterior el tiempo del alcance máximo sólo depende de la velocidad inicial y el ángulo que esta forma con la horizontal.


NOTA (Observación de Johan): “El tiempo que tarda un proyectil en llegar a su alcance máximo es el doble del tiempo que tarda en llegar a la altura máxima”

Alcance Máximo

Ya tenemos el tiempo que ha transcurrido desde que comienza el movimiento hasta que el proyectil tiene su alcance máximo, calculemos ahora cuál es este alcance.

De manera análoga al caso de la altura máxima, como conocemos el tiempo del alcance máximo resulta fácil ver que este alcance resultará de evaluar la ecuación (5) en t=tx max. 
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De donde resulta fácil deducir que el alcance máximo de un proyectil está dado por:
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NOTA: Está función depende de la velocidad inicial y del ángulo de lanzamiento, si consideramos a esta función como sólo dependiente de el ángulo veremos que alcanza su máximo cuando θ=45º, es decir el alcance óptimo se tiene cuando un proyectil es lanzado con dicho ángulo.
Problemas Resueltos
P1) Es el 6 de agosto de 1945, el Presidente de Estados Unidos, Harry Truman, ha dado la orden para que la bomba atómica sea lanzada sobre la ciudad de Hiroshima. El avión Enola Gay sobrevuela la ciudad portando la bomba y se dispone a lanzarla, se encuentra a una altura de 10.000 mts.
El piloto tiene instrucciones de lanzar la bomba sobre un cuartel militar ubicado en la ciudad, y con mucho cuidado ya que cerca de ahí se encuentra una escuela. El avión solo tiene habilidad para lanzar el proyectil horizontalmente.


El piloto recuerda la instrucción de física que recibió y realiza los cálculos necesarios para saber con que velocidad lanzar la bomba. Escriba los cálculos que realizó el piloto para saber con que velocidad debía lanzar el proyectil.

Solución: Ubicaremos nuestro sistema de coordenadas en el avión, desde donde es lanzada la bomba, en esa ubicación estará nuestro punto (0,0), nuestro origen. Ahora debemos ver los datos.


Utilizando las ecuaciones (5) y (7) y considerando que el proyectil se lanza horizontalmente, es decir que θ=0º, tenemos:
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y también tenemos:
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Recordando que nuestro punto y=0 se encuentrá sobre el avión, es claro que queremos saber cuanto vale el tiempo en el instante en que debería impactar con el cuartel, es decir cuando y=-10000. 
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Ya que tenemos el tiempo en que está en y =-10000 (a nivel del suelo), ahora queremos que en ese mismo tiempo se encuentre en x = 30000, lo que se traduce en ecuaciones a:
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P2) Un lanzador de flecha debe apuntar a un blanco ubicado a una distancia de 100 m. Al lanzar una flecha esta forma un ángulo de 30º con la horizontal, calcule con qué velocidad debe lanzar la flecha el deportista para conseguir dar justo en el blanco. (Considere las alturas del deportista y del blanco iguales).

Solución: Ahora conocemos ángulo con que es lanzado y la distancia que debe recorrer en la horizontal.


Necesitamos que el alcance máximo de esta flecha sea 100 m. Para esto utilizamos la ecuación (12) del alcance máximo y la igualamos a 100, luego despejamos la velocidad y listo.
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Problemas no resueltos
P1) ¿Con que velocidad debe ser lanzado un proyectil que tiene un ángulo de lanzamiento de 45º para que su altura máxima sea 1 Km?                                (Respuesta 200 m/s)
P2) Un basquetbolista de 1,75 m desea lanzar el balón de modo de encestar en forma exacta. Si se encuentra a 3 m. del aro y este (el aro) tiene una altura de 2,5 m. Calcule con que velocidad debe lanzar el balón en un ángulo de 60º para encestar.  (Respuesta 6,36 m/s)
P3) ¿Con que ángulo se debe lanzar una bala que tiene una velocidad inicial de 35 m/s para que su altura máxima sea de 45 m?                                              (Respuesta   
[image: image34.wmf]»

59º)
P4) Estudie la deducción de las ecuaciones de alcance máximo y altura máxima. Explique las condiciones en las que son válidas y las condiciones que se debió imponer para encontrarlas.                                                                                 (Respuesta en la guía)
P5) ¿Cómo cambia la velocidad horizontal de un proyectil que se mueve bajo acción de la gravedad terrestre?

P6) Relea varias veces esta guía hasta entenderla completamente.

Cualquier duda, comentario o crítica a esta guía puede hacerla llegar  a purbano@ing.uchile.cl. Estudie mucho que la materia lo requiere y mucho éxito en la prueba.
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	Utilizando las relaciones trigonométricas es evidente que:


v0x = v0 · cos(θ)


v0y = v0 · sen(θ)
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	Es fácil trivial ver que: V0 = 10 m/s y que     θ = 30º. Luego, reemplazando estos datos en la ecuación (9) y utilizando g = 10 m/s2 se obtiene:
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30.000 m





10.000 m





100 m
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