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ESTABILIDADE EM FREQUENCIA

A estabilidade de um sistema pode ser verificada atraveés da margem de ganho e
da margem de fase.

Margem de ganho: € o fator pelo qual o ganho do sistema pode ser incrementado sem
que o sistema se torne instavel. E a quantidade no qual o ganho do sistema pode ser
aumentado para alcangar o valor limite de 1, quando o angulo de fase é 180°.

1 = Margem de ganho x| G(jo)| 4=180°
em decibéis, temos:

Margem de ganho = 20 log 1 — 20 log(| G(jo)| 4=180°)
Margem de ganho = — 20 log(| G(jo)| 4-18°)

Margem de fase: é o angulo no qual o diagrama de Nyquist deve ser deslocado para que
o sistema atinja o limiar de instabilidade, quando o0 médulo do sistema for igual a 1.

Margem de fase (y) = 180° + ¢

Para ser estavel a margem de ganho e a margem de fase do sistema devem ser
positivas. A figura abaixo (fig.13.1) mostra as margens de ganho e de fase no diagrama
de Bode.
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fig.13. 1 - Margem de ganho e de fase no diagrama de Bode
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A figura 13.2 mostra as margens de ganho e de fase no diagrama de Nyquist e

para a carta de Nichols.
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fig.13. 2 - Margem de ganho e de fase para o diagrama de Nyquist e para carta de Nichols

Exemplo 1: Um sistema tem a seguinte funcéo de transferéncia:

k
T s(25+1)(3s+1)

G(s)

Pede-se: (a) o valor de k para que o sistema seja criticamente estavel e (b) Para uma
margem de ganho de 2 dB, o sistema ¢ estavel?

Resposta: Calculado o valor de k para o sistema ser criticamente estavel:

: k k
G(jw)=—— . = 2. >
joRRjo+1)@Bjow+1) —50°+ jo(l-6w°)
2 2
G(jw) = —5ka . ko(l—60°)

250° + @’ (1-60°)° 250" + 0* (1 60°)
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O mddulo e a fase séo dados por:

. k
|G(Ja))| - 4 2 2\2
V250" + 0*(1- 607)
o(l-60°) (1-60°)
=-arctg—————=arctg———=
¢ 97 C 50° g Sw

(a) para ¢ = 180°, 0o mddulo deve ser 1 para um sistema criticamente estavel:

_ 2
@=6a7) _1gq0 —1-60°=0 = w:}/\/g

para este angulo, o médulo deve valer 1 para ser criticamente estavel:

¢ = arctg

k
J250/8)" + (UV6) (1-6(1/46)2)?

1

G(iYV6)| =
k =0,833
(b) Para o sistema possuir a margem de ganho de 2 dB, temos:

Margem de ganho =— 20 log(| G(jo)l ¢=180°)
2=-20 Iog(%,833)

—01=log(K 0,833) multiplicando  por  10*
_k _
0,7943 = 0,833 = k =0,6617

O sistema sera estavel com esse valor de k, pois 0 mesmo € inferior ao valor do
k critico (0,833)

Bode Diagram Bode Diagram
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A figura (a) mostra o diagrama de Bode para k=0,833. Notar que quando ¢=180°
o modulo = 1. A figura (b) mostra o diagrama de Bode para k=0,6617, notar que o
sistema tem margem de ganho e margem de fase positivas.
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Exemplo 2: Qual a margem de fase do sistema que possui a seguinte funcéo de
transferéncia:

4
T s(s+2)

G(s)

Solucédo: no dominio da freqtiéncia temos:

4 B 4 _ —40® . 8w
jo(jo+2) -0’ +2jo o' +do o' + 40’

2

G(jw) =
O mddulo e a fase séo dados por:
. 4
G(jo) =——=
Vo' +4o
2

¢ = —arctg ia) = arctg —

—4w? @

A margem de fase € medida quando o mddulo tem o valor de 1, assim:

. 4
G(jo)=——=-=1
| | Vo' + 40

o +40* -16=0

, —4+16+64 —4+89

2 2

Bode Disgram

Considerando apenas 0s
valores positivos de o:

o’ =2472 = w=157

M agnitude (dB)

O angulo de fase é
dado por:

¢ = arctg 2 = arctg(1.27)
w

Phase (deg)

¢ =5186°

Como tanto a parte real como a parte imaginaria sao negativas, esse angulo é o
angulo relativo a -180° e é a propria margem de fase.
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Exercicio 1: Dado o diagrama de Bode abaixo, pergunta-se: qual margem de ganho,

qual a margem de fase e se o sistema é estavel ou instavel.
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Exercicio 2: Qual o valor de k para que o sistema abaixo ser:

Ge) =K
s(2s+1)(s+1)
a) criticamente estavel Resp: k=1,5
b) fornecer uma margem de ganho de 3 dB Resp: k=1,06
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Exercicio 3: Qual € a margem de fase para o sistemas abaixo:

a)
9

()= s(s+3)

D) 6(s) = s(s+1)

Resp.: 51,8°

Resp.: 51°
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Relacdo entre resposta transitoria e resposta em frequéncia para um sistema de
segunda ordem

A figura 13.3 mostra o

diagrama em bloco de um 3
i Eis) + E ) Ciz)
sistema de segunda ordem. » (s) . 1
s(s+20wy)
A funcéo de transferéncia desse #

sistema em malha fechada é
dada por: fig.13. 3 - Diagrama em bloco de um sistema de 2a. ordem

2

C(s) _ @,
R(S) s°+2(w. 5+,

onde:  -> coeficiente de amortecimento
®—> frequéncia natural ndo amortecida

O modulo e a fase deste sistema € dado por:

io)|- - :
\/[1—(co/con)2] +[2¢0/ w,] (13.1)
_ 24(v]w,)
99 = 1- (ol w,)?

O pico da frequéncia é denominado de frequéncia de ressonancia (wr) e acontece
em:

or =wny1-2¢%, para0 <{< 0,707 (13.2)

A figura 13.4 mostra o diagrama de modulo de Bode e a resposta de um sistema
no tempo para uma entrada degrau:
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fig.13. 4 - Respota temporal e diagrama de Bode.
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A resposta para um sistema de segunda ordem subamortecido é dado por:

c(t) =1—e~™'| cos(w,t) + L.sen(wdt)

V1-¢?
Onde: w, = w,1-¢° (13.3)

Nota-se através das equaces (13.2) e (13.3) que para valores pequenos de ¢, a
freqliéncia de ressonéancia e a frequiéncia natural amortecida sdo quase iguais. Portanto
oy indica a velocidade transitoria do sistema.

Substituindo a frequiéncia de ressonancia (13.2) na equacdo do modulo (13.1), 0
modulo de ressonéncia serd dado por:

1

20\ J1-¢2

O valor do sobre sinal (Mp) da resposta do degrau unitario é dado por (vide
apostila 5-pag.82):

Mr =

M =e(@ledr _ e—(;’/w/l—gz)n

p

Considerando o sistema em malha aberta:

Ct)n2
G(s) = s(s+24w,)

A freqliéncia critica para o sistema ocorre quando o mddulo de G(s) for unitério,
assim:

0=, \/1/1+ 4% —2£%  Nessa frequiéncia o angulo de fase sera:

JL+4g7 -2
2¢

¢ =-90° —arctg

, com esse angulo a margem de fase sera:

y =180° —90° —arctg \/ “1+424; 2%
y =90° —arctg \/ [A+de” —2¢
2¢
JW1+4g7 — 2
2¢

y = arctg
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Geralmente Mr indica a estabilidade relativa. Para um desempenho satisfatorio o
valor de Mr deve estar no intervalo de 1 < Mr < 1,4 (0 db< Mr <3 dB). Valor maior que
1.5, a resposta transitoria apresenta diversos sobre-sinais.

A banda passante (ou faixa de passagem) é a faixa de frequiéncia no qual o
modulo estd acima de — 3dB (vide figura 13.4, onde wc é denominada freqiiéncia de
corte).

SECAO MATLAB

Para obter o pico de ressonancia, a freqiiéncia de ressonancia e a banda passante
no MatLab

[mag,phase,w] = bode (num, den,w) ;%armazena os valores de Bode

[Mp, k] = max(mag); % obtém o valor maximo
Pico_ressonancia = 20*log10(Mp) % calcula o pico de ressonancia
Freg_ressonancia = w(k) % obtém o valor da freg.de ressonancia

Para banda passante é necessario inserir 0 programa:
n=1;

wile 20*log10(mag(n)>=-3; n=n + 1,

end

Banda_passante = w(n)

Exemplo: Esbocar o o diagrama de Nyquist para:

16 Fazendo num =16 - num =[0 0 16]

) =it e den=(s’+4s+16) > den=[1416]

num=[00 16]; % numerador de G(s)

den =[1 4 16];

[mag,phase,w] = bode (num, den,w) ;%armazena os valores de Bode

[Mp, K] = max(mag); % obtém o valor maximo

Pico_ressonancia = 20*log10(Mp) % calcula o pico de ressonancia

Freg_ressonancia = w(k) % obtém o valor da freg.de ressonancia

n=1;

wile 20*log10(mag(n)>=-3; n=n + 1,

end

Banda_passante = w(n)
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