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RESPOSTA EM FREQUENCIA-DIAGRAMA DE NYQUIST

O diagrama de Nyquist (ou diagrama polar) ¢ um grafico do médulo de G(jo)
pelo angulo de fase de G(jo) em coordenadas polares com ® variando de 0 até o
infinito. Existem 4 pontos de interesse para plotar o diagrama de Nyquist:

-quando ®=0=> $=0°

- quando ® = o = ¢ = 180°

- quando ¢ ==+ 90°

1) P6lo na origem

Ocorre quando G(S) = 1 ,  passando para o dominio da freqiiéncia:
S

G(jw)= La) = —i (para imaginaria negativa)

O modulo e a fase dessa fungio sao dados por:

Tm
. 1 90°
G(je)|=—
10
-1/w o
t9¢=u=—°0:>¢=—90 130° 0
0 Real
Se o variar de 0 até oo, o ganho
ird variar de co até 0 (fig.12.1) -90°

fig.12. 1 - Diagrama de Nyquist para um polo

1) Zero na origem

Ocorre quando G(S) =5, passando para o dominio da freqliéncia:

G(jo)= jo Im
a0°
O modulo e a fase dessa fungao
sdo dados por:

. (8}
G(jo)=w 180 Real

tg¢:%=+oo:>¢:90°

Se o variar de 0 até oo, o ganho -90°

ira variar de 0 até oo (fig.12.2) fig.12. 2 -Diagrama de Nyquist para um zero
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[11) Polo real
Ocorre quando G(S) = vl passando para o dominio da freqiiéncia:
S+
1 1-joT

G(jo)=

joT +1 1+0°T?

O modulo e a fase dessa fun¢do sdo dados por:

G(jw)=———
| (Ja))| 1+ &’T?

tg¢:—@=—aﬁ = ¢ = —arctg(wl)

Substituindo alguns valores de freqii€ncia nas equagdes acima, temos:

o (radis) | [G(jw)| | ¢
1

0 0 | Ponto de cruzamento com o eixo real
/T 1N2 | -45°
o0 0 -90° | Ponto de cruzamento com o eixo imaginario

Variando ® de 0 até oo, o diagrama de Nyquist serd um semicirculo conforme
mostra a figura 12.3:

Trn
q0°
15000 05 1 G ljw]
g N Real
| R
w=1T
Ty
o aunenta

fig.12. 3 - Diagrama de Nyquist para um pélo real
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1V) Zero real

Ocorre quando G(s)=1+Ts, passando para o dominio da freqiiéncia:
G(jo)=1+ joT

O modulo e a fase dessa fun¢do sdo dados por:

G(jo)|=V1+&’T?

tgg = T = ¢ =arctg(wT)

Substituindo alguns valores de freqiiéncia nas equag¢des acima, temos:

o (radis) | [G(jw)| | &
] 0

0 Ponto de cruzamento com o eixo real
1T \2 45°
00 0 90°

Variando ® de 0 até oo, o diagrama de Nyquist serd uma reta conforme mostra a
figura 12.4

Im

o i

Q0 +

o)

1202 1] G |.1':'-"'|
&1 EFeal
w=1I

-90°

fig.12. 4 - Diagrama de Nyquist para zero real

V) Par de p6élos complexos

2
n

S+ 20w, S+ o

()]

Ocorre quando G (S) = =, passando para o

dominio da freqiiéncia:

2
a)n

G(jw)=
(Jo) 0’ + j2lw0+ o
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o 1

G(jo) = “ =

0t 2lomta” {1_(%%)2} j2§%n
]

G(jo)= 5 —j :
(e s, (e e,
O modulo e a fase dessa fungdo sao dados por:
G(jo) = 1
-/, T + oo,
__2%(o/w,)
199 = 1-(0/w,)’

Substituindo alguns valores de freqiiéncia nas equagdes acima, temos:

o (radls) | |G(jw)l d
0 1 0 Ponto de cruzamento com o eixo real
On 1/2¢ -90° | Ponto de cruzamento com o eixo imaginario
0 0 -180° | Ponto de cruzamento com o eixo real

Pela tabela nota-se que o grafico ird depender do valor do coeficiente de
amortecimento £. Além disso, o ponto onde o grafico cruza o eixo imagindrio ¢ a
freqiiéncia natural ndo amortecida ®,. A figura 12.5-A mostra o diagrama de Nyquist
para direferente valores de C:

Irn A I B

90° 40°
13020 1 Gliw| &l
s ¥ gran Real Real
0

0 g G
& aumentando &
A PECqueno
-90°

fig.12. 5 - Diagrama de Nyquist para um pélo complexo

A figura 12.5 B mostra que o ponto mais distante da origem no diagrama de
Nyquist corresponde a freqiiéncia de ressonancia (o,). O valor de pico de ressonancia ¢
obtido pela relagdo entre o modulo do vetor na freqiiéncia de ressondncia (®,) pelo
modulo do vetor em ®»=0.
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V1)Par de zeros complexos

2 2
S+ 2w,S+ o . A
Ocorre em G(S) = o . " passando para o dominio da freqiiéncia:

n

2 - 2 2
G(jw)z—a) +J2a'f’620na)+wn :1_(%) +J2§w/a)n

n

O modulo e a fase dessa fung¢do sdo dados por:

G(jo)| =1 - @/ @] + 26w/ o]

_ 20(w/w,)
'9¢= 1-(w/®,)

Substituindo alguns valores de freqii€ncia nas equagdes acima, temos:

o (radls) | |G(jw)l b
0 1 0 Ponto de cruzamento com o eixo real
Op 2L +90° | Ponto de cruzamento com o €ixo imaginario
o0 0 180° | Ponto de cruzamento com o eixo real

A figura 12.6 mostra o diagrama de Nyquist para um zero complexo:

Im
q0°
<ﬂ“Lh i
A
& Eeal
w=1
-90°

fig.12. 6 Diagrama de Nyquist para um zero complexo

st st sk s sfe sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sl sie sk st sk sk sk sk sk sl sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ki sk sk skoskoskoskosk

Para obter o diagrama de Nyquist de uma fungao deve-se,
- colocar a fun¢do da forma x + jy,
- calcular a equagdo do moédulo e fase da fungdo
- variar a freqiiéncia de 0 até o (lembrar dos angulos + 90° ¢ = 180°)
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Exemplo 1: Tragar o diagrama de Nyquist para a seguinte fung¢ao:

1
25+ 1) +5+1)

G(s)

Solugdo: Passando para o dominio da freqiiéncia (jo) e deixando na forma de x + jy

1 |
Qo+’ + jo+l) —2jo —20° +2jo-a + jo+1
B 1

(-3 + jGw-2")

B (1-30%) . Go—20")

T (1-30") +GBow-20°) J (1-30%) +Bo-20’)’

G(jo)=

Calculando o modulo e a fase:

1
J1=30) + Bow—20")’

30-20°
——arctg>———
¢ g 1-30°

G(jw)|=

Variando :
Para =0 2 |G(jo)=1 e d=0
Para o=0 2 |G(jo)=0 e ¢ =90

30-20°

3w’ -2
=—-arctg————=-arctg| ——
g =-arctg 222 g{ }

)
= —arctg —— = —arctg(—
Ve -3/ 975 9(=0)

Os pontos de cruzamento com o eixo real sdo dados por ¢=0 ou ¢p==180°
Para ¢=-180° =>» tg ¢ = -0, portanto

30-20'=0 = =0 ou =¥ =12rad/s
para este valor o ganho sera: G(G1.2)=-0,3

Os pontos de cruzamento com o eixo imaginario sdo dados por ¢=+90°

Para ¢=-90° =» tg ¢ = -o0, portanto:

1-30*=0 = a)=%/§=0,6rad/s

para este valor o ganho sera: G(1.2)=-0,7
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A figura 12.7 mostra o grafico de Nyquist para esta funcdo. Para auxiliar o
esbogo do grafico outros valores podem ser calculados:

Paraw=1 2 |G(jw)=04 ¢ b =-153°

Para ©=0,2 9 | G(jo)l = 0,95 ¢ b =-34°

T
90°
-0,3 0 1 G |jw|
A_. by
=1
w= 06 rads - 07

90
fig.12. 7 - Diagrama de Nyquist do exemplo 1

Exercicio 1: Plote o diagrama de Nyquist para a fun¢ao:

1

6= S(2s+1)
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CARTA DE NICHOLS (DIAGRAMA DE MODULO EM dB PELO ANGULO
DE FASE

A carta de Nichos ¢ uma outra forma de representar graficamente a resposta em
freqiiéncia. O eixo X representa sdo plotados os angulos enquanto que o eixo Y sao
plotados 0 médulo em dB da fungao.

A vantagem dessa representacao € que a estabilidade relativa de um sistema de
malha fechada pode ser determinada rapidamente e a compensagdo pode ser feita
facilmente. A figura 12.8 mostra a carta de Nichols para algumas fungdes:

| Gijw)| em dB |G(iw)| et dB
2L 0 ' 20 —p—
1
ol |} le=_L|] 10k lg= )
& & o =
i 0 ' i
2 ] - of @of 4 !
' |
-20 i ' Fa:ze -20 el | Ta
S18p%B0 O et HIROS 1800 -90° 0 490° +180°
| Gipw)| em dB |G(w)| em dB
= ' 20 . .
¥
1 - - b 3
o F=e Hh
I:] ! i I:] 3 I
w =1 L ol
100 1 G=1+jeT| - _10} Al 2
-20 L | I jorre 50 : | -
_180° -90° O 4o0° +180° 1800 -50° 0 4900 +180°
|G| em dB
| Giyw| em B
2':' I T
e 20 ;
10 - _ t 0
e 10+ - i
0 i 0 : e g
0 ; i
-20 ' ' Faze i 1
Guipe 0 © +180° 10l = |
_IBQ 290 .-I-QU 2 10 Ot T
GZ(JUJ]' +2fwnlw)+wa 5 | . | o
o 120° -90° U 4o0© +180°

fig.12. 8 - Exemplos da carta de Nichols para algumas funcgdes

230



@@[’rﬂﬁﬁ’@ﬂ@ € Prof. Celso — Modulo 12
§@W©[fiﬁ]@©@[ﬁ]ﬁ§[ﬁﬁ]© Resposta em freqiiéncia-Diagrama de Nyquist

CRITERIO DE ESTABILIDADE DE NYQUIST

A resposta em freqiiéncia
de um sistema pode ser facilmente
obtida  experimentalmente. H Ris) Cle)

: P R - — | G(5)
Nyquist desenvolveu, em 1932, um +

critério para analisar a estabilidade i
de um sistema tendo como base a
teoria das fung¢des de variaveis His)

complexas de Cauchy.

Considerando o sistema de
malha fechada da figura 12.9, sua
func¢ao de transferéncia é:

fig.12. 9 - Sistema de malha fechada

C(s) _  G(s)
R(s) 1+G(s)H(s)

Para um sistema ser estavel sua equagao caracteristica: 1+G(s)H(s) deve

possuir todas suas raizes no semiplano esquerdo do plano s. O critério de Nyquist
relaciona a resposta em freqiiéncia da malha aberta (G(s)H(s)) ao nimero de zeros e
polos da equagdo caracteristica localizados no semiplano direito do plano s.

O critério de Nyquist realiza o mapeamento de uma fun¢ao F(s) do plano s para
o plano F(s). Considerando a seguinte equacdo caracteristica;

F(s)=1+ Ll o ponto s=1+2j seria mapeado no plano F(s) como:
S+

F(1+2j)=12-j0,25

A figura 12.10 mostra alguns mapeamentos:

T I B I
—
o [ <> ) M

e

fig.12. 10 - Mapeamentos de alguns contornos fechados no plano s
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Pela figura anterior (fig.12.10) nota-se que quando o contorno envolve um pdélo
no plano s, o contorno no plano F(s) envolve a origem no sentido anti-horario. Se o
contorno envolve um zero no plano s, o contorno no plano F(s) envolve a origem no
sentido horério. Se o contorno no plano s conter o mesmo nimero de polos e de zeros
ou nao conter nem pdlo e nem zero, o contorno do plano F(s) ndo envolvera a origem.
Se o contorno do plano s envolver N polos (ou N zeros) o contorno do plano F(s)
envolvera N vezes a origem no sentido anti-horario (ou horario).

Teorema de Cauchy

Seja F(s) uma relagdo de polindmios em “S”. Seja um contorno “C” em “S”
mapeado num contorno “B” no plano F(s). Se F(s) ¢ analitica dentro do contorno “C”,
exceto para um numero finito de polos e se F(s) ndo possui pdlos e zeros sobre “C”,
entao:

N=Z-P

onde: Z - namero de zeros de 1+G(s)H(s) no semiplano direito do plano s.
P = ntmero de pélos de G(s)H(s) no semiplano direito do plano s.
N = ntimero de envolvimento do ponto -1+j0 no sentido horario.
Se N>0 - sentido horario
Se N<0 - sentido anti-horario

Como a equagao caracteristica ¢ 1+ G(s)H(s), o contorno dessa fungdo ¢ o
mesmo da fung¢ao G(s)H(s) deslocada de -1 no eixo real. Portanto ao invés de
verificar o nimero de voltas que um contorno “B” realiza na origem de 1+ G(S)H(S),
pod-se verificar o nimero que voltas que o contorno realiza no ponto -1,0 de G(s)H(s).

Nyquist mapeou todo o semiplano direito do plano s, com isso todas as raizes
com parte real positivas do plano S s3o envolvidas pelo contorno “C”. Para um sistema
ser estavel o numero de zeros (Z) deve ser igual a 0.

Exemplo 2: Dado o diagrama de Nyquist abaixo, determinar se o sistema ¢ estavel ou
nao:

100 Tm
A .
* N N
_/ o _/ Ee
plane = plane GH

fig.12. 11 - Exemplo 2

Neste exemplo o mapeamento envolve o ponto -1, 2 vezes no sentido horario,
portanto N=2 =» Z=N+P=2+P#0 0 sistema ¢é instavel.
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Exemplo 3: Um sistema tem a seguinte fungdo de transferéncia:

50
(s+1)*(s +10)
sistema ¢ estavel ou nao.

- Passando para o dominio da freqiiéncia:

G(S)H(s) = . Utilize o diagrama de Nyquist para determinar se o

i . 50
G(jo)H (jo) =
deixando na forma x = jy
50(10—12w) . 5021w - )

G(jo)H(jo)=

(10-120) +Qlo-o’)’ ~ (10-120) +2lo- o)

obtendo o modulo € a fase:

[50010 - 120)] +[50210 - )]
(10-120) + 2lo- ')

|G(ja))H(ja))|:\/ se=0=>|GH|=5

ou

500070 -12/0M)] +[s02170* - 1]

=00 =>|GH|=0
@’[(10/0* —12/0*) + 21/ 0* - 1)’

IG(J'w)H(J'w)|=\/

Qlo- o)
=-arctg—~
¢ = -arclg (10 -120°)

ponto de cruzamento com o eixo real ocorre quando ¢ = 0 ou ¢ = + 180°. Para ¢ = +
180°:

Qlo-w’)=0

o2l-w)=0 ou =0 ou

o' =21 = w=4,58
substituindo ® na féormula do modulo = |GH| = 0,2066. Como o diagrama nao envolve

o ponto -1, e ndo tem pdlos em malha aberta do lado direito » Z=N+P =0 =
sistema estavel.

A figura ao lado mostra o diagrama de

SO Nyquist desse sistema ( o diagrama esta
0.24 ¥ 5 fora de escala).

& K_/

fig.12. 12 -Diagrama de Nyquist do exemplo 3
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Exercicio 2: A figura seguinte mostra o diagrama de Nyquist em malha aberta de um
sistema. Complete o diagrama (supondo que Nyquist englobe todo semiplano direito
do plano s) e responda:

a) se a fungdo de transferéncia de malha aberta ndo possui pdlos no semiplano
direito do plano s, o sistema de malha fechada ¢ estavel?

b) se a funcao de transferéncia de malha aberta possui um po6lo e nenhum zero
no semiplano direito do plano s, o sistema de malha fechada ¢ estavel?

c) se a funcdo de transferéncia de malha aberta possui um zero e nenhum pélo
no semiplano direito do plano s, o sistema de malha fechada ¢ estavel?

In

Exercicio 3: Considere os diagramas de Nyquist abaixo, sabendo que para ambos 0
sistema ndo possui pdlos do lado direito do plano s, responda se os sistemas em

malha fechada sdo estaveis ou nao.
T I

(a) (b)
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Estabilidade Relativa pelo mapeamento.

Um sistema em malha fechada serd mais estavel quanto mais afastados os pélos
dominantes estiverem do eixo imaginario jo. Estabilidade relativa ¢ quanto os polos
dominantes estdo proximo ao eixo imaginario jo. Considere os seguintes mapeamentos

no plano s:

(a) jw

H

(b)

I

fig.12. 13 - Dois sistemas de malha fechada com dois p6los

Na figura 12.13, o sistema (a) ¢ mais estavel do que o sistema (b) porque seus
p6los dominantes estdo mais distantes do eixo imaginario jo. Mapeando esses sistemas

temos:
(a) Im

(b)

In

/

fig.12. 14 - Diagrama de Nyquist dos sistemas da figura 12.13

Pelas duas figuras anteriores,
conclui-se que quanto mais proximo do
eixo 1imaginario estiver os podlos
dominantes mais proximo do ponto -
1+j0 estarda o lugar geométrico de
G(jo).

A figura ao lado (fig.12.15)
mostra o critério de estabilidade de
Nyquist para um sistema em malha
aberta.

Pela figura para um angulo de
fase de 180°, 0 modulo de G(jow)H(jo)
ndo deve exceder de 1.

sisterna wntavel

i

Lin

v

sistemmnas estaveis

i

fig.12. 15 - Sistema estavel e instavel por Nyquist
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Exemplo 4: Dada a funcdo de transferéncia de malha aberta abaixo, qual a condi¢ao
para que o sistema seja estavel?

G(S)H(s) = Kk
s(s+1)(s+1)
Resolvendo de duas maneiras:
- Passando para dominio da freqiiéncia:
. . k k
G H = =
Qo) = o Do) —207 + j(@—)
. . —2ke? . k(w— @’
G(joH (jo) = ca

(20’ +(0-0') (20" +(0-o)

- O modulo e a fase sdo dados por:

. . k
G(i@)H (jo) =—— —
\/460 +(w—w)
¢=—mﬂg92lgh
— L)

PRIMEIRA SOLUCAQ: Como o médulo nido pode ser maior do que 1 para 180°, na
condicdo limite o angulo ¢ deve ser 0:

o-0=0 = ol-0)=0 ou
w=0 ou w=1
substituindo w=1 na equagdo do modulo e fazendo o modulo ser menor do que 1:

. . k
G(jo)H(jow)|= <1
J

40 + (0 —@’)
k
N4+0

<1 =k<2

SEGUNDA SOLUCAQ: Utilizando o grafico In
normalizado (k=1) de Nyquist do sistema, temos Y
p/ ©=0 > | GH > \
p/ @=0 > | GHl 20 \
p/ o=1 > | GH 0,5
Como P=0 (ndo ha polos no lado direito do 1 20 pe
plano s):
Z=N+P =» Z=N ou N=0 para ser estavel

Como G(jo) ndo pode envolver o ponto -1 e sendo o
ponto critico = -0,5 (pelo diagrama), entdo o ponto -0,5 vezes o ganho k deve ser maior
do que a condi¢do limite (ponto -1):

-0,5k>-1 =» 0,5k<1 =>» k<2
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Exercicio 4: Determine o valor de k para que os sistemas abaixo sejam estaveis:

k
) BEHE =5
b) G(S)H(s) = K
T (s+D)(5+2)(5+3)

Resp.: k<10
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Exercicio 5: Determine o valor de k para que os sistemas abaixo sejam estaveis:
Q) GEH () =
s(Ts+1)
Resp: k>0
b) GOH($) =
s(s+1)(2s+1)
Resp: k< 1.5
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SECAO MATLAB

onde:

G(s) =

O comando para tragar o diagrama de Nyquist no MatLab ¢:

nyquist(num, den)
nyquist (num,den,w) => w ¢ o espagamento entre décadas

Pode-se, também, utilizar argumentos:

[re,im,w] = nyquist (num, den)
[re,im,w] = nyquist (num, den,w)

re ¢ uma matriz que contém a parte real da resposta
im ¢ a matriz que contém a parte imaginaria da resposta
w vetor de freqiiéncias

Exemplo: Esbogar o o diagrama de Nyquist para:

16 Fazendo num = 16 2> num=1[00 16]
145116 e den=(s"+4s+16) > den =14 16]

den

num=[00 16 ]; % numerador de G(s)

nyquist(num,den) % grafico de Nyquist
title(‘Diagram de Bode’)

—[1 4 16];

% usando o mesmo sistema anterior especificando frequencias
w=0.1:0.1:100 % freqiiéncias de 0.1 até 100 de 0.1 em 0.1
nyquist (num,den,w) % grafico de Nyquist.
title(‘Diagram de Nyquist’)

Como exercicio: fago todos os graficos desta apostila utilizando o matlab.
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