Comnfrele @ Prof. Celso — Médulo 7
Servemecanisme Lugar das Raizes (LR)

Meétodo do Lugar das Raizes

O Lugar das Raizes (LR) é um poderoso método para analise e projeto visando a
estabilidade de sistemas. O LR ¢ um método grafico que mostra o lugar das raizes no
plano s correspondente a variagdo de um parametro do sistema.

Considere o diagrama de blocos mostrado na figura abaixo:

Pertubacao
Entrada Amplificador Relé i Motor Saida
SN G W . (O .
Velocidati ) FT=Gl FT=G2 FT=G3 V¢loc
desejada raal
TacOometro
FT =3 mV/rpm

Utilizando a reducao de blocos, este modelo ¢ transformado em um novo modelo
com realimentagdo unitaria:

Entrada R(g) O K > G(s) Saidg C(s)
+

A funcdo de transferéncia para o sistema acima ¢&:

C(s) _ K.G(s)

P =) "1+ KG()

Os polos do sistema em malha fechada sao as raizes da funcao caracteristica do
sistema:

1+ KG(s)=0
Torna-se claro que a variagdo no valor de K ird variar os valores dos polos do

sistema. Se forem calculados, e plotados no plano s, os valores dos pdlos quando K
varia de 0 até oo, teremos o denominado lugar geométrico das raizes.
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Construcéo do Lugar das Raizes

I) Via Analitica:

Considere o seguinte sistema:

A 4

Entrada R(s) O _, K G(s)=_1 __Saidg C(s)
+

T sta

A funcdo de transferéncia para o sistema acima ¢&:

1

FT(S)_C(S)_ K'(s+a) ~ K
_R(s)_1+K 1 (s+a)+K
(s+a)

A equagdo caracteristica tem um pdlo em s = -(a + K). Para desenhar o lugar das
raizes devemos variar K de zero até o infinito. Plotando o lugar das raizes, temos:

o Flano s

=00 -

Lumentando o valor de K

Neste caso o lugar das raizes ¢ uma semi-reta que comeca em —a e tende a -oo
com o aumento de K. Portanto, o sistema ¢ estdvel para qualquer valor de K > 0 e
quanto maior o valor de K, mais rapida sera a resposta (menor transitorio).
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II) Via Regras:

Para um sistema de 2* ordem, a constru¢do analitica ndo ¢ tdo simples. Para
calcular o lugar das raizes nesse sistema foi desenvolvido um conjunto de regras. A
equagdo caracteristica pode ser escrita como:

1+ KG(s)=0
-1
G(S) = ?

onde -1/K representam os p6los no sistema de malha fechada. Como G(s) ¢ um niimero
complexo, entdo escrevendo o mesmo em sua forma polar temos:

G(s)| = % arg(G(s)) = 7 £ k.360°
l onde k=0,t1,£2,...
Condigao de Modulo Condicao de Argumento

As condi¢des de modulo e argumento permitem deduzir um conjunto de regras
para tragar o lugar das raizes. As regras mais comuns para construcdo do lugar das
raizes s3o dadas na seqiiéncia.

REGRA 1- O numero de ramos do lugar das raizes ¢ igual ao nimero de pdlos da
funcao de transferéncia de malha fechada

1 1
Gils) = =
(&) (s +a) Gs) (s +aj(s +bj
j wog Flatio = jw 1 Planio s
- -
o _a ] a b -a 0 [
1 péle =1 ramo 2 pélos = 2 ramos
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REGRA 2 - O lugar das raizes ¢ simétrico em relag@o ao eixo real.

REGRA 3 - O lugar das raizes no eixo real estd sempre em uma se¢do do eixo real a
esquerda de um nimero impar de pélos e zeros.

REGRA 4 — Os ramos comeg¢am nos p6los e terminam nos zeros (finitos ou infinitos)
de G(s).

{s+b) 1
Gy =212 R —
) =Ta O = G
j R | Flano s ]I:LJ f ] Plano =
- - -
-t -a 0 o) b _a 0 a
1 pélo =1 ramo 2 pdlos = 2 ramos

REGRA 5 - Seja n, o nimero de zeros, n, o nimero de polos em G(s). O excesso de
pélos EP = n, —n, indica o nimero de ramos que vdo para o infinito.

+1 -
Gis) = S S = # e
(s +a)(s +b) 57+ 28 +e+2
Flanc s
jw § Plano s <l
. -
b a |V v K h ’ ’
f-i1
EP=np-nz=3-1=2
EP:np-nz.=2—U o ==> 2 ramos indo para o nfinito
=> 2 ramos indo para o mfinito
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REGRA 6 - Os ramos que tendem ao infinito, o fazem seguindo assintotas cujos
angulos (6a) com o semi-eixo real positivo sdo dados por:

2k +1)

=—— : k =0,1,2,...(n° p6los — n°zeros — 1)
n° pélos —n°zeros

I T G(s) = s+l
= b i+ 25t 4542
jw
f |
dio Flano =
Plano s 11
N ud N
e 2 )
0 = - -
- -a o ) -1 0 a
-ah A
S T2 0.5 -
(&) (B
FIGURA A FIGURA B
Numero de polos (np) | 2 3
Numero de zeros (nz) | 0 1
k=0,.(np-nz-1) [0el Oel
2k +1) Vs 3z Vs 3z
= T =~ e = ~ e =
np —nz 2 2 2 2

REGRA 7 — O centrdide das assintotas (ca), isto é, onde as assintotas cruzam o eixo

real ¢ dado por:
> pblos—> zeros
oO. =
®  n°poblos - n°zeros

Os centroides das assintotas das figuras acima sdo:
Figura A: Figura B:

o _—-a-b_-a-b o I el B ) ot A

2.0 2 a 3-1
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REGRA 8 — Varios ramos deixam o eixo real quando os polos do sistema movem-se do
eixo real para o plano complexo. Muitos ramos, também, entram no eixo real quando
seus polos complexos se transformam em poélos reais. Os pontos de saida e entrada
sobre o eixo real podem ser determinados através das seguintes equagdes:

L oto
a_ | 66)_,

ds ds

ou i | Z”: 1 onde s = o, por estar sobre o eixo real.
1 1

1
s(s+1)

Exemplo 1) G(s) =

Método derivagao:

K _dsts+h)_dbs'-9)_ oo L gl s
ds ds ds ’

Método alternativo:

1 s 1
)

T O —P;

+——=0 = o=-05

1

Bxemplo2) 6= s+ s+ 6)

Método derivagao:

3 2
dK _d(=(s+1)(s+4)(s+6)) _d-s* —1Is —34s,—24))=_352 oy _34—0
ds ds ds

= s =0=-221 e s,=0=-52

Método alternativo:

L | 51

)3 -

1 O — T O — P

Lol i b o o 62221 e 0,--52
o+l o+4 o+6
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5

No exemplo 2 existem dois pontos de saida e entrada, mas o valor de ¢ = -5.2
ndo pertence ao lugar das raizes, portanto a resposta correta do ponto de saida e entrada
¢ 0 =-2.21. A figura abaixo mostra o grafico dos dois exemplos:

__ 1 _ 1
GE) = ST T G = e TG T G 1 6)
1]0}
§Y Lugar das Faizes Flano s
Plano s
5 ¥ » - .
-1 / 0 a -6 “
0,0
-2,21

REGRA 9 - Os pontos de intersec¢do com o eixo imaginario podem ser calculados
utilizando a equagdo caracteristica em malha fechada substituindo s por jw:

a,s"+as"" +a,s"*+..+a,,8°+a _s+a,=0
Substituindo s por jw:
a,(jo)"+a,(jo)"" +a,(jo)"* +..+a,_,(jo) +a _,(jo)+a, =0
O sistema deve ser resolvido separando a parte real da imaginaria e igualando-as a zero.

Exemplo: K

e = eI )G LK

Equacdo caracteristica: s° +11s° +34s+24+K =0

(jo)’ +11(jo)* +34jo+24+K =0

Substituindo s por jw: . 5 .
- Jo -1l +34jo+24+K =0

Partereal: —1lo’> +24+K=0 — K =350
Parte imaginaria : —®’ +340=0 —> =583
Assim, o cruzamento no €ixo imaginario ocorre em +j5,83.
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Efeito da Adicdo de um Po6lo no Sistema

Considere a seguinte func¢ao de transferéncia:

T = 1 Flano = biw
YA (s+1)(s+4)
K
FT ue= — % -
(s+1)(s+4)+K 4 q 0 o

Fazendo dois estudos, um adicionando um polo a esquerda do polo -4 e outro
estudo adicionando um polo na origem:

T 1 ~ 1
M (s +1)(s+4)(s+6) MA T S(s+1)(s +4)
FT ve= A FT ye= <
(s+1)(s+4)(s+6)+K s(s+1)(s+4)+K

[0

l ]
/ Plano =

4 A

...
0 a -4 —1""[:' o}

Comparando os dois estudos do lugar das raizes acima com o diagrama original,
nota-se que a adi¢do de um podlo no sistema em malha aberta leva o lugar das raizes para
a direita. Com isso, o sistema em malha fechada pode ter p6los no semiplano direito do
plano s e torna o sistema instavel.

s
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Efeito da Adicdo de um Zero no Sistema

Considere a seguinte func¢ao de transferéncia:

4
1
FTua =
(s+1)(s+4)(s+6)

K /
FT = e -
(s+1)(s+4)(s+6)+K 6 4 0 a
i b \
Adicionando um zero no sistema, temos:
(s+2) K(s+2)
Tua = FT =
(s+1)(s+4)(s+6) (s+1)(s+4)(s+6)+K(s+2)
Flanao s pie
o >
-5 -4 -2 -1 07

Comparando os dois diagramas acima, nota-se que a adi¢do de um zero no
sistema em malha aberta leva o lugar das raizes para a esquerda. Com isso, o sistema em
malha fechada serd mais estavel.
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Passos para construcao do lugar das raizes:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Marcar os polos e os zeros de G(s).

Determinar o nimero de ramos do lugar das raizes (= ao numero de polos)

Em cada se¢do do lugar no eixo real, marcar o sentido do deslocamento dos
polos.

Determinar os angulos das assintotas:

2k +1)

= k =0,1,2,...(n° p6los — n°zeros — 1)
(0] A 0o
n° pélos — n°zeros

Obter a intersec¢ao das assintotas com o eixo real:

o > pblos - zeros

®  n°poblos —n°zeros

Determinar o ponto de saida e entrada no eixo real:

m

2

1
~ -1

$

T

Determinar o ponto de interseccdo com o eixo imaginario, substituindo s por
(jw) na equagdo caracteristica da malha fechada e igualando a parte real e a parte
imagindria a zero.

Esbogar o lugar das raizes.

Exercicio 1) Um sistema em malha fechada tem trés pdlos e nenhum zero. O que
se pode dizer a respeito de sua estabilidade? Como sua estabilidade relativa pode
ser melhorada?
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Exemplo 3) Esbocar o lugar das raizes para o sistema cuja funcao de transferéncia em

malha aberta é:

~ K
T (s+1)(5+2)(s+3)

G(s)

passo 1: Marcando os pdlos e zeros:
passo 2: Numero de ramos = nimero de pdlos =3

passo 3: EP =n, —n, =3 — 0 = 3 ramos vdo para o
infinito.

passo 4: Angulos das assintotas:

(2k +1)

= k=0,1,2
n° po6los — n°zeros
Ga=rx/3
Gaz—(2k+1).7r Ga=rx
3 Ga=57/3

passo 5: Determinacao da intersec¢do das assintotas com o eixo real:

D pblos—> zeros  (-3-2-1)-0 ,
O, = = — —
®  n°pblos - n°zeros 3-0

passo 6: Ponto de saida e entrada do eixo real:

LU noo1
ZO-_Zi _lzo'_pi

1 1 1
+ + =
c+3 o+2 o+1

(c+2)(oc+D)+(c+3)(c+)+(c+3)(c+2)=0

(6> +30+2)+(6” +40+3)+(0° +50+6)=0
367 +120+11) = 0

o= -12++/144-132

6

Apenas a raiz ¢ = -1,42 serd o ponto de ramificagdo, uma vez que nao havera ramo entre
-2 e -3, isto porque o polo -1 tendera ao infinito seguindo a assintota de 60° , o p6lo -2
tenderd ao infinito seguindo a assintota de -60° e o polo -3 ird ao infinito seguindo a

assintota de 180°.

Flano =
1w
o 3 o -
-3 -2 -1 o
Flano s
k1w

= _2 i 0,58 o_l = _1942

e o,=-258




Comnfrele @ Prof. Celso — Médulo 7
Servemecanisme Lugar das Raizes (LR)

passo 7: Determinagdo do ponto de intersec¢do com o e€ixo imaginario:
Equacao caracteristica da malha fechada:

(s+1)(s+2)(s+3)+K =0
Substituindo s por jw:

(jo+D)(jo+2)(jo+3)+K =0
o’ + 0’6+ jol1+6+K =0

—jo’ =60 + jol1+6+K =0
Igualando as partes reais e imaginaria = 0, temos

—jo’ -6 + jol1+6+K =0
imaginaria: -’ +1lw=0= =111
real: —60>+6+K=0=K =60

passo 8: Esbo¢ando o grafico usando as informagdes acima:

e
Flanc = /

a¥
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Exercicio 2) Esbocar o lugar das raizes das seguintes func¢des de transferéncia em
malha aberta:

1

DGO = e s
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b) G(s) = (s+2)

T (s+3)(S% +5+1)

128



Confirele @ Prof. Celso — Médulo 7

Servemecanisme Lugar das Raizes (LR)
¢) G(s) = (s+2)

T (s+3) (s> +s+1)(s+1)
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Considere um polo no plano s:

Flano = , Plano s
l_] © aumentando Wy bilw
pélo .— — — - — 19y i
| o, '\ d
Il o aumentando { ;
. - -
—J |:| o) D a
D.Jn2= 524_ mdz ﬁ': Cos g
g' — 9
Wiy

Nota-se que qualquer mudancga na localizacdo do poélo ird influenciar no valor da
freqiéncia natural (w,) e na constante de amortecimento ({). Essas variagdes
influenciam o desempenho do sistema, pois conforme capitulo 5, temos:

Tempo de acomodagao = t, = 4 - 4
co, o
tp = l
Tempo de pico = o,
worP 7P
Tempo de subida > o 1-¢7 Wy

Exemplo 4: Um sistema tem uma funcao de transferéncia em malha aberta dada por:

G(s) = K Qual o ganho quando existe:
()= S(s+6) a) Um amortecimento cri‘Fico C=1
b) coeficiente de amortecimento = 0,6
c¢) esbogar o lugar das raizes

a) A funcao de transferéncia em malha fechada sera:

B K B K
s(s+6)+K s*+6s+K

G(s)
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Logo, a raizes do sistema serdo:

-6++/36-4K
S= =

- Para o amortecimento critico a parte imaginaria da raiz € zero, isto acontecera se:

2

K-9=0 > K=09.

¢) As raizes do sistema sdo dadas por:

S=0ctwy; =-3+jJvK-9

temos que conhecer quem € o valor de w4 para conseguir calcular o ganho K.

Pela equagdo anterior tem-se: ¢ = -3

Para calcular oy € necessario conhecer ®y:

Calculando oy.
2 2 2
w, =0 + o,

25=9+w, =

@, =4

=5 rad/s

rad /s

Portanto o ganho K poderé ser calculado por:

K=25

¢) o diagrama do lugar das raizes ¢ mostrado abaixo:

Flano =
E=25« 8%~ —— —
~n =35
= I:osﬂ=|:|,:5
X E =%« i\ o
-6 -3 ]

1w

lwyg =74

—

)
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Exercicio 3: Para a funcdo de transferéncia em malha aberta abaixo, calcule :

K
G(s) =
s(s+1)
a) Ganho do sistema para amortecimento critico

b) Ganho do sistema para um coeficiente de amortecimento de 0,6
c) esboce o lugar das raizes

Resp: a) K=0,25, b)K=0,7
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SECAO MATLAB
O Matlab traca o lugar das raizes automaticamente através dos comandos:

rlocus(num, den) => o vetor K ¢ determinado automaticamente
rlocus(num,den,K) => vetor K ¢é fornecido pelo usuario

Pode-se, também, utilizar argumentos:

[r,k] = rlocus(num, den)
[r,k] = rlocus(num, den, K)

onde: r ¢ uma matriz que contém a localizacdo das raizes complexas
k apresentard o vetor de ganho K

Exemplo: Esbogar o lugar das raizes para:

G(s) K(s+3) Fazendoa=s(s+1) 2 a=[110]
= _ 2 _
S(S+l)(52+48+16) (§] b—(S +4S+16) 9b-[1416]
a=[110],
b=[1416];
¢ = conv(a,b) % Fazendo a multiplicacdo de a por b,
% para obter os coeficientes da equagdo caracteristica
C =
I 5 20 16 O % equacao caracteristica 4* ordem

num=[00013]; % numerador de G(s) sem o ganho K
rlocus(num,c) % grafico do lugar das raizes

Na analise de um sistema de malha fechada, freqiientemente ¢ necessario
determinar um ganho K. Com o Matlab isso ¢ realizado através do comando:

rlocfind(num, den);
[K,r] =rloctind(num,den)

Com esses comandos um clique no grafico no ponto de interesse faz com que o
Matlab forneca o ganho correspondente.

% usando o mesmo sistema anterior:
rlocfind(num, den); % abre o grafico do lugar das raizes e espera o usuario
% clicar em um ponto.

Como exercicio: faco todos os graficos desta apostila utilizando o matlab.
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Sonda de Nivel para Liquidos - SNL - 39

220 Z
110 E
: A
[ ]
o ®
=ML-39
L o __h__1.
NE ] [ |

Aplicacbes

Para acionamento de Bombas d'agua submersiveis ou ndo, em tanques, galerias de
cabos, controle de aquecimento de caldeiras e etc. O diferencial ¢ ajustavel, conforme as
necessidades do usudrio, desta forma evita-se o aquecimento ou queima de Moto-
bombas.

Dados Técnicos

- SNL-39 - Unidade eletronica em caixa ABS, NORMA DIN, fiacao em trilho ou
parafuso.

- Unidade Sensora (01C) - com 03 eletrodos com cabos de aco flexivel, isola¢ao plastica
e péra suspensa na extremidade para estender os cabos até os niveis desejados, pelo
usuario.

- Unidade Sensora (02H) - com 03 eletrodos tipo HASTE rigidas em aco inox, com
isolagdo plastica e comprimento até os niveis desejados, pelo usuario.

- Alimentacao: 110/220VAC

- Contatos de Saida: SPDT 10A/250VAC

- Sensores: CM com 1,5 mts(padrao)

- B (nivel baixo) - 1,35 mts(padrdo)

- A (nivel Alto) - 1,20 mts(padrao)
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