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	Assunto: Máx. e Mínimos – Taxa  de Variação – Teorema de L’Hospital



Aplicação de Derivadas:

Máximos e Mínimos – Taxa de Variação – Teorema de L’Hospital

01. Máximos e Mínimos.      
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Vamos analisar o crescimento e decrescimento de grandezas expressas por uma lei do tipo”funcional” G = f(x) , onde:


x =  variável que define o valor de G.


G =  grandeza cujo valor depende da variável x.


Observe que: “ se soubermos em que intervalo de valores de x a grandeza G é crescente e em que intervalo ela é decrescente, saberemos se seu valor atingirá ou não um máximo ou mínimo, valor relativo ao ponto estudado para valor de x ” 


Entendendo que: 

· para x1 < x2  .................G é crescente  se 
[image: image108.png]



· para x1 < x2  .................G é decrescente se 
[image: image2.wmf])
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E lembrando que:  

G’(x0) = “coeficiente angular da reta tangente a G(x) em x0” e que “coeficiente angular é positivo se o ângulo entre reta tangente e o eixo x for menor que 90º e que se o coeficiente angular for negativo o ângulo será maior que 90º” 

teremos o seguinte quadro de sinais para a G’(x)  – “derivada de G ao longo do eixo  x”

    Gráfico mostrando as retas tangentes ( derivadas) à curva G(x) ao longo do eixo x

G(x)
                                                      C        

                    A

                                                                                    D

M                               B                                                                                   N

     a                x1             x2                     x3                                     x4                b      
       G’(x) 

                   +  +  +   +    –  – –     +  +  +   +     –  –   –   –   –    –   –     –  –  –  –                  x
                a                x1             x2                     x3                                     x4                b      

                      
[image: image3.wmf]º

90

.

.

<

ang

coef

                    
[image: image4.wmf]º

90

.

.

>

ang

coef


Analisando os gráficos podemos concluir então:

· Em A, B e D ........................... G’(x1) = 0 ; G’(x2) = 0 ; G’(x4) = 0.

· A é um ponto de Máximo relativo a x1 e a curva G muda de crescente para decrescente, ou melhor, o sinal de G’ muda de + par –  , sendo que em x1 G’(x1)= 0 .

· B é ponto de Mínimo relativo a x2 e esse ponto marca a mudança de decrescente para crescente e o sinal de G’ muda de –  para + , sendo que em x2  a G’ = 0.

· D não é ponto de Maximo nem de Mínimo, pois em sua vizinhança há valores que suplantam D e outros que são inferiores a D. Note que não há mudança de sinal da derivada  G’ em torno de D. D é chamado de  ponto de inflexão ou seja “ a curva muda sua concavidade em D”.

· C é também um ponto de Maximo relativo a x3 e marca a mudança de sinal da derivada G’ que neste caso muda de + para  –  embora, nesse ponto x3 a derivada seja inexistente.

· M e N também são chamados de ponto mínimo local.

 Observe que:
                       “ Se a função G for derivável em todo o intervalo [ a, b ] , então se G’(x) = 0 e o sinal de G’ mudar  na vizinhança de 
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 ou é um ponto de máximo ou é um ponto de mínimo. Ou seja....  
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 é abscissa de um ponto de máximo ou de um ponto de mínimo.” 

      Teorema:

Se  uma função é continua em um intervalo [a,b] e se há um valor 
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 então f terá um ponto máximo em 
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De modo análogo, há o teorema para o valor Mínimo em 
[image: image15.wmf]0
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OBS:     chamaremos de  pontos críticos aqueles em que o valor da derivada no ponto é zero, ou        

             seja,
[image: image16.wmf]0

)

(

'

0

=

x

f

.
Exercícios de aplicação

01. Estudar a função 
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 quanto ao crescimento, decrescimento e máximos  e mínimos.

02. Prove que se n é um número positivo então 
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03. Cortando-se um quadrado de lado “x” de cada um dos 4 cantos de uma folha retangular de dimensões 15 x 24 e dobrando-se os lados formamos uma caixa sem tampa.  Qual dve ser o valor “x” para que o volume dessa caixa seja máximo ?

04. Qual o maior valor possível para a soma: 
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 ?

05. Analisar a função as funções dadas abaixo com relação a máximos e mínimos locais, a seguir esboçar o gráfico de f(x).

a) 
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c) 
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Critério da Segunda Derivada


Para o traçado de gráficos de funções e também para analisar uma função sobre a existência de máximos e mínimos locais podemos usar alem do critério da vizinhança o critério da 2ª derivada que é:


· Sejam f uma função derivável num intervalo (a,b) e c um ponto critico neste intervalo, isto é 
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.  Se f  admite a f’’ ( segunda derivada) em (a,b), temos:

· Se f’’(c) < 0 
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 f  tem um valor de máximo relativo em c.

· Se f’’(c) > 0 
[image: image29.wmf]Þ

 f  tem um valor de mínimo relativo em c.

· Se f’’ = 0     
[image: image30.wmf]Þ

 critério falha, fazer pesquisa na vizinhança da ponto.

Resumo sobre Máximos e Mínimos

I. Uma função f tem um máximo relativo em c, se existir um intervalo I, contendo c, tal que 
[image: image31.wmf])

(

)

(

x

f

c

f

³

 
[image: image32.wmf])

(

f

Dom

I

x

Ç

Î

"

.

II. Uma função f tem um mínimo relativo em c, se existir um intervalo I, contendo c, tal que 
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 EMBED Equation.3  [image: image34.wmf])
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III. Supondo a existência de f para todos os  valores de  
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e que f tem um extremo relativo (max. ou min.) em c, onde   a < c < b .  Se 
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. (reta tangente à curva no ponto é paralela ao eixo x, tangente horizontal)

IV. O ponto 
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 EMBED Equation.3  [image: image40.wmf]$

 é chamado de ponto crítico.

V. Uma função pode ter vários extremos relativos.  O maior valor da função num intervalo é chamado máximo absoluto e o menor é chamado de mínimo absoluto.

VI. Seja 
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 uma função continua, definida num intervalo fechado [a,b], então f assume valores máximos ou mínimos absolutos em [a.,b].

VII. Teorema de Rolle: Seja f continua em [a,b] e derivavel em (a,b).  Se f(a) = f(b) = 0 então existe pelo menos um ponto c entre a e b tal que f ’(c) = 0.

VIII. Teorema do Valor Médio: Seja f uma função continua em [a,b] e derivável em (a,b). Então existe 
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,

(

b

a

c

Î

  tal que 
[image: image43.wmf]a

b

a

f

b

f

c

f

-

-

=

)

(

)

(

)

(

'

.

IX. Uma função é crescente num intervalo I se para qualquer 
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X. Uma função é decrescente num intervalo I se para qualquer 
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XI. Se f é uma função continua em [a,b] e derivável em (a,b) então: 
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f é crescente em [a,b], caso 
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 EMBED Equation.3  [image: image53.wmf]Þ

 f é decrescente em [a,b].

XII. Critério da primeira derivada: Seja f uma função continua num intervalo fechado [a,b] que é derivável em (a,b) exceto possivelmente num ponto c.

· Se 
[image: image54.wmf]c

x

x

f

<

"

>

0

)

(

'

 e 
[image: image55.wmf]c

x

x

f

>

"

<

0

)

(

'

, então f tem um máximo relativo em c.

· Se 
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Para melhor compreensão dos conceitos estudados neste tópico

 sugiro que resolva a lista 06 cujos exercícios englobam o assunto.

A Regra de L’Hospital


“ Se 
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, então f e g podem ser substituídas por sua derivadas para o cálculo do limite.” 

OBS: 
 para os casos em que f ou g são do tipo 
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Veja a demonstração:

Se  
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  ( indeterminado).

Graficamente temos:

se f(a) = 0                                                                     se g(a) = 0


      f(x)                                                                        g(x)   

              T1                    f(x)                

                                                                                         T2                

                                                                        g(x)

              a                       x                                                       a                   x

T1 = tangente a curva f em x = a  
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T2 = tangente a curva g em x = a 
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Determinando a equação das retas tangentes T1 e T2 usando :   
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como 
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Substituindo ( I ) e ( II )  em 
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ou seja,  “ f(x) e g(x)  podem ser trocadas por sua derivadas quando f(x) e g(x) tendem a zero.”

Aplicação:  

Calcular os limites abaixo.

  a) 
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Como sugestão, volte a resolver alguns dos limites estudados no 1º bimestre.

 Veja que agora eles se resolvem de maneira bem mais fácil.


Para os casos de indeterminação do tipo 
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 é costume chamar o limite procurado de N e, após aplicar logaritmo neperiano, recair em limite do tipo 
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 aplicando em seguida L’Hospital.

Ex:  Calcular 
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Chamando  
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 e aplicando “ln”  em ambos os membros da igualdade temos
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 aplicando L’Hospital..... 
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então temos que 
[image: image103.wmf]14

ln

-

=

N

  
[image: image104.wmf]14

log

-

=

Þ

N

e

  aplicando a definição temos:
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