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Funciones respuesta de un sistema fisico lineal.

En sistemas lineales, la respuests) a una serie de estimuleér),
cumple elprincipio de superposicion

—+ oo

r(t) = / dr h(t;T)s(T)

— o0

Si la entrada es un impulgdT — 7p)

r(t) = /+OO dr h(t; 7)0(T — 10) = h(t;70)

— O

h(t; T) se llamafuncion impulso-respuesta o de Green
En sistemas invariantes en traslaciortds; 7) = h(t — 7)

“+ oo
r(t) = / dr h(t — 7)s(7)

— 0

gue es urproducto de convolucian
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Funciones respuesta de un sistema fisico lineal.

Para un estimulo armonico monocromatie@,) = S(w) exp(—jwt)

R(w) = H(w)8(w)

Y H(w) se llamafuncion de transferencia

La funcién de transferencies la transformada de Fourier de laiohgulso-respuesta
En los sistemas lineales de distintas frecuencias no ieterfientre si.
r(t) y s(t) estan relacionadas por una E.D.O. lineal de cieefies constantes:

N

d’n
D an—r(t) = s(t)
dt™
n=0
Si s(t) es real, estimulo real, r(t) debe ser real, lo queiaapl
® H(@) = H(—w)
® Los coeficientes de la E.D.O. cumplen:

® paran paw., es real

® paranimpam., e€simaginario
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Funciones respuesta de un sistema fisico lineal.

Se exigira también al sistema para que modele un sisterna:fisi
® CausalidadAr =0y R =0sit < tg

® Larespuesta transitoria a un estimulo elemefxt&(t, tg) = s(to)At
siendoAt << 7y 7 el tiempo de relajaciéon del sistema,
Ar(t,to;s) = R(t,t0)s(to) At + cte estaacotada
[R(t,t0)| < oo
| Jo© dttR(t)] < oo

® Larespuesta estacionaria depende soélo del lapso de tieamsetirrido desde que se
aplico el estimuldR(t,t0) = R(t — to)

La funcion respuesta es continua y analitica.
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Integracion en el plano complejo

f(t) = ff;f dw u(w) exp(—jwt) dondew es una variable real,
se puede obtener Kim | _,¢ u(w) exp(—jwt) — 0

consideranda, como compleja, e integrando sobre un contorno en el plano
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Integracion en el plano complejo

f(t) = ffg’j dw u(w) exp(—jwt) dondew es una variable real,
se puede obtener Bin |, u(w) exp(—jwt) — 0

consideranda, como compleja, e integrando sobre un contorno en el plano

Sw
+0o0
Parat < 0 se cierra el contorno por arriba
Sw >0
con una semicircunferencig
$ dwu(w) exp(—jwt) = 27y Res - ™ hw

lm,| oo [, dwu(w)exp(—jwt) — 0
fj_;j dw u(w) exp(—jwt) = 2mi Y Res
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Integracion en el plano complejo

f(t) = ffg’j dw u(w) exp(—jwt) dondew es una variable real,
se puede obtener Bin |, u(w) exp(—jwt) — 0

consideranda, como compleja, e integrando sobre un contorno en el plano

Sw
+0o0
Parat > 0 se cierra el contorno por debajo
Sw <0
con una semicircunferencla
¢ dwu(w) exp(—jwt) = —27i Y Res = T Rw

fm | —o0 Jp, dwu(w)exp(—jwt) — 0
fj—;f dw u(w) exp(—jwt) = —27i > Res
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Integracion en el plano complejo

/
Paraw real, F(w) = [ dw’ % tiene un polo sobre el eje real.

Se definen:
/
Fr = lim F(w+ie) = lim dw’ W) :
c—0+ e—0+ w' —w + 1€
/
F_ = lim F(w—ie) = lim dw’ W) :
e 0+ c—0+ w' —w + i€

y el valor principal de Cauchy:

, Jlw') wme o, fW) , f(W')
p/dw w’—w_el—1>r(r)l+</ dw w’—w+/w+€dw w’—w)
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Integracion en el plano complejo

Si f(w’) es analitica en las proximidades del eje real,

se puede deformar el contorno con un menisco de kadio
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Integracion en el plano complejo

Si f(w’) es analitica en las proximidades del eje real,

se puede deformar el contorno con un menisco de kadio

w—e€ / /
Fr = lim (/ dw’ f/(w ) -I—/ dw’ f/(w) ) +
e—0t W —w wte w —w

0
—|—z'/ dl f(w + eexp(ih))

— 7T

Py = @/d’w, f/(w/) + i f (w)

W —w
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Integracion en el plano complejo

Si f(w’) es analitica en las proximidades del eje real,

se puede deformar el contorno con un menisco de kadio

I wme o, fw') , f(W')
) — 61_1>r(1§1+</ dw w’—w+[u+€dw w’—w>+
0
—|—i/ dl f(w + eexp(i0))
F. = p/ dw’ j/(i/z) —am f(w)
/M
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Integracion en el plano complejo

La formula de Plemelj

/dw, {CON /dw, (ORI

W —w

y puesto quef(w’) es arbitraria, [d6rmula de Dirac

1 1
=p + imd(w — ')

w' —w F ie w' —w
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Funciones multivaluadas.

Cuando para 1 valor de z hay varifs(z), f2(z), . .. f(z) es unduncién multivaluada
En concreto, /(z) es una funcién bivaluada, hacienele= exp(if) se puede expresar como dc
gue se llamamamas

6

wlz\/v_“exp(ji)
04+ 27

w2 = /1 exp(j——)

A lo largo de las dosamasse cumplen lasondiciones de Cauchy-Riemann
salvo en el punta = 0 donde hay una singularidad inevitable que se llaonato de ramificacian
Si se redefing’(z) sobre un corte en el plar@

V(z) = \/Fexp(jg) —T<O0<T

se obtiene una funcion univaluada y analitica, siempre quseratraviese el corte,
donde la funcién es discontinua.

Causalidad y relaciones de Kramers-Kronig. — f



Causalidad.

En un medio lineal isétropo uniforme dispersivo en frecigng no en longitudes de onda
en el dominio de la frecuencia se tiene la relacion de propoatidad:

Prw) = eox@)EFw)
donde
L 1 too _
P(r,t) = —— dw P(7,t) exp(—jwt
) = = [ By exp(—jun)
P(F,w) = 1 /+OO dt' P(7,t') exp(—jwt’)
9 /_271' e 9
desarrollando:
B w) L[ dweoxtw) (et [ at B ) exp(—jer)
rw) = — weox(w) exp(—jw r,t") exp(—jw
\/% e 0X pP{—J e p{—J

se convierte en un producto de convolucion en el dominioierigo:

) oo .
Bt = e / dr §(r) B(7,t — 1)

— 00
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Causalidad.

G(7) es el kernel de la susceptibilidad eléctriXdéw) = % —1l=€ —1

+oo
5(r) = = /_ A (2 9) — 1) il =)

Aplicando las propiedades de las funciones respuestatdensis lineales causales,a
® &) =e(—w) =
® &-(w) es analitica par&w > 0
® Enun dieléctrica, (w) es analitica para real
® En un conductoe, (w) tiene un polo para uw real

se deducira una relacion entre las partes real e imaginatafdncion respuesta.
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Las relaciones de Kramers-Kronig.

Puesto que(w) es analitica par&w > 0 se puede usar el teorema de Cauchy:

1 N —1
(x) = 1+-1 ¢ quwee)=1

271 w' — z

1 [t =1

271 J _ oo w' — z

puesto que debe de estar en el semiplano superos; w + ¢ y se deforma el contorno por
debajo dev’ = w

1 [T Y —1
c(lw) = 1+ — dw’ €(w) .
271 J _ oo w' —w — 1€
1 oo Y —1
e(w) = 1+_.p/ g @) —1
™ J_oo w' — w
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Las relaciones de Kramers-Kronig.

y separando las partes real e imaginaria:

1 4+ o0 Cx /
Re(w) = 1+ —p/ dw’ \s/e(w )
1 Too - Re(w') — 1
Se(w) = ——p dw
T J_oo w' — w

Por las propiedades de paridadede)

2 Too  W'Se(w’)
0 w w
2 o0 Re(w') — 1
S‘ye(w) _ __w@/ dw’ 6((4))
T oo w/2 _ w2

gue son lagcuaciones de Kramers-Kronig
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