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Funciones respuesta de un sistema físico lineal.

En sistemas lineales, la respuestar(t) a una serie de estímuloss(τ),

cumple elprincipio de superposición.

r(t) =

Z +∞

−∞
dτ h(t; τ)s(τ)

Si la entrada es un impulsoδ(τ − τ0)

r(t) =

Z +∞

−∞
dτ h(t; τ)δ(τ − τ0) = h(t; τ0)

h(t; τ) se llamafunción impulso-respuesta o de Green

En sistemas invariantes en traslaciones,h(t; τ) = h(t − τ)

r(t) =

Z +∞

−∞
dτ h(t − τ)s(τ)

que es unproducto de convolución.
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Funciones respuesta de un sistema físico lineal.

Para un estímulo armónico monocromático,s(t) = S(ω) exp(−jωt)

R(ω) = H(ω)S(ω)

Y H(ω) se llamafunción de transferencia.

La función de transferenciaes la transformada de Fourier de la deimpulso-respuesta.

En los sistemas lineales de distintas frecuencias no interfieren entre sí.

r(t) y s(t) están relacionadas por una E.D.O. lineal de coeficientes constantes:

N
X

n=0

an
dn

dtn
r(t) = s(t)

Si s(t) es real, estímulo real, r(t) debe ser real, lo que implica

• H̄(ω̄) = H(−ω)

• Los coeficientes de la E.D.O. cumplen:
• para n paran es real
• para n imparan es imaginario
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Funciones respuesta de un sistema físico lineal.

Se exigirá también al sistema para que modele un sistema físico:

• Causalidad∆r = 0 y R = 0 si t < t0

• La respuesta transitoria a un estímulo elemental∆s(t, t0) = s(t0)∆t

siendo∆t << τ y τ el tiempo de relajación del sistema,

∆r(t, t0; s) = R(t, t0)s(t0)∆t + cte estáacotada,

|R(t, t0)| < ∞
|
R ∞
0 dt tR(t)| < ∞

• La respuesta estacionaria depende sólo del lapso de tiempo transcurrido desde que se

aplico el estímuloR(t, t0) = R(t − t0)

La función respuesta es contínua y analítica.
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Integración en el plano complejo

f(t) =
R +∞
−∞ dw u(ω) exp(−jωt) dondeω es una variable real,

se puede obtener siĺım|ω|→0 u(ω) exp(−jωt) → 0

considerandoω como compleja, e integrando sobre un contorno en el planoC
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Integración en el plano complejo

f(t) =
R +∞
−∞ dw u(ω) exp(−jωt) dondeω es una variable real,

se puede obtener siĺım|ω|→0 u(ω) exp(−jωt) → 0

considerandoω como compleja, e integrando sobre un contorno en el planoC

Para t < 0 se cierra el contorno por arriba

=ω > 0

con una semicircunferenciaΓ1
H

dω u(ω) exp(−jωt) = 2πi
P

Res

ĺım|ω|→∞

R

Γ1
dωu(ω) exp(−jωt) → 0

R +∞
−∞ dω u(ω) exp(−jωt) = 2πi

P

Res

−∞ +∞ <ω

+∞
=ω
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Integración en el plano complejo

f(t) =
R +∞
−∞ dw u(ω) exp(−jωt) dondeω es una variable real,

se puede obtener siĺım|ω|→0 u(ω) exp(−jωt) → 0

considerandoω como compleja, e integrando sobre un contorno en el planoC

Para t > 0 se cierra el contorno por debajo

=ω < 0

con una semicircunferenciaΓ2
H

dω u(ω) exp(−jωt) = −2πi
P

Res

ĺım|ω|→∞

R

Γ2
dωu(ω) exp(−jωt) → 0

R +∞
−∞ dω u(ω) exp(−jωt) = −2πi

P

Res

−∞ +∞ <ω

+∞
=ω
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Integración en el plano complejo

Paraω real,F (ω) =
R

dω′ f(ω′)
ω′−ω

tiene un polo sobre el eje real.

Se definen:

F+ = ĺım
ε→0+

F (ω + iε) = ĺım
ε→0+

Z

dω′ f(ω′)

ω′ − ω + iε

F− = ĺım
ε→0+

F (ω − iε) = ĺım
ε→0+

Z

dω′ f(ω′)

ω′ − ω + iε

y el valor principal de Cauchy:

℘

Z

dω′ f(ω′)

ω′ − ω
= ĺım

ε→0+

„Z ω−ε

dω′ f(ω′)

ω′ − ω
+

Z

ω+ε

dω′ f(ω′)

ω′ − ω

«
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Integración en el plano complejo

Si f(ω′) es analítica en las proximidades del eje real,

se puede deformar el contorno con un menisco de radioε
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Integración en el plano complejo

Si f(ω′) es analítica en las proximidades del eje real,

se puede deformar el contorno con un menisco de radioε

F+ = ĺım
ε→0+

„Z ω−ε

dω′ f(ω′)

ω′ − ω
+

Z

ω+ε

dω′ f(ω′)

ω′ − ω

«

+

+i

Z 0

−π

dθ f(ω + ε exp(iθ))

F+ = ℘

Z

dω′ f(ω′)

ω′ − ω
+ iπf(ω)
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Integración en el plano complejo

Si f(ω′) es analítica en las proximidades del eje real,

se puede deformar el contorno con un menisco de radioε

F− = ĺım
ε→0+

„Z ω−ε

dω′ f(ω′)

ω′ − ω
+

Z

ω+ε

dω′ f(ω′)

ω′ − ω

«

+

+i

Z 0

π

dθ f(ω + ε exp(iθ))

F− = ℘

Z

dω′ f(ω′)

ω′ − ω
− iπf(ω) (1)
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Integración en el plano complejo

La fórmula de Plemelj

Z

dω′ f(ω′)

ω′ − ω ∓ iε
= ℘

Z

dω′ f(ω′)

ω′ − ω
± iπf(ω)

y puesto quef(ω′) es arbitraria, lafórmula de Dirac

1

ω′ − ω ∓ iε
= ℘

1

ω′ − ω
± iπδ(ω − ω′)
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Funciones multivaluadas.
Cuando para 1 valor de z hay variosf1(z), f2(z), . . . f(z) es unafunción multivaluada.

En concreto,
p

(z) es una función bivaluada, haciendoz = exp(iθ) se puede expresar como dos,

que se llamanramas

ω1 =
√

r exp(j
θ

2
)

ω2 =
√

r exp(j
θ + 2π

2
)

A lo largo de las dosramasse cumplen lascondiciones de Cauchy-Riemann

salvo en el puntoz = 0 donde hay una singularidad inevitable que se llamapunto de ramificación.

Si se redefinef(z) sobre un corte en el planoC

p

(z) =
√

r exp(j
θ

2
) − π 6 θ 6 π

se obtiene una función univaluada y analítica, siempre que no se atraviese el corte,

donde la función es discontinua.
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Causalidad.
En un medio lineal isótropo uniforme dispersivo en frecuencias y no en longitudes de onda

en el dominio de la frecuencia se tiene la relación de proporcionalidad:

~P(~r, ω) = ε0 χ(ω)~E(~r, ω)

donde

~P (~r, t) =
1√
2π

Z +∞

−∞
dω ~P (~r, t) exp(−jωt)

~P(~r, ω) =
1√
2π

Z +∞

−∞
dt′ ~P (~r, t′) exp(−jωt′)

desarrollando:

~P (~r, ω) =
1√
2π

Z +∞

−∞
dω ε0χ(ω) exp(−jωt)

Z +∞

−∞
dt′ ~E(~r, t′) exp(−jωt′)

se convierte en un producto de convolución en el dominio del tiempo:

~P (~r, t) = ε0

Z +∞

−∞
dτ G(τ) ~E(~r, t − τ)
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Causalidad.
G(τ) es el kernel de la susceptibilidad eléctricaX(ω) = ε

ε0
− 1 = εr − 1

G(τ) =
1

2π

Z +∞

−∞
dω (εr(ω) − 1) exp(−jωt)

Aplicando las propiedades de las funciones respuesta de sistemas lineales causales aεr

• ε̄r(w̄) = εr(−w) =

• εr(w) es analítica para=ω > 0

• En un dieléctricoεr(w) es analítica paraω real
• En un conductorεr(w) tiene un polo para unω real

se deducirá una relación entre las partes real e imaginaria de la función respuesta.
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Las relaciones de Kramers-Kronig.

Puesto queε(ω) es analítica para=ω > 0 se puede usar el teorema de Cauchy:

ε(z) = 1 +
1

2πi

I

dω′ ε(ω
′) − 1

ω′ − z

ε(z) = 1 +
1

2πi

Z +∞

−∞
dω′ ε(ω

′) − 1

ω′ − z

puesto quez debe de estar en el semiplano superior,z = ω + iε y se deforma el contorno por

debajo deω′ = ω

ε(ω) = 1 +
1

2πi

Z +∞

−∞
dω′ ε(ω′) − 1

ω′ − ω − iε

ε(ω) = 1 +
1

πi
℘

Z +∞

−∞
dω′ ε(ω

′) − 1

ω′ − ω
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Las relaciones de Kramers-Kronig.

y separando las partes real e imaginaria:

<ε(ω) = 1 +
1

π
℘

Z +∞

−∞
dω′=ε(ω′)

ω′ − ω

=ε(ω) = − 1

π
℘

Z +∞

−∞
dω′<ε(ω′) − 1

ω′ − ω

Por las propiedades de paridad deε(ω)

<ε(ω) = 1 +
2

π
℘

Z +∞

0
dω′ ω

′=ε(ω′)

ω′2 − ω2

=ε(ω) = −2ω

π
℘

Z +∞

−∞
dω′<ε(ω′) − 1

ω′2 − ω2

que son lasecuaciones de Kramers-Kronig.
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