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1.1 AUTÓMATAS, COMPUTABILIDAD Y COMPLEJIDAD.
Los autómatas vienen a ser mecanismos formales que ``realizan'' derivaciones en gramáticas formales. La manera en que las realizan es mediante la noción de reconocimiento. Una palabra será generada en una gramática si y sólo si la palabra hace transitar al autómata correspondiente a sus condiciones terminales. Por esto es que los autómatas son analizadores léxicos (llamados en inglés ``parsers'') de las gramáticas a que corresponden.

En matemáticas, la veracidad de una proposición queda asentada sólo cuando se la demuestra. Para aceptar una proposición cuantificada universalmente, es decir, de la forma ``Todo x cumple 
 INCLUDEPICTURE "http://delta.cs.cinvestav.mx/~gmorales/complex/img13.gif" \* MERGEFORMATINET 


'', es insuficiente demostrar que para algunos posibles ``testigos'' se ha probado que efectivamente se cumple [image: image2.png]B(x:)



, con [image: image3.png]


, por muy grande que sea N, pues aunque haya evidencia de que muchos puntos satisfacen al predicado [image: image4.png]


, ésta no basta para concluir que ``todos'' los puntos lo satisfacen. Dos maneras típicas de demostrar proposiciones cuantificadas universalmente son los razonamientos por contradicción y, cuando el conjunto de puntos es numerable, por inducción. Las primeras dos secciones de este capítulo se abocan a la presentación de esos métodos de demostración. 

Introducimos, luego, a las máquinas de Turing[image: image6.png]




. 



. Tales máquinas aportan un enfoque alternativo al concepto de ``computabilidad'', sin embargo es equivalente al anterior. Probada esa equivalencia, terminaremos de presentar, de manera introductoria, a las funciones computables. Posteriormente, enunciamos la tesis de Church
A las funciones computables es posible presentarlas también como elementos de clases mínimas de funciones que contienen a un cierto conjunto de funciones y que son cerradas bajo algunos esquemas de composición. 

De tales enfoques nos ocuparemos en este primer capítulo. Finalmente, veremos que la clase de programas formales, la de las Máquinas de Turing y la de las funciones computables son todas numerables. Dado que la clase de todas las funciones [image: image7.png]


posee la misma cardinalidad de los números reales tenemos inmediatamente que hay muchas más funciones no-computables que computables.

1.2 NOCIONES MATEMÁTICAS.
La teoría de la computación es una ciencia, en particular una rama de la matemática y de la computación que centra su interés en el estudio y definición formal de los cómputos.

Se le llama cómputo a la obtención de una solución o resultado (generalmente en el sentido matemático/aritmético del término), a partir de ciertos datos o entradas utilizando para ello un proceso o algoritmo.

La evolución del conocimiento matemático debe buscarse en la resultante del hombre como especie paulatinamente capaz de reunir experiencia y abstraer, y las muy condicionantes dinámicas propias de la evolución de cada sociedad. En ese sentido es probable que haya sido el propio cuerpo humano el instrumento y la referencia para los procesos de inserción de la experiencia dentro de la lógica y de la generación de conocimiento. 

No es menor el hecho de que el humano, por primera vez en la evolución, se haya hecho capaz de trasmitir información sistemáticamente por vía distinta a la genética, ya desde ese estadio evolutivo en que dedicó casi todo su esfuerzo a las funciones primarias de sobrevivencia: caza, pesca, recolección, reproducción y defensa, y adaptación o fabricación de útiles y armas para mejorar su desempeño. Es de presumir que ese momento se corresponde con el surgimiento de las nociones matemáticas, primero del contar, de número como consecuencia del contar y relacionar, y de medir luego, y que el propio cuerpo haya sido el elemento relacionante para realizar esas actividades de interpretación matemática de la realidad. 

Muchas de las referencias corporales surgidas en culturas sin relación entre sí han sobrevivido. Contar con los dedos, medir por pulgadas, cuartas, pies, brazas, pasos, codos, etc., parecen residir en la memoria genética de la humanidad en su conjunto.

1.2.1 CONJUNTOS
La Teoría de Conjuntos es la rama de las matemáticas a la que el matemático alemán Georg Cantor dio su primer tratamiento formal en el siglo XIX. El concepto de conjunto es uno de los más fundamentales en matemáticas, incluso más que la operación de contar, pues se puede encontrar, implícita o explícitamente, en todas las ramas de las matemáticas puras y aplicadas. En su forma explícita, los principios y terminología de los conjuntos se utilizan para construir proposiciones matemáticas más claras y precisas y para explicar conceptos abstractos como el infinito.

ALGUNAS DEFINICIONES  

 

Un conjunto es una agrupación, clase o colección de objetos denominados elementos del conjunto: utilizando símbolos a S representa que el elemento a pertenece o está contenido en el conjunto S, o lo que es lo mismo, el conjunto S contiene al elemento a. Un conjunto S está definido si dado un objeto a, se sabe con certeza que o a  S o a  S (esto es, a no pertenece a S).

Un conjunto se representa frecuentemente con el símbolo S = { }, en donde las llaves engloban los elementos de S, ya sea de forma explícita, escribiendo todos y cada uno de los elementos, o dando una fórmula, regla o proposición que los describa. Por ejemplo, S1 = {2, 4}; S2 = {2, 4, 6, ..., 2n, ...} = {todos los enteros pares}; S3 = {x | x2- 6x + 11  3}; S4 = {todos los varones vivos llamados Juan}. S3 se describe como el conjunto de todas las x tales que x2- 6x + 11  3.

 

Subconjuntos y superconjuntos

  

Si todo elemento de un conjunto R pertenece también al conjunto S, R es un subconjunto de S, y S es un superconjunto de R; utilizando símbolos, R  S, o S  R. Todo conjunto es un subconjunto y un superconjunto de sí mismo. Si R  S, y al menos un elemento de S no pertenece a R, se dice que R es un subconjunto propio de S, y S es un superconjunto propio de R, lo que se representa con los siguientes símbolos: R  S, S  R. Si R  S y S  R, es decir, todo elemento de un conjunto pertenece también al otro, entonces R y S son dos conjuntos iguales, lo que se escribe R = S. En los ejemplos del apartado anterior, S1 es un subconjunto propio de S2.

  

OPERACIÓN DE CONJUNTOS

 

Unión: 

Dados dos conjuntos cualesquiera A y B llamamos "Unión" de A y B al conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a A o a B.

Simbólicamente:

A B = { x : x A  x B}

Intersección:
Dados dos conjuntos cualesquiera A y B llamamos "Intersección" de A y B al conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a A y pertenecen a B.

Simbólicamente:

A  B = { x : x A x B}
Diferencia:
Dados dos conjuntos cualesquiera A y B llamamos "Diferencia" de A "menos" B al conjunto formado por los elementos que pertenecen a A y no pertenecen a B.

Simbólicamente:

A  B = { x : x A xB}

 

 Complemento:
Dados dos conjuntos cualesquiera A y B con B A (B Subconjunto de A) llamamos "Complemento de B respecto a A" al conjunto de elementos que pertenecen a A y no a B, esto es lo que le falta a B para ser igual a A.
 

[image: image8]Producto Cartesiano:
Para definir el Producto cartesiano de dos conjuntos cualesquiera A y B primero definiremos lo que es un par ordenado:

Par Ordenado:
Un par ordenado es un conjunto de dos elementos donde nos interesa el orden en que estos aparezcan, esto es posee un primer elemento y un segundo elemento. Se representara con paréntesis y a los elementos se les denominara componentes:

(a,b) representa el par ordenado cuya primera componente es a y su segunda componente es b .

Debemos observar que para que dos pares ordenados sean iguales sus componentes deben serlo: 

(a,b) = (c,d) si y solo si a=c y b=d.

Habiendo definido lo que es un par ordenado podemos decir que:

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B es el conjunto de todos los pares ordenados cuya primera componente pertenece a A y cuya segunda componente pertenece a B.

Simbólicamente:

AxB = { (a,b)/ ay b
ÁLGEBRA DE CONJUNTOS 

 

Las siguientes propiedades, utilizando las definiciones del apartado anterior, se cumplen si A, B, C,... son subconjuntos de un conjunto l: 

 

1. A  B = B  A
2. A  B = B  A
3. (A  B)  C = A  (B  C)
4. (A  B)  C = A  (B  C)
5. A   = A
6. A   = 
7. A  l = l
8. A  l = A
9. A  (B  C) = (A  B)  (A  C)
10. A  (B  C) = (A  B)  (A  C)
11. A  A = l
12. A  A = 
13. (A  B) = A  B
14. (A  B) = A  B
15. A  A = A  A = A
16. (A) = A
17. A - B = A  B
18. (A - B) - C = A - (B  C)
19. Si A  B = , entonces (A  B) - B = A
20. A - (B  C) = (A - B)  (A - C)
 

Éstas son las propiedades del álgebra de conjuntos, que es un caso particular del sistema algebraico conocido como álgebra de Boole.

MULTIPLICACIÓN DE CONJUNTOS  

 

Si A y B son dos conjuntos, el conjunto de todos los posibles pares ordenados de elementos de la forma (a, b), donde a pertenece a A y b pertenece a B, se denomina producto cartesiano de A y B, que se escribe normalmente A × B. Por ejemplo, si A = {1, 2} y B = {x, y, z}, entonces A × B = {(1, x), (1, y), (1, z), (2, x), (2, y), (2, z)}. Y B × A = {(x, 1), (y, 1), (z, 1), (x, 2), (y, 2), (z, 2)}. En este caso, A × B ≠ B × A, pues al ser pares ordenados, el par (1, x) es distinto del par (x, 1).

 

CORRESPONDENCIA ENTRE CONJUNTOS  

 

Los elementos del conjunto A = {1, 2, 3} se pueden relacionar, emparejar o hacer corresponder con los elementos del conjunto B = {x, y, z} de distintas maneras, de forma que: a todo elemento de B le corresponda uno de A, a todo elemento de A le corresponda uno de B, elementos distintos de un conjunto están emparejados con elementos distintos del otro. Por ejemplo, los elementos se pueden emparejar como (1, y), (2, z) y (3, x). Este tipo de correspondencia se denomina aplicación biunívoca o biyección, en la que a cada elemento de A le corresponde uno, y sólo uno, de B y viceversa. Dos conjuntos cuyos elementos forman una aplicación biunívoca deben tener, por tanto, el mismo número de elementos. Los elementos del conjunto A = {1, 2, 3} no pueden forman una biyección con los elementos de uno de sus subconjuntos propios, y es por tanto un conjunto finito o conjunto con un número finito de elementos. Los elementos del conjunto B = {1, 2, 3, ...} pueden formar una correspondencia biunívoca con los elementos de su subconjunto propio C = {3, 4, 5, ...} haciendo corresponder, por ejemplo, el elemento n de B con el elemento n + 2 de C para n = 1, 2, 3, ... Este tipo de conjuntos se denomina conjunto infinito o conjunto con infinito número de elementos.

 

 DIAGRAMA DE VENN

Los Diagramas de Venn se basan fundamentalmente en representar los conjuntos matemáticos con unas “circunferencias”. Con estas circunferencias el estudiante realiza una serie de operaciones como la  unión, la intersección, etc. Podríamos decir que el manejo de los Diagramas de Veen sirven para orientar al estudiante, son una herramienta metodológica que tiene el profesor para explicar la Teoría de Conjuntos.  
Pues bien vamos a citar a continuación los ejemplos más importantes de los Diagramas de Veen. 
Diagrama de la intersección de dos conjuntos. 

En teoría la intersección  de dos conjuntos podemos definirla como la parte común que tienen dos conjuntos, si es que existe (Ejemplo de inexistencia: la intersección de los números pares con los impares). Pues el diagrama que viene a continuación representa dicha situación.

[image: image9.jpg]



La intersección de los conjuntos A y B es la parte azulada, en efecto vemos que la parte común que comparte el conjunto A con el B es la parte azul. 

En matemáticas la intersección se representa A∩B. 
 

Diagrama de la intercesión vacía (no hay ningún elemento común) 
En efecto, se observa que ambos conjuntos no tienen ninguna parte común. Esto se le llama en Matemáticas conjunto vacío y se representa: Ø. 

[image: image10.jpg]



Diagrama  de la unión de dos conjuntos. 
En teoría la unión de dos conjuntos podemos definirla como una “suma” de un conjunto con otro. Pues el diagrama que se muestra a continuación representa la situación descrita anteriormente.


[image: image11.jpg]



La unión de los conjuntos A y B es la parte colorada, podemos ver que se han sumado el conjunto A y el B. En matemáticas la unión se representa AUB.
Diagrama del complementario de un conjunto. 
En teoría el complementario de un conjunto se hace en referencia a un conjunto universal y se define como los elementos que no pertenecen al conjunto. Tan raro se entiende mejor con el siguiente diagrama. 

El conjunto U es el universal (parte amarilla y blanca) y el complementario de A es solo la parte amarilla del dibujo. El complementario de  un conjunto se representa Ac.


[image: image12.jpg]



Diagrama de la diferencia de conjuntos. 
La diferencia B - A es la parte de B que no está en A. 

La diferencia de conjuntos en matemáticas se expresa B\A, para este caso.

[image: image13.jpg]



Diagrama de la inclusión de conjuntos. 

En el diagrama se puede observar como el conjunto B esta contenido (o incluido) en el conjunto A. Esto matemáticamente se expresa BÌA.

[image: image14.jpg]



Con estos diagramas se pueden representar la gran mayoría de las operaciones con conjuntos. Pero, las aquí expuestas son las fundamentales a partir de ellas se obtienen las demás.
1.2.2 FUNCIONES Y RELACIONES
Muchos modelos matemáticos se describen mediante el concepto de función. Un fabricante desea conocer la relación o correspondencia entre las ganancias de su compañía y su nivel de producción, un biólogo se interesa en el cambio de tamaño de cierto cultivo de bacterias con el paso del tiempo, un psicólogo quisiera conocer la relación o correspondencia entre el tiempo de aprendizaje de un individuo y la longitud de una lista de palabras, un químico le interesa la relación o correspondencia entre la velocidad inicial de una reacción química y la cantidad de sustrato utilizado, a un comerciante la relación o correspondencia entre cada artículo de un estante con su precio, etc. En cada caso la pregunta es la misma:¿cómo depende una cantidad de otra?. Esta dependencia entre dos cantidades es la correspondencia entre diversos tipos de fenómenos y se describe convenientemente en matemáticas mediante una función.
	Función

	Una función es una regla que asigna a cada elemento de un conjunto A uno y sólo un elemento de un conjunto B.


El conjunto A es el dominio de la función, y el conjunto B es el contra-dominio de la función.
Relación
[image: image15.png]



	Relación

	1.- Una relación es una correspondencia entre un primer conjunto llamado dominio y un segundo conjunto llamado contra-dominio de modo que a cada elemento del dominio corresponde uno o más elementos del contra-dominio.

	2.- Una relación, en general, es cualquier conjunto de pares ordenados de números reales.


Con esto en mente, se puede redefinir la función:

	Función

	Una función es una relación con la restricción agregada de que a cada valor del dominio corresponde uno y solamente un valor del contra-dominio.


Todas las funciones son relaciones, pero muchas relaciones no son funciones.
Ejemplos :
a) Correspondencia o relación entre el nombre de un estudiante y su vivienda 

b) Correspondencia o relación entre el nombre de un estudiante y las materias que cursa
c) Correspondencia o relación entre el nombre de un estudiante y su número de teléfono.
Formas de especificar las Relaciones y Funciones
Generalmente una relación se representa por el Método de la flecha, en forma de tabla, como conjunto de pares ordenados, en forma gráfica y en forma de Ecuación. El primero como su nombre lo dice se traza una flecha del dominio al contra-dominio. En forma de tabla se escribe el dominio en la primera columna y el contra-dominio en la segunda. Como conjunto de pares ordenados de números reales, se escribe el conjunto de puntos separados por una coma. Y en forma gráfica, se marcan los correspondientes puntos del conjunto en el plano cartesiano esta recibe el nombre de gráfica de la relación. Cuando se representa en forma de ecuación, se evalúa la función con el valor de x.
Ejemplos:
Correspondencia o relación entre los elementos del conjunto

 F = {(1, 5), (2, 7), (3, 9), (4, 11),}

1.- En forma de Ecuación. En los datos no se proporcionó ecuación alguna, por lo que en ocasiones no se puede representar en forma de ecuación. Sin embargo en este caso es fácil obtenerla, siendo: y = 2x +3

2.- Método de la flecha
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3.- Como conjunto de pares ordenados de números reales. El conjunto lo proporcionaron como dato F = {(1, 5), (2, 7), (3, 9), (4, 11),} 

	x
	y

	1
	5

	2
	7

	3
	9

	4
	11


4.- En forma de tabla
5.- En forma gráfica.
[image: image17.png]



6.- ¿Es la relación una función? Explique.
Es una función porque un número real del dominio va a un número  real  del  contra-dominio.
Relaciones y Funciones especificadas por ecuaciones
Estas relaciones ya se mencionaron anteriormente, pero ahondaremos en ellas. Son las que se especifican mediante ecuaciones, donde para cada entrada x se obtiene una salida y. Los valores de entrada son valores del dominio y los valores de salida son valores de contra-dominio. Cualquier variable que tome valores del dominio se llama variable independiente, en caso contrario si toma valores del contra dominio se llama variable dependiente. Se puede concluir que si para cada valor de la variable independiente (entrada) corresponde exactamente un valor de la variable dependiente (salida), entonces la ecuación especifica una función. Si existe más de una salida para una entrada, por lo menos, entonces la ecuación no especifica una función.
OPERACIONES CON FUNCIONES 
 

Suma de funciones 
Sean f  y g dos funciones reales de variable real definidas en un mismo intervalo. Se llama suma de ambas funciones, y se representa por f + g, a la función definida por 
  



          [image: image18.png](F+8) () = f)+ g0x)




  
Resta de funciones 
Del mismo modo que se ha definido la suma de funciones, se define la resta de dos funciones reales de variable real f y g, como la función 
  



          [image: image19.png]



  
Para que esto sea posible es necesario que f y g estén definidas en un mismo intervalo. 
  
Producto de funciones 
Sean f y g dos funciones reales de variable real, y definidas en un mismo intervalo. Se llama función producto de f y g a la función definida por 
  



          [image: image20.png]



  
Cociente de funciones 
Dadas dos funciones reales de variable real, f y g, y definidas en un mismo intervalo, se llama función cociente de f y g a la función definida por 
  




     [image: image21.png]



  
(La función f/g está definida en todos los puntos en los que la función g no se anula.) 
  
Producto de un número por una función 
Dado un número real a y una función f, el producto del número por la función es la función definida por

[image: image22.png](@f(x)=afix)




1.2.3 CADENAS Y LENGUAJES
Definición 2.1   Un alfabeto es un conjunto finito no vacío de símbolos y se denota como Σ.
La pertenencia de un símbolo σ a un alfabeto Σ se denota como σ Є Σ. 

Ejemplo: Podemos representar el alfabeto de las letras minúsculas que utiliza el idioma español, el cual contiene los 27 símbolos siguientes: 

[image: image23.png]T ={a,b,c,d; e, f,9,h,3, 5, k,1,m,n,5,0,, 8,75 5, 8,4, v, w, 7,9, 2}




y sabemos que la letra [image: image24]pertenece a este alfabeto, lo cual denotaremos como σ Є Σ. 

Ya sabemos que los alfabetos son conjuntos, por lo que, todas las operaciones de conjuntos se pueden aplicar a los alfabetos también. Sean [image: image25.png]T3,z 5,



 alfabetos, y ya que los alfabetos son conjuntos finitos, no vacíos, la unión de un número finito de ellos [image: image26.png]UL =



 resulta en un conjunto no vacío y finito, esto es, si [image: image27.png]


 y [image: image28.png]g1 #0, entonces I Uiy, # 0.





La unión de un número arbitrario finito de alfabetos resultará en un conjunto finito y no vacío, es más, si [image: image29.png]o



 y [image: image30.png]P



, son conjuntos no vacíos, entonces [image: image31.png]D1-52, D2 -T1y EiNE;



 son conjuntos finitos, no vacíos, y por lo tanto serán considerados alfabetos válidos. 

Definición 2.2   

Una cadena o palabra es una secuencia finita de símbolos que pertenecen a un alfabeto y comúnmente se denota con la letra ω. La cadena vacía se denota como ε y es una secuencia vacía de símbolos tomados de cualquier alfabeto Σ. 
Sí el alfabeto es el español, algunas cadenas pueden ser yomero, tumero y malnacido. Dada la definición anterior, cualquier palabra que contenga los símbolos del alfabeto es una cadena válida, sin importar si esta tiene o no significado alguno. 

Si ω es cualquier cadena, su longitud se denota como |ω|, la longitud de una cadena es el número de símbolos que contiene, por ejemplo, si tenemos la cadena ω = malnacido sobre el alfabeto español, |ω| = 9. La cadena vacía [image: image32]no tiene símbolos, por lo que | ε | = 0.
Definición 2.3   

Un lenguaje L es un conjunto de cadenas sobre un alfabeto Σ definido, éstas pueden ser cualquier cadena ω, que cumpla con lo siguiente, ω esta formada por los símbolos [image: image33.png]o102

Ok




 donde [image: image34.png]ox €Yk



.
El lenguaje vacío es aquel que no contiene cadenas y no es lo mismo que el lenguaje formado por la cadena vacía { ε }, éste lenguaje se denota de la misma manera que el conjunto vacío, θ. 

Sí se tiene una cadena ω sobre un alfabeto Σ y L es el lenguaje compuesto por algunas de las cadenas sobre el alfabeto Σ  y ω Є L , entonces diremos que ω es un miembro de L. 

Definición 2.4   Un lenguaje universal sobre algún alfabeto Σ, o cerradura de Σ, es el lenguaje que contiene todas las cadenas que es posible formar con los símbolos de Σ y se denota como Σ *.
Ejemplo: Sea Σ={a}, entonces [image: image35.png]£* ={e,q,aq,aaq,...}




Podemos observar que para cualquier alfabeto Σ, Σ * es infinito, ya que los alfabetos son conjuntos no vacíos. 
1.3 INDUCCIÓN MATEMÁTICA.
Este procedimiento de demostración de fórmulas cuantificadas universalmente, es decir, del tipo [image: image36.png]Vao(x)



, verifica primero que se cumple [image: image37.png]


para los casos llamados básicos, y después, suponiendo que se cumple para los casos anteriores, se verifica para un elemento típico x arbitrario. 

Este último paso es llamado ``inductivo''. Se concluye entonces que la fórmula [image: image38.png]


vale para cualquier x. En la próxima sección veremos dos esquemas de inducción cuando el dominio de la variable x son los números naturales. 

En la sección subsiguiente veremos un esquema de inducción sobre conjuntos numerables definidos de manera recurrente.

Inducción numérica 

Sea [image: image39.png]


una fórmula con una variable libre x, definida en el lenguaje de la aritmética. Para demostrar la sentencia [image: image40.png]Vn(g(n))



, un primer esquema de inducción verifica primero que se cumple [image: image41.png]4(0)



y luego, suponiendo que se cumple [image: image42.png]


demuestra que se cumple [image: image43.png]d(n+1)



; un segundo esquema de inducción verifica primero que se cumple [image: image44.png]4(0)



y luego, suponiendo que se cumple [image: image45.png]


, para cualquier m<n, demuestra que se cumple [image: image46.png]


. 

Estos esquemas, puestos como reglas de deducción quedan como sigue: 

[image: image47.png]3%( ) = ¢ln +1))
m(p(n) = g(n +
Bsquema I —— R

6(0)
Vn(¥m < n(¢(m)) = ¢(n))

Esquema I : e




Inducción recurrente 

Este esquema se utiliza para demostrar predicados cuantificados universalmente definidos sobre conjuntos determinados constructivamente de manera recurrente. 

Sea T un conjunto numerable. Sea [image: image48.png]4T



un conjunto inicial. Supongamos [image: image49.png]AcT



definido recurrentemente con las reglas siguientes: 

[image: image50.png]Va:a€ Ay

= a€A




para [image: image51.png]


, donde cada función [image: image52.png]


es, en la práctica, una regla de composición. Para todo predicado [image: image53.png]


se tiene el esquema de demostración siguiente: 

[image: image54.png]Esquema ITT

Va€ Ao : ¥(a)
Vay,...,a5 (Vi : W(a:) = ¥(D;(as,...,a5,))
Va€A : Ua)




