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Prefacio

Esta apostila é o resultado de alguns anos de trabalho ministrando estatistica em
Instituigoes Federais e Particulares de ensino superior. Sem sombra de duvida, foi escrita,
a partir das experiéncias e descobertas vividas em sala de aula.

E uma obra voltada, aqueles que procuram aprender a Estatistica Bésica, no intuito
de aplicar tal conhecimento a resolugoes de questoes do dia-a-dia. Para tanto, a linguagem
empregada foi tao proxima da coloquial, quanto préximo foram os exemplos e comentarios,
aqui presentes, daqueles utilizados em minhas aulas.

No enderego (http://geocities.yahoo.com.br/augustofilho) existe toda a base de dados
para a resolucao dos exercicios computacionais desta apostila.

Esta apostila nao se propoe a ser uma apostila técnica, tampouco apresenta a com-
plexidade normalmente inerente a “trabalhos cientificos”. Revela, antes, a feicao de um
manual, um material auxiliar, cuja meta é, facilitar ao estudante a compreensao da ma-
téria, por intermédio de exemplos, de analogias e de elementos capazes de despertar seu
entendimento.

Coloco-me a inteira disposi¢ao para acolher quaisquer sugestoes e criticas que possam

vir a possibilitar o aperfeicoamento desta obra. A todos o meu muito obrigado.

Atenciosamente.
Augusto Filho
augustofilho@cpdee.ufmg.br
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Capitulo 1

Tabelas e Graficos

A finalidade das aulas iniciais é apresentar os principais conceitos sobre o levantamento
de dados; destacar as técnicas de apresentacao, por meio de tabelas e graficos; oferecer
as medidas estatisticas préprias para andlises e as técnicas usadas para a interpretacao
dos dados numéricos, em resumo, minha preocupagao é explorar cada uma das partes que
compoem a seguinte definicdo: ”A estatistica é coleta, apresentacdo, andlise e interpre-
tacao de dados numéricos”. Particularmente, neste capitulo, destacaremos a Estatistica

descritiva que pode ser resumida no diagrama:

Tema, defini¢ao do problema, objetivos, ...

2

Planejamento da pesquisa e

Execucao da pesquisa
L1

estudo Dados

e

Analise dos dados

=

Resultados

L

Conclusdes

Figura 1.1: Descricao da Estatistica Descritiva

Quanto a Estatistica Indutiva ou Inferéncia Estatistica (conclusdes e interpretacoes
sobre parametros populacionais, a partir de dados amostrais), serd tratado nas préximas

aulas.

1.1 Coleta de Dados

Apés a definicdo do problema a ser estudado e o estabelecimento do planejamento da

pesquisa (forma pela qual os dados serdo coletados; cronograma das atividades; custos

Augusto Filho augustofilho@cpdee.ufmg.br



2 Tabelas e Graficos

envolvidos; exame das informacoes disponiveis; delineamento da amostra etc.), o passo se-
guinte é a coleta de dados, que consiste na busca ou compilagao das varidveis, componentes
do fenémeno a ser estudado. A coleta de dados é direta quando os dados sao obtidos na
forma origindria. Os valores assim compilados sao chamados de dados primérios, como
por exemplo, nascimentos, casamentos e 6bitos, registrados no Cartério de registros Civil;
opinides obtidas em pesquisas de opinidao publica; vendas registradas em notas fiscais da
empresa, etc. O conjunto de informagoes disponiveis, apds a tabulagao do questionério ou
pesquisa de campo, é denominado de tabela de dados brutos e contém os dados da maneira
que forma coletados inicialmente. Por exemplo, imaginemos um questionario elaborados
para uma turma de alunos, desta forma, cada uma das caracteristicas perguntadas aos
alunos, tais como o peso, a idade e a altura, entre outras, ¢ denominada de varidvel. As-
sim, a varidvel Altura assume os valores (em metros) 1,60; 1,58;... e a varidvel Turma
assume os valores A ou B. Claramente tais varidveis tém naturezas diferentes no que tange
aos possiveis valores que podem assumir. Tal fato deve ser levado em conta nas analises
e, para fixar idéias, vamos considerar dois grandes tipos de varidveis: numéricas e nao nu-
méricas. As numéricas serdo denominadas quantitativas, ao passo que as nao numeéricas,
qualitativas. A varidvel é qualitativa quando os possiveis valores que assume representam
atributos e/ou qualidades. Se tais varidveis tém uma ordenagao natural, indicando inten-
sidades crescentes de realizagao, entao elas serao classificadas como qualitativas ordinais.
Caso contrario, quando nao é possivel estabelecer uma ordem natural entre seus valores,
elas s@o classificas como qualitativas nominais. Varidveis tais como Turma (A ou B), Sexo
(feminino ou masculino) e Fuma (Sim, nao) sao varidveis qualitativas nominais. Por outro
lado, varidveis como Tamanho (pequeno, médio ou grande), Classe Social (baixa, media
ou alta) sdo varidveis qualitativas ordinais. Varidveis quantitativas, isto é, varidveis de
natureza numeérica, podem ser subdivididas em discretas e continuas. A grosso modo, va-
ridveis quantitativas discretas podem ser vistas como resultantes de contagens, assumindo
assim, em geral, valores inteiros. De uma maneira mais formal, o conjunto dos valores
assumidos é finito ou enumerével. J4 as varidveis quantitativas continuas assumem valores

em intervalos dos nimeros reais e, geralmente, sao provenientes de uma mensuragao.

Resumimos a classificagao das varidveis no esquema apresentado a seguir:

Sominal
Cuahtativa
Crrdinal
Varavel [Mscreta
uantiiativa
Continua

Figura 1.2: Classificacao das Varidveis
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1.2 Critica dos Dados 3

Vale ressaltar que, em muitas situagoes praticas, a classificacdo depende de certas
particularidades. Por exemplo, a varidvel idade, medida em nimeros de anos, pode ser
vista como discreta, entretanto, se levarmos em conta os dias, nao é absurdo falar que a

idade é 2,5 ou 2,85 anos, dando assim respaldo para classifica-la como continua.

1.2 Critica dos Dados

Objetivando a eliminagao de erros capazes de provocar futuros enganos de apresentacao
e analise, procede-se a uma revisao critica dos dados, suprimindo os valores estranhos ao

levantamento.

1.3 Apresentacao dos Dados

Apés a critica, convém organizarmos os dados de maneira pratica e racional, para me-
lhor entendimento do fendémeno que se estd estudando. A organizacao dos dados denomina-

se Série Estatistica. Sua apresentacao pode ocorrer por meio de tabelas e graficos.

1.4 Tabelas

A elaboragao de tabelas obedece a Resolugao do conselho nacional de Estatistica. Uma
tabela e mesmo um grafico deve apresentar o cabecalho; o corpo; e o rodapé.

O cabecalho deve conter o suficiente para que sejam respondidas as seguintes questoes:

e O qué? (referente ao fato);
e Onde? (relativo ao lugar);

e Quando (correspondente & época).

O corpo é reservado para as observacoes pertinentes, bem como a identificacao da fonte

dos dados. Conforme o critério de agrupamento, as seres classificam-se em:

1. Série Cronolégica: E a serie estatistica em que os dados sao observados segundo a

época de ocorréncia.
Vendas da Companhia C&A 1980-1982.

2. Distribuicao de freqiiéncias. E a serie estatistica em que os dados sao agrupados com

suas respectivas freqiiéncias absolutas.

Exemplos:
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4 Tabelas e Graficos

Ano | Venda
1980 | 2181
1981 | 3949
1982 | 5642
Total | 48404

Tabela 1.1: Tabela Pontual

Ntumeros de Acidentes por dia na Rodovia X em Belo Horizonte em 2001.

N. de Acidentes por dia na Av. Anténio Carlos | Frequéncias Dias
0 10
1 7
2 4
3 5
4 3
5 2
Fonte: DNER.

1.5 Graficos

A representacao gréafica das series estatisticas tem por finalidade dar uma idéia, a
mais imediata possivel, dos resultados obtidos, permitindo chegar-se a conclusoes sobre a
evolugao do fenémeno ou sobre como se relacionam os valores da serie. Nao ha apenas
uma maneira de representar graficamente uma serie estatistica. A escolha do grifico mais
apropriado ficara a critério do analista. Contudo, os elementos simplicidade, clareza e
veracidade devem ser considerados quando da elaboragao de um grafico. Eis os principais

tipos de graficos.

1) Gréfico em Colunas.

50%
40%
30%
20%
10%

0%

4

de individuos

£ .
I« b]

freq

Figura 1.3: Gréfico em Colunas
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1.6 Distribuicao de Frequéncias 5

2) Grafico em Barras. E semelhante ao gréfico em colunas, porém os retangulos séo

dispostos horizontalmente. Eis uma configuragao:

o 20000000 40000000 60000000 20000000 100000000

Figura 1.4: Gréfico em Barras

1.6 Distribuicao de Frequéncias

° POPULAQAO: E um conjunto de individuos ou objetos que apresentam pelo me-
nos uma caracteristica em comum. A populagdo pode ser finita ou infinita, depen-
dendo de o numero de elementos ser finito ou infinito. Na pratica, quando uma
populacédo € finita, com um numero grande de elementos, considera-se como popula-

¢ao infinita.

o AMOSTRA: Considerando-se a impossibilidade, na maioria das vezes, do trata-
mento de todos os elementos da populacao, retiraremos uma amostra. Para nossos
propositos, admite-se que uma amostra ja tenha sido escolhida de conformidade com

alguma técnica de amostragem.

1.7 Interporlagao Linear da Ogiva

1.7.1 Introducao

O assunto que veremos agora passou a fazer parte das provas de Estatisticas da ESAF
ja ha alguns anos, mais ou menos desde o AFRF de 2001, e desde entdo néao mais deixou
de ser cobrado. Trata-se de uma questao facil, embora o nome do assunto possa assustar
um pouco.

Comecgaremos com um exemplo bem simples. Vejamos a distribuicdo de frequéncia

abaizo:
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6 Tabelas e Graficos

Classes | Frequéncia
0F 10 5

10 F 20 8

20 F 30 13

30 40 11

40 = 50

50 F 60

Se a questao da prova perguntasse, por exemplo, "quantos elementos deste conjunto tém
valor abaixo de 30", como responderiamos? Ora, observando as classes desta distribuicao,
vemos facilmente que "participam desta resposta”os elementos das trés primeiras classes.
Desta forma, terfamos 5 elementos na primeira classes (abaixo de 10), mais 8 elementos
na segunda classe (de 10 a 20) e finalmente 13 elementos na terceira classe (valores de 20

a 30). Somando tudo, nossa resposta seria 26. Sem problemas!

Mais uma vez: a pergunta agora é "quantos elementos deste conjunto tém valor acima
de 40 ?2” Também sem grandes dificuldades, percebemos que "participam desta resposta”os
elementos das duas tltimas classes, ou seja, elementos com valor de 40 a 50 (quinta classe)
e de 50 a 60 (sexta classe).

Logo, como temos 7 elementos na pentultima, e 3 elementos na ultima classe, nossa

resposta seria a soma, ou seja, 10 elementos. Até aqui, tudo muito bem.

1.7.2 O Problema

A nova pergunta é: quantos elementos deste mesmo conjunto tém wvalor menor ou
igual a 287 Observando os limites das classes apresentadas, percebemos que 28 nao é nem
limite superior, nem inferior de qualquer destas classes. Na verdade, o valor 28 encontra-
se dentro da terceira classe. Para completar o enunciado, a questao vai pedir ainda que

determinemos esta resposta, utilizando-nos da interpolacdo linear da ogiva.

Embora ainda nem tenhamos falado de ogiva (ou de outros gréaficos estatisticos), tere-
mos ja total condicao de resolver este problema, fazendo uso de uma regra de trés simples,

a mais facil possivel.

Percebamos que é facil deduzir que a primeira e a segunda classes participarao da
resposta integralmente, porém a terceira classe (20 - 30) participard apenas parcialmente

do resultado.

Ou seja
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1.7 Interporlagao Linear da Ogiva 7

Classes | Frequéncia

0+ 10 5 participa intergalmente da resposta !
10 20 8 participa integralmente da resposta !
20 30 13 participa parcialmente da resposta
30 40 11

40 = 50

50 F 60

O segredo, entao, é trabalharmos com esta classe que participa apenas parcialmente
da resposta. Dai, faremos:
— a terceira classe tem amplitude h=10 e frequéncia simples, Freq = 13.

Assim, a primeira linha da regra de trés estd formada:

10 — 13 (dez estd para treze)

Traduzindo: nesta amplitude de 10, temos 13 elementos.

Para o complemento da regra de trés, pensaremos o seguinte: a questao quer saber
“menor ou igual a 28”. Ora, menor ou igual a 28, nesta classe, nés teremos desde o limite
inferior da classe (20) até o préprio 28. Ou seja, a amplitude desejada para esta classe,
neste momento, serd apenas esta diferenca: (28 — 20) = 8. Dai, a segunda linha da regra

de trés sera:

8 — X (oito esta para X)

Ou seja, nesta amplitude de apenas 8, quantos elementos teremos? (X =7).

Agora, nossa regra de trés completa sera:

10 — 13
8§ — X

Multiplicamos cruzando e chegaremos a:
X =(8.13)/10= E: X = 104/10 = Dai: X=10,4.

Observemos que este valor encontrado (10, 4) é apenas a participacao da terceira classe
em nossa resposta. o valor que de fato procuramos reunird também as frequéncia das duas
primeiras classes deste conjunto, as quais, como vimos, participam integralmente do re-

sultado.

Dali, teremos:
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Tabelas e Graficos

* primeira classe: (0 10) — 5 elementos (Freq = 5).

* segunda classe: (10 F 20) — 8 elementos (Freq = 8).

* terceira classe:(20 - 30) — 10,4 elementos (X = 10,4).

Total de elementos: 23,4 elementos — Resposta!

Obviamente que este resultado reflete apenas uma aproximacao, ou seja, uma estima-

tiva, uma vez que, quando trabalhamos com a distribuicdo de frequéncia, teremos efetiva-

mente uma perda de informagao. Mas nao nos preocupemos: embora essa resposta seja o

reflexo de uma aproximacao, ela é a resposta correta.

1.7.3 Outro exemplo

Uma nova questao agora pergunta, para aquela mesma distribuicao de frequéncias:

quantos elementos deste conjunto tém valor maior ou igual a 347

Aqui estd novamente o nosso conjunto:

Classes | Frequéncia
0F 10 5

10 - 20 8

20 + 30 13

30 F 40 11

40 = 50

50 F 60

Observamos que este valor, 34, ndo é limite inferior ou superior de nenhuma das classes;

ao contrario, estd dentro da quarta classe.

Constatamos, ainda, pela mera observacao, que, se a questao pede elementos com

valores acima de 34, esta quarta classe participard da resposta apenas de forma parcial.

Enquanto isso, as duas tltimas classes participarao integralmente do resultado. Ou seja:

Classes | Frequéncia

0F 10 )

10 - 20 8

20 - 30 13

30 40 11 participa parcialmente da respostal
40 F 50 participa integralmente da resposta!
50 F 60 participa integralmente da respostal

Ficou facil perceber que teremos que trabalhar a regra de trés com a quarta classe,

para descobrir quantos de seus elementos participarao da resposta.
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1.7 Interporlagao Linear da Ogiva 9

Para compor a regra de trés, inicialmente trabalhamos com a classe inteira. E, nesta
quarta classe, temos amplitude h=10 e frequéncia simples Freq=11. Portanto, a pri-

meira linha da regra de trés serd a seguinte:

10 — 11 (dez estd para onze)

Ora, para esta mesma quarta classe, maiores ou iguais a 34 serao os elementos 34 a
40. Ou seja, a amplitude desejada na resposta para essa classe serd apenas esta diferenga:

40 — 34 = 6. Dal, a segunda linha da regra de trés sera:

6 — z (seis esta para X)

Ou seja, na amplitude de 6, teremos X elementos.

Portanto, nossa regra de trés completa sera a seguinte:

10 — 11
6 — X

Resolvendo, teremos: 10X =6.11 &4 F: X = 66/10=6,6

Ou seja, em relagao a quarta classe, participam da resposta apenas 6, 6 elementos! Para
chegarmos ao resultado da questao, todavia, temos de nos lembrar que as frequéncias das

duas derradeiras classes terao participacao integral. Dai, teremos:

= quarta classe: (30 40) — 6,6 elementos (X = 6,6)
— quinta classe: (40 - 50) — 7 elementos (Freq = T7)
— sexta classe: (50 F 60) — 3 elementos (Freq = 3)

Total de elementos: 16,6 elementos — Resposta!

A questao é basicamente isso. H& algumas variagbes possiveis, como por exemplo,
em vez de a questao perguntar "quantos elementos”, ela perguntaria qual o percentual de
elementos, ou seja, em vez de trabalharmos com a frequéncia absoluta simples (Freq),
trabalharfamos com a frequéncia percentual (%).

Outra variagao é aquela em que a questao pergunta ”quantos elementos do conjunto
tém valor acima de X e abaixo de Y77, de forma que X e Y sao valores nao-coincidentes
com os limites inferiores ou superiores das classes da distribuicao. Neste caso, teriamos
duas classes participando parcialmente da resposta; logo, teriamos que fazer duas regras de
trés: uma para a classe em que o X estivesse inserido, outra para a classe a qual pertence

oY.
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10 Tabelas e Graficos

1.7.4 Variacao Importante

Existe, todavia, uma variagao desta questao digna de nota. Seria um enunciado do

tipo que se segue:

Classes | %

010 | 5%
10 - 20 | 22%
20 + 30 | 33%
3040 | 12%
40+ 50 | 8%

Considerando a distribuicao de frequéncia acima, em que % representa a frequéncia
percentual, determine, via interpolacdo linear da ogiva, qual o elemento deste conjunto
que nao é superado por 45% das observacoes.

Temos ai uma coluna com as frequéncia percentuais, e a questao pergunta, em outras
palavras, qual o niimero que estd abaixo de 45% do total de elementos do conjunto.

Vejamos: a primeira classe tem 5% dos elementos; a segunda classe tem 22%. Somando
estas duas primeiras frequéncia percentuais, teremos ja 27% do total dos elementos. Agora:
de 27% para chegarmos a 45%, quanto falta? Obviamente que faltam ainda 18%. E a
diferenca (45% — 27% = 18%).

Seguindo: se precisamos avancar mais 18% a partir da segunda classe (para chegar
aos 45% desejados), e a préxima classe, que é a terceira, ja tem 33% dos elementos do
conjunto, isso significa que a resposta que estamos procurando estard exatamente dentro
desta terceira classe.

Senao, vejamos: ja tinhamos 27% dos elementos acumulados nas duas primeiras classes.
Se soméssemos a esses 27% os 33% da terceira classe, passarfamos a 60% dos elementos
do conjunto. E 0 nosso objetivo é chegar aos 45%.

Dai, trabalharemos, formando uma regra de trés simples para a terceira classe, cuja
frequéncia percentual participa apenas parcialmente na busca do resultado. De antemao,
ja sabemos que nosso resposta estara dentro da terceira classe, ou seja, serd um valor no

intervalo de 20 a 30.

A nossa situagao é a seguinte:

Classes | %
010 | 5% | 5% acumulados!

10 F 20 | 22% | 27% acumulados!

20 30 | 33% | Faltam 18% para chegarmos aos 45%
30 40 | 12%
40 - 50 | 8%
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1.7 Interporlagao Linear da Ogiva 11

Assim, faremos nossa regra de trés com o seguinte raciocinio: na terceira classe, temos
amplitude h=10 e frequéncia percentual (Freqy = 33%). Logo, a primeira linha da regra

de trés sera:

10 — 33% (dez esta para trinta e trés por cento)
Ou seja, em uma amplitude de 10, temos 33% dos elementos do conjunto.

Para construir a segunda linha da regra de trés, pensaremos assim: interessam-nos,
nesta terceira classe, apenas 18% dos elementos, que serao necessirios para acumularmos
os 45% desejados. Dal, faremos:

X — 18% (X esta para dezoito por cento)

Ou seja: qual serd a amplitude (X =7) desta terceira classe, que abrangera apenas

18% dos seus elementos?

A regra de trés completa é a seguinte:

10 — 33%
X — 18%

Multiplicando em cruz, teremos:
X = (18%.10)/33% — FE : X=5,45

Agora o mais importante: como usar esse X encontrado? Somando-o ao limite inferior
da terceira classe.

Vamos entender: se estivermos no limite inferior da terceira classe (ling, ;s = 20) e
somarmos a este a amplitude da classe inteira (h = 10), chegariamos ao limite superior
(lingyp = 30). Todavia, ndo nos interessa somar o limite inferior com a amplitude da

classe, pois, assim, “avancarfamos”, mais 33% dos elementos.

Queremos avancar apenas 18% dos elementos, o que corresponde a uma amplitude de
X = 5,45, conforme calculamos acima.
Logo, para chegarmos ao resultado solicitado pela questao, faremos:

20+5,45=25,45 — Resposta da questao!

A seguir, sera apresentado alguns exemplos e aplicagoes.
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1.7.5 Exemplos de Interpolagcao da Ogiva

Exemplo 1.1. Em um ensaio para o estudo da distribuicao de um atributo financeiro
(X), foram examinados 200 itens de natureza contdbil do balan¢o de uma empresa. Esse
exercicio produziu a tabela de frequéncia abaizo. A coluna Classes representa intervalos
de valores de X em reais e a coluna P representa a frequéncia relativa acumulada. Ndo

existem observacoes coincidentes com os extremos das classes.

Classes | P%
70 - 90 5
90 - 110 | 15
110 - 130 | 40
150 - 150 | 70
150 - 170 | 85
170 - 190 | 95
190 - 210 | 100

Encontre o valor que corresponde a estimativa da frequéncia relativa de observacdes de

X menores ou iguais a 145.

Solugao

Esta questao pede a resposta em valores percentuais, ou seja, ela quer que trabalhemos
com frequéncia relativas, mais especificamente com a frequéncia relativa simples (Freq).
Essa constatagao foi facil. Resta agora verificar se a coluna fornecida foi ja a Freq, ou se
foi alguma outra.

Ora, o enunciado foi explicito, afirmando que a coluna P ’representa a frequéncia
relativa acumulada”. J4 aprendemos, neste caso, o que fazer para chegarmos a coluna da

Frequéncia relativa simples (Freq. Relativa).

Classes Fac Freq.
70 - 90 5% 5%
90 - 110 15% (15%-5%=) 10%
110 - 130 | 40% (40% -15%=) | 25%
130 - 150 | 70% (70% - 40%=) | 30%
150 - 170 | 85% (85% - 70%=) | 15%
170 - 190 | 95% (95% - 85%=) | 10%
190 - 210 | 100% (100%-95%=) | 5%

A questao quer saber valores "menores ou iguais a 145”. E facil verificar que este
valor (145) estd inserido na quarta classe (130 F 150). Logo, trabalharemos a regra de
trés exatamente ai, tendo em vista que as frequéncias relativas das trés primeiras classes
participarao integralmente da resposta.

Ou seja, a situagao serd a seguinte:
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Classes | Freq.

70 - 90 5% | — participa integralmente da resposta!
90 - 110 | 10% | — participa integralmente da resposta!
110 - 130 | 25% | — participa integralmente da resposta!
130 - 150 | 30% | — participa parcialmente da respostal
150 - 170 | 15%

170 - 190 | 10%
190 - 210 | 5%

A primeira parte desta regra de trés levard em conta a quarta classe completa. Temos

uma amplitude de h = 20 e uma frequéncia relativa de (Fregpeq; = 30%). Daf:

20 — 30% (vinte esta para trinta por cento)

Na segunda parte da regra de trés, trabalhamos com a classe "quebrada”. Ora, meno-

res ou iguais a 145, nesta classe, nés temos de 130 até 145. Logo, para este enunciado, a

amplitude aqui desejada serd esta diferenca: (145 — 130) = 15. Dai, teremos:

15 — X% (quinze esta para X%)

Nossa regra de trés completa ficard assim:

Resolvendo, ficaremos com:

20 — 30%
15 — X%

X = (15X30%) /20 — X = 450%/20 — X = 22,5%

Logo, este valor encontrado serd a parcela de participacao da quarta classe na resposta.

Contudo, é evidente que as frequéncias relativas das trés primeiras classes também parti-

ciparao do resultado, e de forma integral, como vimos acima.

Assim, teremos:

= primeira classe: (70 F 90) — 5% dos elementos (Freq = 5%)

= segunda classe: (90 F 110) — 10% dos elementos (Freq = 10%)

—> terceira classe: (110 F 130) — 25% dos elementos (Freq = 25%)
= quarta classe: (130 F 150) — 22,5% dos elementos (Freq = 22,5%)

Total: 62,5% dos elementos! = Resposta!

Augusto Filho
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1.8 Exercicios

Exercicio 1. Dada a amostra: 3,4,4,5,7,6,6,7,7,4,5,5,6,6,7,5,8,5,6,6, pede-se:
a) Construir a distribuigao de freqiiéncia.

b) Construir o gréfico de freqiiéncias;

c) Determinar as freqiiéncias relativas;

d) Determinar as freqiiéncias acumuladas

e) Qual é a amplitude amostral;

f) Qual é a porcentagem de elementos maiores que 5.

Exercicio 2. Considere os dados obtidos pelas medidas das alturas de 100 individuos

(dadas em cm);

151 152 154 155 158 159 159 160 161 161
161 162 163 163 163 164 165 165 165 166
166 166 166 167 167 167 167 167 168 168
168 168 168 168 168 168 168 168 169 169
169 169 169 169 169 170 170 170 170 170
170 170 171 171 171 171 172 172 172 173
173 173 174 174 174 175 176 175 175 176
176 176 176 177 177 177 177 178 178 178
179 179 180 180 180 180 181 181 181 182
182 182 183 184 185 186 187 188 190 190

Calcule:

a) amplitude amostral;

b) o numero de classes;

c) a amplitude das classes;

d) os limites das classes;

e) as freqiiéncias absolutas das classes;
f) as freqiiéncias relativas;

g) Os pontos médios das classes;

h) A freqiiéncia acumulada;

i) O histograma - poligono de freqiiéncia;
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j) O gréfico de freqiiéncia acumulada.

Exercicio 3. As notas de 32 estudantes de uma classe estdo descritas a sequir :

6,0 0,0 2,0 6,5 50 3,5 4,0 7,0
8,0 7,0 85 6,0 4,5 0,0 6,5 6,0
2,0 5,0 55 50 7,0 1,5 50 5,0
4,0 4,5 4,0 1,0 55 3,5 2,5 4,5

Determine:
a) O rol;
b) As distribuigbes de freqiiéncias (variavel continua);
¢) O maior e 0 menor graus;
d) A amplitude total;
e) Qual a porcentagem dos alunos que tiveram nota menor do que 4;
f) Qual o limite superior da segunda classe;
g) Qual o ponto médio da quarta classe;
h) Qual o ponto médio da terceira classe;
i) Os graficos (histograma e gréfico da Fj.).

Exercicio 4. Os pesos de 40 alunos estdo relacionados a sequir:

69 57 T2 54 93 68 T2 58 64 62
65 76 60 49 T4 59 66 83 70 45
60 81 71 67 63 64 53 73 81 50
67 68 53 75 65 58 80 60 63 53

a) Construir a tabela da distribui¢ao de freqiiéncia;
b) Construir os graficos da distribuicao.

Exercicio 5. Vinte e uma pacientes de uma clinica médica tiveram o seu nivel de potdssio

no plasma medido. Os resultados foram os segquintes.

Nivel de Frequéncia | Frequécia
2,25 | —2,55 1
2,55 | —2,75 3
2,75 —2,95 2
2,95 |—-3,15 4
3,15 |—3,35 5
3,35 | — 3,65 6

Total
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a) Construa o histograma;

b) Qual a porcentagem de valores que estao acima do nivel 3 7

Exercicio 6. A tabela a sequir apresenta as freqiiéncias relativas de ocorréncias de fairas

de altura (em cm) para uma amostra de 100 criancas de 12 anos de idade.

a) Construa o histograma;
b) Desejando-se separar os 15% mais altos, qual séria o ponto de corte?

¢) Qual a porcentagem de valores que estao acima da faixa 115 ?

Faixas Frequéncia Relativa
100 | — 100 0,10
100 | — 120 0,25
120 | — 130 0,30
130 | — 140 0,25
140 | — 160 0,10

Exercicio 7. Responda:

a) Quais sao os limites (inferior e superior) da primeira classe?

b) Quais sao as fronteiras (inferior e superior) da primeira classe?

c) A amplitude dos intervalos é a mesma para todas as classes da distribuigao;
d) Qual é a amplitude?

e) Qual é o ponto médio da primeira classe?

f) Quais as fronteiras da classe de aluguéis na qual foi observado o maior numero de

apartamentos?

g) Suponha um aluguel mensal de $239,50. Identificar os limites inferiores e superior da

classe na qual esta observacao seria registrada.

Distribuicao de freqiiéncia de aluguéis mensais para 200
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Aluguel | Frequéncia
150 — 179 3
180 — 209 8
210 — 239 10
240 — 269 13
270 — 299 33
300 — 329 40
330 — 359 35
360 — 389 30
390 — 419 16
420 — 449 12

Total 200

Exercicio 8. Um pesquisador de radio XY aborda 30 transeuntes ao acaso e pergunta-lhes

a idade. O resultado é dado pela tabela:

35 26 39 25 39 22
42 40 39 22 21 40
16 32 39 21 28 39
18 37 23 14 27 44
30 32 21 15 26 43

a) Resuma as informagoes sob forma de uma distribuicao de freqiiéncia;
b) Apresente os dados na forma de um histograma,

¢) Qual a porcentagem de valores que estao acima do valor 337

Exercicio 9. Dada a amostra de 60 rendas (em milhares) de dada regiao geogrifica.

w7 8 5 4 3 2 9 9
3 15 1 13 14 4 3 6 6
10 11 12 13 14 2 15 5 4 10
2 1 3 8 10 11 13 14 15 16
8§ 9 5 3 2 3 3 4 4 4
5 6 7 8 9 1 12 13 14 16

a) Agrupar os elementos em classes.Sendo k =6 e h = 3.
b) Construir o histograma e o poligono de freqiiéncia.

¢) Qual a porcentagem de valores que estao acima do valor 9,57

Exercicio 10. Foi pedido aos alunos de uma classe de 40 alunos que escolhessem um

dentre os numeros 0,1,2,3,4,5,6,7,8 ¢ 9. Obteve-se o sequinte resultado:
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S N o

T g =~ O

Tt O =N
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N = O W

Tt W o Ot

a) montar a distribui¢do de freqiiéncia pontual.

Exercicio 11. Abaizo estao dadas as notas (em

60
71
80
41
94

Pede-se:

a) Determinar a amplitude total da amostra;
b) Numero de classes pela féormula de Sturge

c) Amplitude das classes;

85
35
61
55
98

33
81
41
78
66

d) Quais as classes (inicie pelo 30);

52
50
91
48
66

e) Freqiiéncias absolutas das classes;

f) Freqiiéncias relativas;
g) Pontos médios das classes;

h) Freqiiéncia acumulada;

i) Histograma.
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Capitulo 2

Medidas de Tendéncia Central

Vimos nas aulas anteriores a sintetizagao dos dados sob a forma de tabelas, graficos e
distribuicoes de freqiiéncias. Agora, vamos aprender o cdlculo de medidas que possibilitem
representar um conjunto de dados relativos a observacao de determinando fenémeno de
forma resumida. Sao as medidas de posicao. Tais medidas orientam-nos quanto a posicao
da distribuicao no eixo x (eixo dos nimeros reais), possibilitam que comparemos series de
dados entre si pelo confronto desses niimeros. Sao chamadas medidas da tendéncia central,
pois representam os fendmenos pelo seus valores médios, em torno dos quais tendem a

concentrar-se os dados.

2.1 Meédia Aritmética - Dados Nao Agrupados.

Sejam x1,x3, ..., T, portanto, “n” valores da varidvel X. A média aritmética simples

de X representado por T ¢é definida por:
n

=2z

n ?

~ =1 . — , , .

X =" , ou simplesmente ¥ em que n é o numero de elementos do conjunto.
n

Exemplo 2.1. - Determinar a média aritmética simples dos valores: 1,3,5,7

Desta forma, temos: T = ani = 1+3Z5+7 = % =4,0. Desta forma T = 4, 0.

Utilizando-se o Programa R, que veremos ao longo desta apostila, o calculo utilizado

seria:
a<-scan()
1

>
1
2: 3
3: 5
4: 7
5

Read 4 items
> mean(a)
[1] 4
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20 Medidas de Tendéncia Central

2.2 Meédia Aritmética - Dados Agrupados.

Quando os dados estiverem agrupados numa distribuigao de freqiiéncia usaremos a mé-
dia aritmética dos valores x1, x2, ..., ,, ponderados pelas respectivas freqiiéncias absolutas:
Py, Fy, ..., F,, Assim:

n

T = , onde x; é o ponto médio e o F; é a frequéncia simples.
Exemplo 2.2.

a) Dada a seguinte distribuicao

Renda familiar em milhares de reais.

Classes | F; (Freq) | z; (Ponto Médio) | z; - F;
2 |- 4 5 3 15
4]-6 10 5 50
6|—8 14 7 98
8 |- 10 8 9 72

10 | — 12 3 11 33
Total 40 — 268

Logo, a média para valores agrupados em uma tabela de distribuicao de freqiiéncia, é

igual a:

inFi 268
=—=6,7
n 40 ’

T:

Conclusdo: Como a renda familiar foi dada em milhares de reais, podemos afirmar que
a renda média desse grupo de 40 familias é de R$6.700, 00.

O mesmo célculo utilizando-se o Programa R, seria dado por:

> classes <- seq(3, 11, by = 2)
> Freq <- ¢(5,10,14,8,3)

> dados <- rep(semanas, Freq)

> mean(dados)

[1] 6.7

b) Para uma tabela com valores discretos, temos:

T

-
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Resolucgao:

Encontraremos a média da seguinte forma:

x| Fi | o
1 1 1
2 3 6
3 5 15
4 1 4
Total | 10 | 26
Logo, temos:
s Enf_ B,
n 10

Desenvolvendo este cdlculo no Programa R, terfamos os seguintes passos:

> xi <- ¢(1,2,3,4)

> Freq <- ¢(1,3,5,1)
> mean(rep(xi, Freq))
[1] 2.6

Exemplo 2.3. Quer se estudar o nimero de erros de impressao de um livro. Para isso
escolheu-se uma amostra de 50 paginas, encontrando-se o nimero de erros por paginas da

tabela abaixo.

a) Qual o nimero médio de erros por pagina?

Resolucao:
Erros | Frequéncia
0 25
1 20
2 3
3
4 1

Aqui utilizaremos o Programa R como se fosse apenas uma calculadora.

> media <- (0 * 25 + 1 * 20 + 2 * 3 + 3 * 1 + 4 x 1)/50

> media
[1] 0.66

Logo, o R encontrou o seguinte niimero médio de erros por pagina: 0,66.
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Exemplo 2.4. As tazxas de juros recebidas por 10 agdes durante um certo periodo foram
(medidas em porcentagem) 2,59; 2,64; 2,60; 2,62; 2,57; 2,55; 2,61; 2,50; 2,63; 2,64.
Calcule a média das taras apresentadas.

Resolucao:

Utilizou-se o programa R para encontrar a média dos dados acima.

> a <- scan()

> a

[1] 2.59 2.64 2.60 2.62 2.57 2.55 2.61 2.50 2.63 2.6/
> mean(a)

[1] 2.595

Logo, o resultado obtido foi 2.595, como encontrado anteriormente. Portanto, a taxa

de juros média recebidas por 10 agoes durante um certo periodo foi de 2.595.

Exemplo 2.5. Para facilitar um projeto de ampliacdo da rede de esgoto de uma certa
regidgo de uma cidade, as autoridades tomaram uma amostra de tamanho 50 dos 270 quar-
teiroes que compoem a regido, e foram encontrados os sequintes mumeros de casa por

quarteirao.

2 2 3 10 13 14 15 15 16 16
18 18 20 21 22 22 23 24 25 25
26 27 29 29 30 31 36 42 44 45
45 46 48 52 58 59 61 61 61 65
66 66 68 75 78 80 & 90 92 97

a) Use cinco intervalos e construa um histograma,

b) Qual a porcentagem de valores que estao acima do valor 837
¢) Qual o ponto de corte para 20% dos maiores valores?

d) Calcule a média para os dados agrupados em uma tabela;

e) Calcule a média para os dados nao agrupados em uma tabela e compare o resultado

encontrado com a letra ”d”;
Exemplo 2.6. Determine a média aritmética das sequintes séries:
a) 3,4,1,3,6,5,6
b) 7,8,8,10,12

c) 3,2;4;0,75;5;2,13;4,75
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Exemplo 2.7. A média minima para aprovacao em determinada disciplina € 5,0. Se
um estudante obtém as notas 7,5;8,0;3,5;6,0;2,5;2,0;5,5;4,0 nos trabalhos mensais da

disciplina em questdo, pergunta-se ele foi ou ndo aprovado.

Exemplo 2.8. A tabela dada a sequir apresenta uma parte dos resultados de uma pesquisa
realizada por alunos do curso de Especializacao em centro cirurgico e centro de material,
no hospital Universitdrio de Belo Horizonte, no ano de 1996, com o objetivo de tracar o
perfil dos partos ocorridos. FEstes dados foram apresentados em relatorio final de pesquisa

apresentado na disciplina de FEstatistica.

Numero de Semanas | Freq. | %
26 | — 28 1 |1
28 | — 30 1
30 | — 32 3 | 4
32| —34 8 10
34 | — 36 3 | 4
36 | — 38 14 | 18
38 | —40 28 36
40 | — 42 13 17
42 | — 44 7 |9

Total 78 100

Identifique qual é o nimero médio de semanas de gestagao?

Resolucgao:

Desenvolveremos este item utilizando o R. Note que precisamos encontrar o ponto

médio (x;) e multiplicarmos pela Frequéncia simples. Desta forma, temos:

> semanas <- seq(27, 43, by = 2)
> Freq <- c¢(1, 1, 3, 8, 3, 14, 28, 13, 7)
> dados <- rep(semanas, Freq)

> mean(dados)
[1] 37.97436

Logo, o nimero médio de semanas de gestagoes foi de aproximadamente 38 semanas.
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Exemplo 2.9. Calcule para cada uma das distribuicoes abairo sua respectiva média.

x; | F; e
z; | Fj
3 2
—_— 10| 5
4 5) e —
a) 1% b1 s
718 —_—
S e 12 | 10
8 | 4 —_—
R 13| 6
12| 3 E—

Resolucao:

Utilizando o R para encontrarmos o resultado, para a tabela pontual, temos:

> xi <-¢(3, 4, 7, 8, 12)
> Freq <- c(2, 5, 8, 4, 3)

> mean(rep(xi, Freq))
[1] 6.818182
E 0 mesmo procedimento, para a letra (b).

> xi <- c(10, 11, 12, 13)
> Freq <- c(5, 8, 10, 6)

> mean(rep(xi, Freq))
[1] 11.58621

Logo, as médias sao respectivamente: 6,81 e 11,58.

Exercicio 12. Dadas as estaturas de 140 alunos, consequiu-se a distribuicdo abaizo. Cal-

cular a média.

Estatura (cm) | N.de alunos

145 | — 150 2
150 | — 155 10
155 | — 160 27
160 | — 165 38
165 | — 170 27
170 | — 175 21
175 | — 180

180 | — 185

Resolucgao:

Utilizaremos novamente o aplicativo R para encontrarmos a média da tabela intervalar

acima.
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> Estatura <- seq(147.5, 182.5, by = 5)
> n.alunos <- c¢(2, 10, 27, 38, 27, 21, 8, 7)
> dados <- rep(Estatura, n.alunos)

> mean (dados)
[1] 164.9286

Logo a estatura média deste grupo de alunos é de 164,92 cm.

Exemplo 2.10. Abaizo temos a distribuicdo dos aluguéis de 65 casas. Determine sua

média.
Aluguel Frequéncia
1,5]-3,5 12
3,5|—-5,5 18
55|-17,5 20
7,5|1—-9,5 10
9,5|—11,5 5
Resolucgao:

Utilizando o R, para encontrarmos a média, deveremos trabalhar com o ponto médio

de cada classe:

> aluguel <- seq(2.5, 10.5, by = 2)
> freq <- c(12, 18, 20, 10, 5)
> mean(rep(aluguel, freq))

[1] 5.823077

Logo, a média para a tabela intervalar acima é de 5,82.

Exemplo 2.11. Dados os sequintes nimeros:

13 5 7 9 2 4 6 8 10 15 20 25 0 1
23 45 6 7 8 9 9 8 7 8 6 5 4
32 1 0 10 15 20 25 12 11 8 6 4 2 1
3 5 7 9 11

a) Construa a distribui¢ao de freqiiéncia para os dados acima (intervalar);

Resolucao:

> dados <- scan()

> range (dados)
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[1] 0 25
> nclass.Sturges (dados)
(11 7

> dadostb <- table(cut(dados, seq(-0.5, 28, 1 = 8)))
> dadostb

(-0.5,3.57] (3.57,7.64] (7.64,11.7] (11.7,15.8] (15.8,19.9]
(19.9,23.9]

14 16 13 3 0
(23.9,28]
2

b) Determine sua média.

Resolucgao:

O célculo para a média da tabela obtida em (a) é dado a seguir:

> dados.me <- mean(dados, na.rm = T)

> dados.me
[1] 7.24

Logo, a média encontrada para o conjunto de dados acima é 7,24.

Exemplo 2.12. Foi pedido aos alunos de uma classe de 40 alunos que escolhessem um

dentre os numeros 0,1,2,3,4,5,6,7,8, ¢ 9. Obteve-se o sequinte resultado:

o N ®w
S BN BN )
S S NS )
— o © w
N = O W
Dl w o Wt
NOWw O =7
ol w o =
W N W =
N~ W ©

a) Montar a distribui¢do de freqiiéncia (pontual);

Resolucao:

> a <- scan()

> table(a)

0123456789
2348155732
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Logo, a tabela acima mostra que o valor zero ocorreu duas vezes, o valor 1 ocorreu

trés vezes, o valor 2 ocorreu quartos vezes, e idéia analoga para o restante.

b) Determinar a média;

> a.me <- mean(a, na.rm = T)

> a.me
[1] 4.625

Logo, o valor médio para a tabela pontual encontrada em (a) foi de 4,625.

c) Qual foi o nimero mais repetido? o que ele representa?
O valor trés possui a maior frequéncia (8), isso mostra que ele é o valor com maior

ocorréncia, caracterizando a moda. Logo, Mo = 3.

d) Calcule a mediana.

> a.md <- median(a, na.rm = T)

> a.md
[1] 5

Logo, a mediana para a tabela pontual encontrada acima é o niimero 5, mostrando

que existe 50% das informacoes acima e abaixo deste valor.

2.3 Mediana - X

Colocados os valores em ordem crescente, mediana é o elemento que ocupa a posicao
central.

Vamos considerar, em primeiro lugar, a determinacdao da mediana para o caso de
variavel discreta, isto é, para distribuicao de freqiiéncia simples.

Assim, para a série:

e 5,7,8,10, 14, a mediana serd o 8. Indica-se x = 8.
Para a série:

e 5,7,8,10,14,15, a mediana serd o 9, ou seja = = 9.

Vocé ja deve ter percebido que precisamos considerar os dois casos: para “n” (numero
de elementos da amostra) impar o 1° exemplo e para “n” para o 2° exemplo.

Entao:

Se n for impar, a mediana serd o elemento central (de ordem ). Caso “n” seja par, a

mediana serd a média entre os elementos centrais (de ordem ).
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Exemplo 2.13. Para cada série, determine a mediana:

a) 1,3,3,4,5,6,6;

Resolucao:

e O primeiro passo é ordenarmos os valores de forma crescente ou decrescente e

verificarmos se o nimero de informagoes (n) é par ou impar.
Ordenados: 1,3,8,4,5,6,6
No caso acima, temos “n=7", logo “n=impar”.

Desta forma, temos:

-~ n+1
xr =
2

Aplicando a férmula dada, obtemos os seguintes valores:

= 4aq.

-~ n+1 7+1 8
xTr = :725

2 2

E importante destacar que o cdlculo feito acima ndo é a mediana e SIM a
localizacao que a mediana ocupa.

-~ n+l1 T7+1 8

= —:4: .
T 5 5 5 a=4

Logo a mediana (Z) é o quarto elemento 4%, portanto procuramos o nimero 4

que ocupa a quarta posicao nos valores dados.
e Utilizando o R, temos:

> a <- scan()

> median(a)
[1] 4

Logo, o elemento que corta 50% das informacoes é o valor 4. O mesmo proce-

dimento para as outras letras.

b) 1,3,3,4,6,8,8,9;

Resolucgao:

> b <- scan()

> median(b)
[1] 5

A mediana é o ntmero 5.
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c) 12,7,10,8,8;

Resolucao:

> ¢ <- scan()

> median(c)
[1] 8

A mediana é o niimero 8, ou seja, 8 corta exatamente 50% das informacoes.

d) 82,86,88,84,91,93;

Resolucao:

> d <- scan()

> median(d)
[1] 87

O valor que separa 50% das informagoes é o nimero 87.

Exemplo 2.14. Seja a série: 9,15,3,7,6,16,4,19, 1, determine a mediana.

Resolugao:

Utilizaremos o R para obtermos a mediana.

> a <- scan()

> median(a)
[17 7

Exemplo 2.15. Seja a série: 3,7,4,12,15,10,18, 14, determine a mediana.

Resolugao:

> b <- scan()

> median(b)
[1] 11

Logo a mediana para a série acima é 11.
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2.3.1 Mediana - Tabela Pontual

1. Para dados ordenados em uma distribuicao pontual.

a)

[=

gla-;ph-w.
,

Contémn o 67 eletnento

mmww.'ﬂ"

—
—

o [ o e o | B4

=3

Figura 2.1: Tabela Pontual - “n” - impar

Neste caso o numero de informacoes é n = 11, onde n é impar, logo T sera o elemento
n+1 o 1141 _ pa
5=, ou seja,—5— = 6.

Portanto, o 6% elemento sera identificado pela freqiiéncia acumulada.

de ordem

Desta forma, a freqiiéncia acumulada serd importante para localizarmos a posicao da

mediana, onde, o 6% elemento é o nimero 3. Logo = = 3.

Exemplo 2.16. Dada uma outra tabela de freqiiéncia pontual, temos:

82 | 3| 3
85 [ 10 [ 15
87 (15 [ 30 ) 217 e d¥°
23 | & | 38
a0 | 4 [ 42
Total | 42 | -

Figura 2.2: Tabela Pontual - “n” - par

7’ ~ ’ 7/ . n
Logo, temos n = 42, n é par, logo = serd a média entre os elementos de ordem —

2 42
g+ 1, ou seja 5= 21% e 5 +1 = 22% . Portanto, como no exemplo anterior, identifica-se

os elementos de ordem 21 e 22% pela F.

e

Assim, temos: 21% corresponde a 87.
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22% corresponde a 87, logo temos:

21% 4 22° 87487

2 2 87.

T =

Portanto, o valor 87 corta exatamente 50% das informacoes. Em outras palavras,
temos 50% das informagoes acima e abaixo do valor 87.
2.3.2 Mediana - Tabela Intervalar

n .z . , ~ ,
1¢Passo Calcula-se a ordem 3 Como a varidvel é continua, néo se preocupe se n é par

ou impar.
2%Passo Pela F,. identifica-se a classe que contém a mediana (classe Medianica);

3%Passo Utiliza-se a formula:

x:li+(50%den—2f)h

Fz

em que:
[;= limite inferior da classe Medianica;

n = tamanho da amostra ou nimero de elementos;

> f= soma das freqiiéncias anteriores a classe Medianica;

F5= freqiiéncia da classe medianica.

Exemplo 2.17. Encontre a mediana para a tabela intervalar abaizo:

Classe ‘ Freq ‘ Fac
35| —45 5 5
45 | =55 | 12 17
55| —65| 18 | 35
65|—75| 14 | 49
75 | — 85 6 55
85 | —95 3 58

Total ‘ 58 ‘ -

1¢Passo Calcula-se g Como n = 58, temos % = 29%;

2%Passo Identifica-se a classe Medianica pela F,.. Neste caso, a classe Md
3%Passo Aplica-se a férmula:

o (B0 de;—Zf)h

Augusto Filho augustofilho@cpdee.ufmg.br



32 Medidas de Tendéncia Central

l; = 55; n = 58; S f=17; h=10; 18.

5
I

(3% -17)10
18

Para encontrarmos este resultado utilizando o programa R, deveremos observar o fato

T =55+ = 61,67

de que pode haver uma diferenca em relagdo a resposta original, pois a tabela acima foi

composta com os dados originais. Este erro é conhecido como erro de agrupamento.

> classes <- c(40, 50, 60, 70, 80, 90)
> freq <- c(5, 12, 18, 14, 6, 3)

> median(rep(classes, freq))
[1] 60

O valor da mediana é aproximado, pois aqui existe um erro de agrupamento.

Exemplo 2.18. Para cada distribuicdo, determine a mediana:

a)

&
e

Resolucao:
O célculo no R é feito de maneira semelhante ao feito acima. No entanto, neste caso,

o resultado é exato.

> obs <- c(2, 3, 4, 5, 7)
> freq <- c(3, 5, 8, 4, 2)
> median(rep(obs, freq))

(1] 4

Logo, a mediana é 4. Ou seja, existem 50% das informagdes acima e abaixo deste valor.
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b)

Z; i
73| 2
75 | 10
77 | 15

5

2

Resolucgao:

Da mesma forma, de como foi feito acima, poderemos proceder:

> obs <- ¢(73, 75, 77, 79, 81)
> freq <- c(2, 10, 15, 5, 2)
> median(rep(obs, freq))

(11 77

Portanto, temos que o valor 77 corta exatamente 50% das informacoes.

Exemplo 2.19. Determine a mediana:

a)

Classes | 1|—3 |3|=5|5|—-7|7]|—-9|9]—11|11|-13
Freq 3 5 8 6 4 3

b)

Classes | 22| —25 | 25| — 28 | 28| —31 | 31| — 34
Freq 18 25 30 20

Exemplo 2.20. Calcular a média de idades dos pacientes atendidos no Hospital das

clinicas.

Idade de uma amostra de Pacientes atendidos pelo hospital das clinicas da UFMG - 1999

Classes  Freq.

5/ —20 13
20| — 35 15
35| — 50 11
50| — 65 8
65] — 80 10
80| — 95 2
95| — 110

Total 60

Fonte: Relatorio de pesquisa de alunos
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A seguir, temos os calculos para determinarmos a média, mediana e moda.

Para a média, temos:

> Idade <- seq(12.5, 102.5, by = 15)
> freq <- c(13, 15, 11, 8, 10, 2, 1)
> tabela <- rep(Idade, freq)

> mean (tabela)
[1] 41.75

Portanto, a idade média dos pacientes atendidos pelo Hospital das Clinicas da UFMG
é 41,75 anos.

2.4 Moda - Valores que mais se repetem.

Dentre as principais medidas de posicao, destaca-se a Moda. E o valor mais freqliente
da distribuigao. Para distribuigoes simples (sem agrupamento em classes), a identificagdo
da Moda é facilitada pela simples observacao do elemento que apresenta maior freqiiéncia.

Assim, para a distribuicao.

e

Z;
243 | 7
5 [ 17
248 | 23
251 |20

8

251
307

A Moda serd 248. Indica-se Mo = 248. Notem que esse nimero ¢ o mais comum
nesta distribuicao (aparece mais vezes).Para dados Agrupados em classes, temos diversas
férmulas para o calculo da Moda. Apresentarei o METODO de CZUBER.

1°Passo Identifica-se a classe Modal (aquela que possuir maior freqiiéncia).

2%Passo Aplica-se a formula:

Onde:

l; = limite inferior da classe modal;

A, = diferenca entre a freqiiéncia da classe modal e a imediatamente anterior;
Ao = diferenca entre a freqiiéncia da classe modal e a imediatamente posterior;

h = amplitude da classe modal.
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Exemplo 2.21. Determine a moda para a distribuicdo.

Classe | Freq
0] —1 3
1]—-2 10
2[—3 | 17
3| —4 8
4 -5

Total 43

1°Passo Indica-se a classe Modal. No caso, trata-se da 3° classe 2| — 3.

2%Passo Aplica-se a formula:

Ay
Mo =1;
¢ +A1+A2
Em que:
li=2 A=17-10=7 Ay=17-8=9 h=1
Logo:
7

Mo=2+—1=2.44
0=it T gt TS

Desta forma, existe uma relacdo muito importante entre a média, a mediana e a moda.

Em uma distribuicao simétrica, observa-se que a média ~ mediana ~ M oda.

Logo uma distribuicao assimétrica positiva observa-se: que a Média > Mediana >
Moda. Em uma distribuicao com assimetria negativa, observa-se que a M édia < Mediana <
Moda.

2.4.1 Resumo e Propriedades
2.5 Exercicios

Exercicio 13. Os valores a sequir sao os pagamentos (em ddlares) feitos aos executantes
de um concerto de rock. A média é $8900. Calcule a mediana.
500 600 800 50.000 1.000 500
Resolucao:

Utilizaremos o R para revolvermos o problema.

> a <- scan()

> a
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Figura 2.3: Grafico de uma distribuigdo Simétrica
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-
Figura 2.4: Gréafico Assimétrico Figura 2.5: Gréfico Assimétrico

[1] 500 600 800 50000 1000 500
> median(a)
[1] 700

Logo, 50% das informagoes se encontram abaizo e acima do valor 700.
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Qua Levam em Afetada Vantagens e
Medida Definigio Fregiienie Existéncia | conta todoes | pelos valores Desvantagens
o oz valores? | Exiremwos?
< Usada em todo este
Madia - ¥ “midia” Existe Sim Sim ourso; funeiona bem com
xr= 0 mais famibiar sempre nmitos metodos
estatisticos.
. Costuma serurma boa
Mediana Valor do mein | Doa Existe Wio I escolha se hi alzuns
connments SETpLE
valores extremos
Pode nio
. . existir; pode .
Moda ‘:‘alor mais Usada is haver Hin Hin Apmpr}aﬂa para dados
Teqilante vemes s am nivel nostinal
moda.
. alto+ baixo | Raramente Existe - . Whuto sensivel a valores
Porto Médio 9 wada sempre Nio Sim extremos.

Figura 2.6: Resumo e Propriedades

Exercicio 14. Para uma amostra de 16 clientes de um pequeno mercado, foram observados

0s sequintes montantes de vendas, ordenados em ordem crescente:

0,10 0,10 0,25 0,25 0,35 0,40 0,53 0,90
1,25 1,35 2,45 2,71 3,09 3,09 4,00 4,10

Determine:

a) A média;
Utilizando o R, encontramos a média para o conjunto de dados acima.

Resolugao:

> a <- scan()
> a.tabela <- table(a)

> a.tabela

a

0.1 0.256 0.35 0.4 0.53 0.9 1.25 1.35 2.45 2.71 3.09 4 4.1
2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1

> mean(a)
[1] 1.5575

b) A mediana;

Resolucao:
> median(a)
[1] 1.075

Logo a mediana para os dados acima foi de 1,075.
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¢) A moda para esses valores de vendas.

Resolucgao:

> a.moda <- names(a.tabela) [a.tabela == max(a.tabela)]

> a.moda
[1] ||O.1" "0.25“ ll3.09ll
Portanto, temos uma situacao trimodal.

Exercicio 15. Como vocé descreveria a distribuicdo dos dados do problema anterior do
ponto de vista da assimetria?

Resolugao:

Através da andlise do histograma e dos valores de tendéncia central, é possivel concluir
que o conjunto de dados anterior tem um comportamento assimétrico, com uma média

nao representativa.

> hist(a)

Histogram of a

Frequency
4
|
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Exercicio 16. Se lhe pedissem uma descrigio dos dados do Problema (2) que envolvesse
a informacao da quantidade “tipica” de compra por cliente da amostra, qual medida de
tendéncia central, ou promédio, vocé utilizaria? Por qué?

Resolugao:

Como a média sofre a influéncia de valores atipicos, deve-se trabalhar com a mediana

ou a moda, como valores representativos de tendéncia central.

Exercicio 17. Uma amostra de 20 operdrios de uma companhia apresentou os sequin-
tes saldrios recebidos durante certa semana, arredondados para o dolar mais prorimo e

apresentados em ordem crescente..

140 140 140 140 140 140 140 140 155 155
165 165 180 190 200 205 225 225 230 240

Encontre:
a) A média;
Resolucao:

Utilizaremos o programa R, para encontrarmos as medidas de tendéncias centrais.

Logo, a média é encontrada como:

> a <- scan()

> mean (a)
[1] 172.75

b) A mediana;

Resolucao:
> median(a)
[1] 160

¢) A moda para este grupo de salarios.
Resolucao:

Primeiramente, colocaremos o conjunto de dados em uma tabela pontual, e s6 depois

encontraremos a moda.

> a.tabela <- table(a)

> a.tabela

a 140 155 165 180 190 200 205 225 230 240
8 2 2 1 1 1 1 2 1 1
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> a.moda <- names(a.tabela) [a.tabela == max(a.tabela)]

> a.moda
[1] ||140n

Exercicio 18. Um especialista em padréoes de trabalho observa, em um escritorio, a quan-
tidade de tempo requerida para a digitacao de uma amostra de 9 cartas, com os sequintes
resultados enumerados em ordem crescente, arredondados para o minuto mais prorimo:
5,5,5,7,9,14,15,16, 18. Determinar:

a) A média;
Resolucao:

> a <- scan()

> a

[1] 5 5 5 7 9 14 15 16 18
> mean(a)

[1] 10.44444

b) A mediana;
Resolucgao:

A mediana é o elemento que ocupa a posicao central, logo:
> median(a)
(11 9

¢) A moda para este grupo de valores.
Resolucgao:

A moda é o elemento que ocorre com maior frequéncia. Desta forma, a tabela abaixo

mostra o elemento com maior ocorréncia:

> a.tabela <- table(a)

> a.tabela

a
5 7 9 14 15 16 18
311 1 1 1 1

> a.moda <- names(a.tabela) [a.tabela == max(a.tabela)]

> a.moda
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[1] ||5||
Portanto, o valor 5 é o valor que ocorre mais vezes, logo é a moda da distribuicao.

Exercicio 19. Comparar os valores da média, da mediana e da moda do Problema anterior

e comentar a forma da distribuicdo.

Resolugao:
> hist(a)
Histogram of a
o
-
n
9
o
2
>
[S]
& un
g <7
<
LL
o
2
[Te)
L.
o
2
| | | | | | | |
4 6 8 10 12 14 16 18
a

Através da andlise do grdfico acima e da média, mediana e moda € possivel perceber

que a distribuicdo dos tempos de digitacdo possui um comportamento assimétrico.

Exercicio 20. Determine a média, a mediana e a moda. Supor que estes sao todos os

apartamentos de determinada drea geogrdfica.

Resolucao:

Mais uma vez utilizaremos o R para resolvermos o problema abaixo. E interessante
deixar claro que o problema nao deve ser resolvido unica e exclusivamente utilizando os
recursos computacionais. O uso de calculadoras financeiras também podera resultar nos

mesmos resultados.
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Distribuicao de freqiiéncia de taxas mensais de aluguel de apartamentos.
Aluguel | Ponto Médio da Classe (X;) ‘ Numero de Apartamentos (F;)

150 — 179 164, 50 3
180 — 209 194, 50 8
210 — 239 224,50 10
240 — 269 254, 50 13
270 — 299 284, 50 33
300 — 329 314,50 40
330 — 359 344,50 35
360 — 389 374,50 30
390 — 419 404,50 16
420 — 449 434, 50 12
Total - 200

Primeiramente, entraremos com a tabela no R.

> aluguel <- seq(165, 435, by = 30)
> n.aparta <- c¢(3, 8, 10, 13, 33, 40, 35, 30, 16, 12)

> dados <- rep(aluguel, n.aparta)

Logo a média é encontrada com o comando (mean):
> mean(dados)
[1] 323.25

Portanto, a distribuicao média das taxas mensais de aluguel é de R$323, 25.

O calculo da mediana é determinado pelo seguinte procedimento.

Exercicio 21. Um canal de comunicagoes estd sendo monitorado pelo registro do ni-
mero de erros em um conjunto de caracteres (string) de 1.000 bits. Dados para 20 desses

conjuntos sao visto a sequir. Leia os dados da esquerda para o direita.

J1110|1|183124]1]38]|1
112|318 |12]02]0|1

(a) Construa um diagrama de ramo e folhas dos dados;
(b) Encontre a média, mediana e moda para os dados acima.

Resolucgao:

Para encontrarmos o diagrama de ramo e folhas o comando utilizado no R € o :

stem.lea f(basededados).

Logo, temos:
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> a <- scan()

> stem.leaf (a)

1 | 2: represents 1.2
leaf untt: 0.1

n: 20

3 0* | 000
0. |/

10 1* [ 0000000
1./

10 2% [ 0000
2. |/

6 3% | 00000
3./

1 4% | 0

Por efeito didatico, construiremos uma tabela pontual para encontramos a média, me-
diana e moda. Mais a utilizagdo de comandos diretos como (mean e median), encontrariam
as medidas com maior rapidez.

Desta forma, temos:

> b <- scan()
> table(b)

b
01234
37451

Acima, temos a tabela pontual para o conjunto de dados.
Logo, para calcularmos a média, mediana e moda da tabela pontual, iremos proceder

da seguinte forma:

> mediab <- mean(b, na.rm = T)

> mediab
[1] 1.7

O valor da media foi 1.7.
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> medianab <- median(b, na.rm = T)

> medianab
[1] 1.5
O valor da mediana foi 1.5.

> moda <- names(table(b))[table(b) == max(table(b))]

> moda
[1] n 1||

E o valor com maior ocorréncia foi o 1, sendo chamado de moda.

Exercicio 22. Uma amostra de vinte empresas, de porte médio, foi escolhida para um
estudo sobre o nivel educacional dos funciondrios do setor de vendas. Os dados coletados,

quanto ao numero de empregados com curso superior completo, sao apresentados abaixo.

Empresa 1121814616789 10] 11
N. Funciondrios | 1 | 0| 0| 30| 1|12 2| 2 0

Empresa 12| 18| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20
N. Funcionarios | 2 0 2 0 1 1 2 3| 2

(a) organize uma tabela de frequéncia pontual;

Resolugao:

v

n.funcion <- scan()

v

tabela <- table(n.funcion)

tabela

v

3

. funcion
0123
6572

Acima a tabela pontual. Para encontrarmos a média, procederemos da sequinte

forma:

(b) Calcule a média, mediana e moda.

Resolugao:

> media <- mean(n.funcion, na.rm = T)

> media

[1] 1.25
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Logo, a média para o numero de trabalhadores mas empresas com nivel superior €
1,25.

> mediana <- median(n.funcion, na.rm = T)

> mediana
[1] 1

A mediana para o nimero de trabalhadores com nivel superior é 1.

E a moda € encontrada da sequinte forma:

> moda <- names (tabela) [tabela == max(tabela)]

> moda
[1] 11211

Exercicio 23. Para o conjunto da dados abaizo, entre a média e mediana.

2 8 5 7
8 4 55 25
32 58 2 1
0o 1 2 1

O que se pode dizer, em relagdo a média neste exercicio.

Resolugao:
> valores <- scan()
O wvalor médio encontrado é:
> mean(valores)
[1] 43.5
E o valor mediano é:
> median(valores)
[1] 3.5

Desta forma, € possivel observar que a média sofre influéncia dos valores atipicos no

conjunto de dados acima, o que nao ocorre com a mediana.
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Capitulo 3
Principais Separatrizes

Passamos, agora, a uma analise mais pormenorizada das medidas separatrizes - iltimo
passo antes de adentrarmos no estudo das medias de dispersao.

Em um momento anterior, quando iniciamos o estudo da mediana, ja haviamos feito
as primeiras consideracoes acerca das medidas separatrizes, afirmando que sao também
medidas de posicao (assim como as medidas de tendéncia central - media, moda e mediana),
Vimos também que a mediana classifica-se tanto como medida de tendéncia central quanto
como medida separatriz, e que as separatrizes - como o préprio nome sugere - sao aquelas
medidas que "separam” ou que dividem o conjunto em um certo numero de partes iguais.

No caso da mediana, vimos que ela divide o conjunto em duas metades. Ja o quartil,
separa o conjunto em quatro partes iguais; o decil, em dez partes e, finalmente, o centil
(ou percentil), em cem partes iguais.

Recordando disso, lembraremos também que aprendemos uma relagao importantissima
entre as quatro medidas separatrizes. Na verdade, é uma relagdo ate visual, que nao
precisamos fazer esfor¢o para ”decorar”, bastando tracar uma reta (que representard o
conjunto), e depois fazer as divisdes, exatamente como mostramos anteriormente quando

estudamos a mediana) e transcrevemos abaixo:

Md

Q2
Dy Dy D3 Dy Ds Dg Dy Dg Dy
Cio Co C3 Cao Cso Ceo Cro Cso Coo

Dali, concluimos sem maiores dificuldades que:

Md = Q2 = D5 = Cs

A mediana ja sabemos calcular. Aprenderemos, agora, como determinar o valor das

demais medidas separatrizes.
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3.1 Determinacao do Quartil

Ja sabemos que, para dividir um conjunto em quatro partes iguais, precisamos marcar
trés pontos apenas ( como vimos no desenho acima). Portanto, j4 sabemos que existem
trés quartis, os quais designaremos por @1 (primeiro quartil), Q2 (segundo quartil) e @3
(terceiro quartil).

Quando estudamos a mediana, vimos que as questoes que exigiam o calculo desta
medida costumavam dizer apenas algo como “determine o valor da mediana deste conjunto”
(e s6). Isso porque existem somente uma mediana. Porém, em se tratando do quartil, um
enunciado jamais poderia dizer apenas ”determine o valor do quartil”. Se assim o fizesse,
ficaria no ar a pergunta: "Qual deles?”. Se existem trés quartis, uma questdo de prova
teria, logicamente, que explicitar qual deles estd exigindo.

Ocorre que, normalmente, as provas nao contemplam as medidas separatrizes como
uma questao exclusiva. Explicando melhor: nao costuma cair uma questao exigindo que
se calcule este ou aquele quartil, este ou aquele decil... O que se pede é que se determine,
por exemplo, o coeficiente quartilico de assimetria, ou o coeficiente percentilico de curtose.
Ainda nao estudamos esses assuntos - assimetria e curtose -, mas ja podemos adiantar
que, na determincao desses referidos coeficientes, se fard necessario o conhecimento das
medidas separatrizes.

Em suma: os quartis, decis e percentis serao, normalmente, calculados como um meio
para se chegar ao fim desejado pelo enunciado. Este fim serd, provavelmente, um coeficiente
de assimetria ou de curtose (assuntos que veremos em capitulos seguintes).

Outra coisa importante: quem sabe calcular a mediana, fatalmente nao terd dificulda-
des em aprender a determinar as outras medidas separatrizes. Daremos énfase a deter-
minacao do quartil, decil e percentil no ambito das distribuicdes de frequéncias, que é a
forma comumente exigida em prova.

Lembremos como se acha a mediana para uma distribuicdo de frequéncia. Por primeiro,
temos que encontrar a classe mediana. Para isso, fazemos a conta (n/2) - independen-
temente de n ser um valor par ou impar - e depois comparamos este valor (n/2) com os
valores da coluna de frequéncia acumulada (fac), fazendo a pergunta de praxe que apren-
demos: esta fac é maior ou igual a (n/2)?7. Repetiremos a pergunta até que a resposta

seja afirmativa. Dali, a classe correspondente serd a classe medianica.

3.2 Calculando o primeiro quartil - (),

Para calcular o primeiro quartil, temos antes que determinar qual serd a classe do
primeiro quartil.
Lembremos que, no caso da mediana, a primeira conta que faziamos era (n/2). Divi-

diamos o n por 2, exatamente porque a mediana divide o conjunto em duas partes. Agora,
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sabemos que o quartil divide o conjunto em quarto partes. Portanto, a conta que faremos

(para o primeiro quartil) é a seguinte:

25% de n.

Para fazer esta conta, também nao nos preocuparemos se n é um valor par ou impar (da
mesma forma da mediana). Feita esta conta, passaremos a comparar seu resultado com os
valores de fac, exatamente da mesma forma que fizemos para achar a classe medianica.

A pergunta, agora adaptada ao quartil, serd a seguinte:

Esta fu. é maior ou igual a 25% de n ?

Enquanto a resposta for negativa, passaremos para a classe seguinte, e repetiremos a
pergunta, até o momento em que a resposta for SIM! Ao chegarmos a resposta afirmativa,
pararemos e procuraremos a classe correspondente. Esta sera a classe do primeiro quartil.
Ou seja, sera desta classe que iremos extrair os dados para usar na férmula do Q.

Vejamos que, até aqui, a tnica diferenca observada nos passos para achar o quartil e a
mediana, foi que agora fazemos (25% de n)— em vez de (50% de n)— e comparamos este
(25% de n) com a coluna da fac.

Uma vez constatado qual é a classe do primeiro quartil, s6 nos restara aplicar a férmula.
A facilidade em se memorizar a féormula do Q1 é absoluta. Vamos recordar a férmula da

mediana:

(50% de n — facant)

-h
F5

)? = linf +

Agora é s6 pensar o seguinte: o que mudou até aqui para o quartil foi que (50% de n)
passou a ser (25% de n). Entao também serd apenas isso que ird mudar na férmula. Dai,

o primeiro serd determinado por:

((25% de n) — facant))

h
F;

Q1 = lins +

Ora, esta férmula nos fala em limite inferior (li,f), em amplitude da classe (h), além
de duas frequéncias - F; e facqn:. A Unica coisa que teremos de lembrar é que todos esses
dados serao retirados, tomando como referéncia a classe do primeiro quartil.

Em suma, os passos para determinacao do ()7 de um conjunto de dados serao os

seguintes:

(a) determinamos o n (somando a coluna da F;);
(b) calculamos o valor de (25% de n) (independentemente de n ser par ou fmpar);

(c) construimos a coluna da fac;
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(d) comparamos o valor do (25% de n) com os valores da fac, iniciando da fac da primeira
classe (a mais de cima) e fazendo a seguinte pergunta: ”esta fac é maior ou igual
a (25% de n)?”.Se a resposta for NAO, passamos a fac da classe seguinte. Quando
a resposta for SIM, pararemos e procuraremos a classe correspondente. Esta serd a

nossa classe do primeiro quartil;

(e) finalmente, aplicaremos a férmula do @1, extraindo os dados desta classe do @1, que

acabamos de encontrar. Novamente a féormulas:

((25% de n) — facant))
F;

Vamos a um exemplo. Para o conjunto abaixo, determinemos o valor do primeiro

h

Q1 = lint +

quartil.

e

Classe
0F10
10+ 20
20+ 30 |
30 40
40+ 50 |

Solucao:

la. Passo: encontraremos n e calcularemos (25% de n);

Classe | F
0F 10
10+ 20
20+ 30 |
30 40
40+ 50 |
Total

.

[\

Dai, achamos que n = 24 e, portanto, (25% de n) = 0,25224 = 6.

2a. Passo: construimos a fac:

Classe | F; | fac
0F10 | 2 2
1020 | 5 7
2030 | 8 | 15
30F40 | 6 | 21
4050 | 3 | 24
Total | 24 | -
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3a.Passo: comparamos os valores da fac com o valor de (25% de n), fazendo a pergunta

de praxe, adaptada ao primeiro quartil.

Classe | F; | fac

0F10 | 2 2 | 2 é maior ou igual a 67 NAO!
10201 5 7 7 é maior ou igual a 67 SIM!
2030 | 8 | 15
3040 | 6 | 21
4050 | 3 | 24

Total | 24 | -

Como a resposta foi afirmativa na segunda fac, procuramos a classe correspondente

(10 - 20) e dizemos que esta serd nossa classe do primeiro quartil.

4a. Passo: sé nos resta agora aplicar a férmula do primeiro quartil, tornando como

referéncia a classe do J1, que acabamos de encontrar. Teremos:

(25% de n — facant)

F, h

Ql = linf+

(6—2).10

Q = 10+
Q1 = 18

3.3 O segundo e o terceiro quartil

A determinacdo do Q2 e do 3 é semelhante & do ()1, com uma pequena diferenca. E
preciso sabermos do seguinte:

0 que ird ser alterado na determinacdo do cdlculo destas medidas separatrizes € exa-
tamente aquela fracdo que aparece no numerador da formula

No caso da mediana, a fragao é (50% de n); no caso do primeiro quartil, é (25% de n);
nos demais quartis, como sera?

Para o segundo quartil, teremos um acumulo de (25% de n) do quartil anterior, logo o

segundo quartil ficard (50% de n). Dai, a férmula do segundo quartil - Q3 - é a seguinte:

((50% de n) — facant))
F;

h

Q2 = lins +

e Ou seja, o segundo quartil é igual a Medina.

E disso ja sabiamos: o segundo quartil é a prépria mediana.
Portanto, nao vacilaremos na prova. Se o enunciado da questao fornecer um conjunto
de dados e solicitar que determinemos o (Q2, ndo nos restara qualquer duvida: calcularemos

a mediana.
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J4& no caso do terceiro quartil, repete-se (50% de n) e acumula-se com mais 25%, logo

teremos (75% de n). Logo teremos a seguinte féormula para determinar o terceiro quartil:

((75% de n) — facant))
F;

Q3 = ling + h

Ora, conhecer a fragdo que consta na férmula da medida separatriz implica conhecer
também o primeiro passo para encontra-la.

Senao vejamos: no célculo da mediana, calculdvamos o valor de (50% de n); no calculo
do primeiro quartil, calculdvamos o valor de (25% de n).

Por mera deducao, o primeiro passo para encontrarmos o valor do terceiro quartil serd
exatamente calcularmos o valor de (75% de n) .

Os passos para determinagao do Q3 serao, portanto, os seguintes:

(a) determinamos o n (somando a coluna da F;);
(b) calculamos o valor de (75% de n) (independentemente de n ser par ou impar);
(c) construimos a coluna da fac;

(d) comparamos o valor do (75% de n) com os valores da fac, iniciando da fac da pri-
meira classe (a mais de cima!) e fazendo a seguinte pergunta: “esta fac é maior ou
igual a (75% de n)?”. Se a resposta for NAO, passamos i fac da classe seguinte.
Quando a resposta for SIM, pararemos e procuraremos a classe correspondente.

Esta serd a nossa classe do terceiro quartil;

(e) finalmente, aplicaremos a férmula do @3, extraindo os dados desta classe do @3, que

acabamos de encontrar. Novamente a formulas:

((75% de n) — facant))
F;

Neste momento, os bons observadores ja perceberam que a tnica diferenga verificada

h

Q3 = lins +

nos passos descritos para calcularmos o primeiro e o terceiro quartil consiste naquela fragao
presente no numerador da férmula de cada medida separatriz.

Ja perceberam também que esta fracao é quem define tudo. Ela serd o valor de refe-
réncia, que utilizaremos para realizar a comparacao com a coluna da frequéncia absoluta
(fac), para efeitos de encontrarmos a classe da medida separatriz, ou seja, a classe que

usaremos para lancar os dados na férmula.

Fagamos um exemplo para calculo do Q3.
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Exemplo. Para o conjunto de dados abaixo, determinemos o valor do terceiro quartil.

=

Classe
0k 10
10+ 20
20+ 30 |
30 40
40+ 50 |

Solugao:

la. Passo: encontraremos n e calcularemos (75% de n);

Classe | F
0F 10
10+ 20
20+ 30 |
30 F 40
40+ 50 |
Total

.

[\

Dai, achamos que n = 24 e, portanto, (75% de n) ou (0, 75224) = 18.

2a. Passo: constrimos a fac.

Classe | F; | fac
OF10 | 2 2
1020 | 5 7
2030 | 8 | 15
30F40 | 6 | 21
4050 | 3 | 24
Total | 24 | -

3a. Passo: comparamos os valores da fac com o valor de (75% de n), fazendo a

pergunta de praxe, adaptada ao terceiro quartil.

Classe | F; | fac

010 | 2 2 2 ¢ maior ou igual a 67 NAO!
1020 | 5 7 7 é maior ou igual a 67 NAO!
2030 | 8 | 15 | 15 é maior ou igual a 18?7 NAO!
3040 | 6 | 21 | 21 é maior ou igual a 187 SIM!
40F50 | 3 | 24

Total | 24 | -
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Como a resposta SIM surgiu na fac da quarta classe (30 - 40), diremos que esta sera
nossa classe do terceiro quartil.
4a. Passo: aplicaremos a férmula do (03, usando os dados da classe do ()3, que acaba-

mos de identificar.

Teremos:
Qs = lps+ (75% de n — facant) h
F;
18 — 15
Q3 = 35

3.4 O primeiro decil - D,

Como ja aprendemos aqui, o decil dividird o conjunto em dez partes iguais. As-
sim, a fracao que constard no numerador da férmula do primeiro decil serd justamente
(10% de n).

Dali, faremos o seguinte: independentemente de n ser um valor par ou impar, calcu-
laremos o valor de (10% de n) e compararemos este valor com a coluna da fac. a nossa
pergunta de praxe, agora adaptada ao primeiro decil sera: “esta fac é maior ou igual
a (10% de n)?”

E por que faremos isso? Porque precisamos encontrar a classe do primeiro decil, ou
seja, precisamos identificar a classe da qual extrairemos os dados para utilizarmos na
férmula do D;.

Quando encontrarmos a classe do D1, sé teremos que aplicar a férmula do D;. A
férmula do D; serd igual a da mediana, com uma unica diferenca. Qual? Em lugar de
(50% de n), aparecera a fracao (10% de n), uma vez que o decil divide o conjunto de dados
em dez partes iguais.

Estamos percebendo que os passos todos se identificam, quando se trata de determi-
narmos as medidas separatrizes.

Serdo, portanto, os seguintes os passos adotados para o cédlculo do primeiro decil:

(a) determinamos o n (somando a coluna da F;);
(b) calculamos o valor de (10% de n) (independentemente de n ser par ou impar);
(c) construimos a coluna da fac;

(d) comparamos o valor do (10% de n) com os valores da fac, iniciando da fac da pri-
meira classe (a mais de cima) e fazendo a seguinte pergunta: “esta fac é maior
ou igual a (10% de n)?” Se a resposta for NAO, passamos & fac da classe seguinte.
Quando a resposta for SIM, pararemos e procuraremos a classe correspondente. Esta

sera a nossa classe do primeiro decil;
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(e) finalmente, aplicaremos a férmula do Dy, extraindo os dados desta classe do Dy, que

acabamos de encontrar. Eis a férmula:

((10% de n) — facant))
F;

Dy = lins + h

Vamos a um exemplo. Para o conjunto abaixo, determine o valor do primeiro decil.

Classe | F
0F10
10+ 20
20+ 30 |
30 - 40
40+ 50 |
Total

.

[\

Solugao:

la.Passo: Encontraremos n e calculamos (10% de n );

.

Classe | F
0+ 10
10+ 20
20+ 30 |
30 - 40
40+ 50 |
Total

[\

Dai, achamos que n = 24 e, portanto, (10% de n) ou (0,10x24) = 2, 4.

2a. Passo: constrimos a fac.

Classe | F; | fac
OF10 | 2 2
1020 | 5 7
2030 | 8 | 15
30F40 | 6 | 21
4050 | 3 | 24
Total | 24 | -

3a. Passo: comparamos os valores da fac com o valor de (10% de n), fazendo a

pergunta de praxe, adaptada ao primeiro decil.
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Classe | F; | fac

0F10 | 2 | 2 |2 émaior ouigual a 2,47 NAO!
10201 5 7 7 é maior ou igual a 2,47 SIM!
2030 | 8 15
3040 | 6 | 21
4050 | 3 | 24

Total | 24 | -

Como a resposta SIM surgiu na fac da quarta classe (10 - 20), diremos que esta sera

nossa classe do primeiro decil.
4a. Passo: aplicaremos a formula do D¢, usando os dados da classe do D1, que acaba-

mos de identificar.

Teremos:
10% de n —
D) = lmf-i-( Aden facant)-h
F;
2.4 —2
D = 10—1—(’5)~10
D,y = 10,8

3.5 Calculando os outros decis - Dy a Dy

Estamos quase prontos para generalizar o nosso entendimento sobre as medidas sepa-
ratrizes. Vejamos apenas o que havera de novo na determinacao dos demais decis.

Ja sabemos que o que diferencia uma medida separatriz de outra, para fins de célculo,
é aquela fracdo que aparece no numerador da férmula. Para o primeiro decil (D7), essa
fragao é (10% de n), conforme vimos acima. E, para os demais decis, qual serd a fragao
de cada um deles?

Para o segundo decil, teremos (20% de n), assim teremos:

((20% de n) — facant))
F;

Dai, concluimos que a férmula do Dg serd a seguinte férmula:

h

Dy = lins +

((90% de n) — facant))
F;

Dy = lins + h

3.6 Calculando os percentis

Restaram agora os percentis. Lembraremos que o percentis (ou centil) dividird o con-
junto em cem partes iguais. Por analogia, j4 podemos concluir que a fragao do numerador

da férmula para o primeiro centil serd (1% de n).
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Dai, a seqiiencia de passos que usaremos para determinar os percentis, usando o mesmo

artificio para encontrarmos o X-ésimo percentil, logo temos:

(1% de n) — facant))
F;

Para encontrarmos o primeiro percentil ou (1% de n).

Py = lips + h

Para calcularmos o P23, temos:

((23% de n) — facant))

Py = lins + ' .h
E assim, sucessivamente.
d - an
Pas = Lt + ((83% de n) — fac t)).h

F;
3.7 Exercicios

Exercicio 24. Determine para o conjunto abaixo os valores do primeiro quartil, terceiro

quartil, primeiro decil e nono decil.

Classe ?Z
OF15 | 4
1530 | 13
3045 | 15
4560 | 10
6075 6
Total o

E interprete os resultados encontrados.

Exercicio 25. A tabela abaizo mostra a distribuicao de frequéncia do numero de filhos
dos pais de alunos da FNH, considerando uma amostra de 212 estudantes, entrevistados
pelos alunos do curso de Administragao, 2001. Obtenha o primeiro quartil, sequndo quartil,

terceiro quartil, medina e o septuagésimo sétimo percentil e interprete os resultados obtidos.

N.defilhos 1 |2 | 3 | 4|5 |6 [7[8]9]10]|11 |12
Frequéncia 10 |45 |32 |50 (23|23 |9 |7 |6| 2 | 3 | 2

Exercicio 26. Apresentamos a sequir os resultados da sequnda prova de estatistica da

turma N2 do 1a. semestre de 2003 da disciplina de FEstatistica I.

6 12 12 14 15 15 15 15 16
17 18 18 19 19 19 20 21 21
22 22 22 23 23 23 23 23 23
24 25 25 25 27 27 28 32
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(a) Calcule a média e a mediana;

(b) Calcule o primeiro e terceiro quartis. Explique o significado destes ntimeros.

Exercicio 27. A tabela a seguir apresenta os dados de um teste de psico-analogia (um

teste de inteligéncia em que um individuo tem que resolver uma série de analogias). A

amostra contém 158 individuos que receberam notas de acordo com o rendimento no teste.

Escores | Freq. simples
33 36 1
36 -39 3
39+ 42 1
42 F 45 4
45+ 48 3
48 - 51 7
51 F 54 15
54 - 57 23
57 - 60 16
60 - 63 24
63 - 66 21
66 - 69 21
69 - 72 15
72175 4

(a) Localize a primeiro quartil, a mediana e o percentil de ordem 90 (Py). E interprete

este resultados.

(b) Acima de que nota encontram-se 80% dos individuos? A que percentil corresponde

este valor?
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Capitulo 4

Medidas de Variabilidade

Neste capitulo abordaremos a caracteristica da variacao, de grande importancia para a
estatistica, sendo, por isso, uma das principais de todo o curso. O estudante deve dominar
os seguintes conceitos-chaves: (1) a variagao se refere a quanto os valores podem diferir
entre si e pode ser medida por niimeros especificos; (2) os nimeros relativamente préximos
uns dos outros tém baixas medidas de variagao, enquanto os valores mais dispersos tém
maior medida de variagao; (3) o desvio padrao é uma medida de variagao particularmente
importante, e devemos saber calcula-lo para um conjunto de valores; (4) os valores dos
desvios padrao devem ser interpretados corretamente.

Quase nunca uma tUnica medida ¢é suficiente para descrever de modo satisfatério um
conjunto de dados. Tomemos como exemplo o caso da média aritmética, que é uma
medida de locagao, ou de tendéncia central, largamente empregada, e consideremos os
dois conjuntos de observacoes:

A:{ 25,28,31,34,37} B:{17,23,30,39,46}

Ambos tém a mesma média, T = 31. No entanto, percebe-se, intuitivamente, que
o conjunto B acusa dispersao muito maior que o conjunto A. torna-se entao necessdrio
estabelecer medidas que indiquem o grau de dispersao, ou variabilidade, em relagao ao

valor central.

4.1 Amplitude e Desvio Médio

A medida de dispersao mais simples é a amplitude. Define-se amplitude como a dife-
renca entre o maior e o menor valor do conjunto. No exemplo anterior, a amplitude de
A é37—25 =12, enquanto a de B é 46 — 17 = 29. A amplitude de B é quase 2,5 vezes
a de A. Facil de calcular a amplitude tem a desvantagem de levar em conta apenas dois
valores, desprezando todos os outros. Poderiamos pensar também na soma das diferengas

dos valores do conjunto em relagao a sua média:
n

(1 —Z)+ (2 —T)+ ..+ (zpn—7) =) (x; — )

i=1
Mas

Augusto Filho augustofilho@cpdee.ufmg.br



60 Medidas de Variabilidade

n
(xi—ZT)=z1+x2+ ... 42y —NT=nT —nT =0
Eﬁtéo, a soma dos desvios em relacao a média nao serve como medida de dispersao, por
ser identicamente nula. Por ela, todos os conjuntos teriam variabilidade nula. Entretanto,
a idéia de considerar a soma dos desvios em relacao a média é boa. Se retirarmos o efeito
dos sinais da diferenga, conseguimos uma boa medida de variabilidade. Isso pode ser feito
de duas maneiras: tomando-se o mddulo da diferenca ou o quadrado da diferenca. A

primeira opcao leva ao desvio médio DM.

DM:M

n

Embora intuitivamente atraente, essa medida é pouco utilizada.

4.2 Variancia e Desvio Padrao

Consideremos entao a soma dos quadrados dos desvios em relacdo a média. Com
ela, estabeleceremos uma medida de variabilidade para um conjunto de dados, chamada
variancia, denotada por s2 e definida como:

2
o 2 (i —72)

. 0% = =———— (Variancia Populacional)
n

N2
o 52 = Z(%lx) (Variancia Amostral)
n—

Por motivos associados a inferéncia estatistica, é usual utilizar n — 1 em lugar de n na
expressao acima. Adotaremos essa pratica.

A raiz quadrada da variancia é chamada desvio padrao; representa-se por s:

e Obs.: A unidade de medida do desvio padrao é a mesma dos dados origi-

nais. O calculo do desvio padrao exige o calculo prévio da variancia.

De modo geral, o desvio padrao é a mais importante e mais til medida de variacdo. Ao
contrario da amplitude, o desvio padrao leva em conta todos os valores, mas essa vantagem
torna o calculo mais dificil. Mostraremos a seguir aplicagoes do desvio padrao, mas para

entender perfeitamente esse conceito, é preciso atencao aos exemplos.

4.2.1 Desvio padrao para dados nao ordenados.

Muitos bancos costumavam exigir que os clientes formassem filas separadas para os
diversos guichés, mas recentemente passaram a adotar fila tinica. Qual o motivo dessa
modificacao? O tempo médio de espera nao se modifica, porque a fila de espera nao afeta

a eficiéncia dos caixas. A adogao de fila tnica se deveu ao fato de os clientes preferirem
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tempos de espera mais consistentes com menor variagdo. Assim é que milhares de bancos
efetuaram uma modificacdo que resultou em uma variagdo menor (e clientes mais satis-
feitos), mesmo que a média nao tenha sido afetada. Consideremos agora uma amostra de
dados bancarios usados em uma prova de mestrado da ANPAD. Os valores relacionados

sao tempos de espera (em minutos) de clientes.

Exemplo 4.1. Os clientes do B.B entram em uma fila dnica que € atendida por trés
caizas. Os clientes da C.E podem entrar em qualquer uma de trés filas que conduzem a
trés guichés. Se calcularmos a média de espera de ambos 0s bancos, veremos que possuem
a mesma média, 7,15, a mesma mediana de 7,20, a mesma moda de 7,7. Com base
apenas nestas medidas de tendéncia central, poderiamos admitir que os tempos de espera
nos dois bancos fossem praticamente os mesmos. Todavia, esquadrinhado os tempos de
espera originais, constatariamos uma diferenca fundamental: O B.B tem tempos de espera
com muito menos variacao do que a C.E. Mantidas todos as outras caracteristicas, 0s
clientes provavelmente preferirdo o B.B, onde nao correm o risco de entrar em uma fila

muito mais lenta do que as outras.

BB |6,5|6,6|67|68|71|73|74|7,7|7.7]| 7,7
CE|4,2|54586,2|67|77|77]85|9,3]10,0

Para obtermos o desvio padrao, temos:

a2
o? = 2 (@wi=T) (Variancia Populacional)
n

§2 =S (2; — %)% = (6,5 —7,15)%4(6,6 — 7,15)°+(6,7 — 7,15)*+...+(7,7 — 7,15)* =
2,0450

Como hé n = 10 valores, divida, pois por 9, ou seja, (n —1=10—-1=19);

s S (zi—7)  2,0450

_ _ .2
§° = — 9~ 0,2272min".

Portanto, o desvio padrao é igual a:

5=V

Logo, s = /0,2272 = 0,48 min
Teoricamente, deveriamos dar aqui uma interpretacao do desvio padrao de 0,48 min,

mas essa interpretagao serd dada mais adiante.

Exemplo 4.2. Calcule o desvio padrdo da C.E. do exemplo acima.
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4.2.2 Desvio padrao - Dados Agrupados

Exemplo 4.3. Dada a distribuicdo abaixo, encontrar a média e o desvio padrado.

Classes | 2| —4|4]|—-6|6|—8|8|—10|10|—12 | Total
F; 2 4 7 4 3 20

Exemplo 4.4. Calcule a variancia amostral para a serie abaizo:

X: |23
E |1

Exemplo 4.5. Dada a amostra: 2,3,4,5,7,10,12;

a) Qual é a amplitude amostral?
b) Determine o desvio padrao;

c) Calcule a variancia.

Exemplo 4.6. Para a série: 5,5,5,6,6,6,6,7,7,7,7,7,7,8,8,8,9,9.
a) Construir a distribuigao simples de freqiiéncia;

b) Determinar o desvio padrao da tabela construida em a;

c) Calcular a variancia.

Exemplo 4.7. Calcule o desvio padrdo para a tabela abaizo:

Classes | 2| —4|4]|—-6|6|—8|8|—10|10|—12 | Total
E; 3 5) 8 6 3 25

Exemplo 4.8. Lancado um dado 50 vezes, obteve-se a sequinte distribuicao:

X; |12 13|4(5]6
Fl6j11|6|7|9]11

Calcular a variancia e o desvio padrao para a tabela acima.
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4.3 Coeficiente de Variagao

Trata-se de uma medida relativa de dispersao, 1util para a comparacao em termos

relativos do grau de concentragao em torno da média de séries distintas. E dado por:

CV==o0uCV =

SRS
K] w

Exemplo 4.9. Numa empresa, o saldrio médio dos homens é de R$4.000 com desvio pa-
drao de R$1.500, e o das mulheres é em média de R$3.000 com desvio padrdo de R$1.200.

O que podemos concluir em relagao aos saldrios dos homens e das mulheres.

S
P h CV =2==150_¢375
e Para os homens = 7000 s
S
P Iheres CV = = = 220 = 0,40
[ ara as mulneres Z 3.000 5

Logo, podemos concluir que os saldrios das mulheres apresentam maior dispersao re-
lativa que os dos homens. Para obtermos o resultado do CV em porcentagens, basta
multiplicarmos o resultado por 100. No caso, temos:

Para efeitos préticos, costuma-se considerar que CV superior a 50% indica alto grau
de dispersao e, conseqiientemente, pequena representatividade da média. Enquanto para
valores inferiores a 50%, a média serd tanto mais representativa do fato quanto menor for
o valor de seu C'V.

Deve ficar claro que para grupos diferentes, usa-se o Coeficiente de variagao
para se ter idéia da comnsisténcia do grupo em estudo... Caso, o estudo seja

feito no mesmo grupo, o indicado é a variancia amostral.

Exemplo 4.10. A sequir sdo apresentados os resultados da sequnda prova das turmas de

Logistica e Geral. Compare as notas das turmas quanto a sua homogeneidade.

TURMA | MEDIA | DESVIO PADRAO
Logistica 22,5 4,5
Geral 24,0 5,4

Qual a turma mais homogénea ?

Exemplo 4.11. Ache a média, a variancia e o desvio padrdo de cada uma das sequintes

distribuicoes:

a)

F | 1/3]1/2|1/6

b)

Augusto Filho augustofilho@cpdee.ufmg.br



64

Medidas de Variabilidade

X

-5

—4

1

2

E;

1/4

1/8

1/2

1/8

Exemplo 4.12. Num certo bairro da cidade de Sdo Paulo, as companhias de seguro

estabeleceram o sequinte modelo para o nimero de veiculos furtados por semana:

Frutos

0

1

2

3

4

F;

1/4

1/2

1/8

1/16

1/16

Calcule a média e a variancia do numero de furtos semanais desse bairro.

4.4 Medidas de Assimétria

Ja foi acentuado que, em uma distribuicdo simétrica, coincidem a média, a moda

e a mediana e que os quartis ficam equidistantes da mediana, o que nao ocorre numa

distribuicao assimétrica.

H[ Mo

Figura 4.1: Assimétrica Negativa
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o | —
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Figura 4.3: Simétrica

Figura 4.2: Assimétrica Positiva
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4.4.1 Coeficiente de Assimetria de Pearson

E uma medida usada para quantificar a assimetria da distribuicdo de um conjunto de

dados. Pearson definiu um coeficiente de assimetria que é indicado por A, e dado por:

Se |Ag| < 0,15, considera-se a distribui¢ao simétrica;
Se 0,15 < |As| < 1, considera-se a distribui¢ao moderadamente assimétrica;
Se |Ag| > 1, considera-se a distribuicao fortemente assimétrica.

Em muitos casos j& se considera a distribui¢ao fortemente assimétrica se |45 > 0, 7.

Caso a distribuicao seja amodal, isto é, sem a presenga da moda e a distribuicao

pareca levemente assimétrica, pode-se calcular Ay utilizando-se a mediana pela férmula:

4.5 Exercicios

Exercicio 28. Determinar o coeficiente de assimetria pelos dois processos para a distri-

buicdo:

Classes | 50 F 60 | 60 - 70 | 70 =80 | 80+ 90 | 90 - 100
Freq. 15 20 30 20 15

Exercicio 29. Para a série 5,5,5,6,6,6,6,7,7,7,7,7,78,8,8,9,9; determine:

a) Construir a distribuigao de freqiiéncia pontual;
b) Calcular a variancia amostral;
c) Determinar o desvio padrao;

d) Calcule o coeficiente de variagao;

Exercicio 30. Calcular a variancia amostral:

Classes | 2F 4 | 46| 68| 8- 10| 10+ 12
Freq. 3 5 8 6 3

Exercicio 31. Num teste aplicado a 20 alunos, obteve-se a sequinte distribuicdo de pontos:

Classes | 351 45| 45 55| 55 65| 65+ 75| 75+ 85| 85+ 95
Freq. 1 3 8 3 3 2

a) Calcule o desvio padrao;
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b) Determine a variancia amostral;

c) Calcule o coeficiente de variagdo;

d) Determinar o coeficiente de assimetria;

Exercicio 32. Abaixo temos a distribuicdo de freqiiéncia dos pesos de uma amostra de 45

alunos:

Classes

40+ 45

45+ 50

50+ 55

56 = 60

60 65

65+ 70

Freq.

4

10

15

a) Determinar a média amostral;

b) Determinar a variancia amostral;

c) Qual o valor do coeficiente de variag¢ao?

d) A distribuicdo € simétrica ¢

Exercicio 33. Sendo:

Classes

30+ 40

40+ 50

50 F 60

60+ 70

70 = 80

Frreq.

10

35

25

10

Calcular , S? , S, CV, AS.

4.6
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Capitulo 5

Introducao a Probabilidade Basica

5.1 Espaco Amostral - introdugao

Encontramos na natureza dois tipos de fenémenos: deterministicos e aleatérios.

Os fendmenos deterministicos sao aqueles em que os resultados sao sempre 0s mesmos,
qualquer que seja o nimero de ocorréncias dos mesmos.

Se tomarmos um determinado sélido, sabemos que a uma certa temperatura havera a
passagem para o estado liquido. Este exemplo caracteriza um fené6meno deterministico.

Nos fenémenos aleatérios, os resultados nao serao previsiveis, mesmo que haja um
grande numero de repeticoes do mesmo fenomeno.

Por exemplo: se considerarmos um pomar com centenas de laranjeiras, as producoes
de cada planta serao diferentes e nao previsiveis, mesmo que as condi¢oes de temperatura,
pressao, umidade, solo, etc., sejam as mesmas para todas as arvores.

Podemos considerar os experimentos aleatdrios, que sao fenémenos produzidos pelo
homem.

Nos experimentos aleatérios, mesmo que as condigoes iniciais sejam sempre as mesmas,

os resultados finais de cada tentativa do experimento, serdao diferentes e nao previsiveis.

a) Langamento de uma moeda honesta;

b) Lancamento de um dado;

c) Langamento de duas moedas;

d) Retirada de uma carta de um baralho completo de 52 cartas;

e) Determinagao da vida 1til de um componente eletronico.

A cada experimento aleatério estd associado o resultado do mesmo, que nao é previsivel,
chamado evento aleatério.
No exemplo a os ventos associados sao cara (c) e coroa (r), no exemplo b podera

ocorrer uma das faces 1, 2,3,4,5 ou 6.
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5.2 Frequéncia Relativa

Consideremos o experimento que consiste em lancar uma mesma moeda n vezes.

Sejam m o nimero de vezes em que ocorre cara.

Definimos frequéncia relativa do evento cara como sendo:

fley=m=

Notamos que 0 < f(c) < 1.

Se aumentarmos o nimero de tentativas do experimento, a f(c) tende a se estabilizar
em torno de %

Este fato é muito importante, pois quando dissermos que a probabilidade de um evento
A é P(A), estaremos dizendo que para um nimero bastante expressivo de tentativas de

um experimento, a f(a) tende a se estabilizar em torno de P(A).

5.3 Espaco Amostral

Espaco amostral de um experimento aleatério é o conjunto dos resultados do expe-
rimento. Os elementos do espaco amostral serao chamados também de pontos amostrais.
Representaremos o espago amostral por §2.

Nos exemplos dados em 1.1, os espacos amostrais sao:

a) Q={cr}
b) Q= {1,2,3,4,5,6}

C) Q= {(C, T): (07 C)v (Tv C)a (T7 T)}
A) Q= {Ag, .. Ko, Apy oo Ky Apsy oo Kipy Agy o L)

e) Q= {teR|t>0}

O evento aleatério pode ser um tnico ponto amostral ou uma reuniao deles, como
veremos no exemplo:

Lancam-se dois dados. Enumerar os seguintes eventos:

A: saida de faces iguais.

B: saiba de faces cuja soma seja igual a 10;

C: saida de faces cuja soma seja menor que 2;

D: saida de faces cuja soma seja menor que 15;

E: saida de faces onde uma face é o dobro da outra.

Determinacao do espago amostral: podemos determina-lo por uma tabela de dupla

entrada (produto cartesiano).
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dados 1 2 3 4 ) 6

1 (1,1) | (1,2) | (1,3) | (1,4) | (1,5) | (1,6)
2 (2,1) [ (2,2) | (2,3) | (2,4) | (2,5) | (2,6)
3 (3,1) [ (3,2) | (3,3) | (3,4) | (3,5) | (3,6)
4 (4,1) | (4,2) | (4,3) | (4,4) | (4,5) | (4,6)
5 (5,1) | (5,2) | (5,3) | (5,4) | (5,5) | (5,6)
6 (6,1) | (6,2) | (6,3) | (6,4) | (6,5) | (6,6)

Os ventos pedidos sao:

A={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}

B ={(4,6),(5,5),(6,4)}

C = ¢ (evento impossivel)

D = Q (evento certo)

E={(1,2),(2,1),(2,4),(3,6),(4,2),(6,3)}

5.3.1 Operagoes com eventos aleatorios

Consideremos um espago amostral finito Q = {e1, ea, ..., en}.
Sejam A e B dois eventos de F(Q).

As seguintes operagoes sao definidas:
a) REUNIAO

Se AUB = {e; € Qe; € Aoue; € B},i=1,2,...,n. O evento reuniao é formado pelos

pontos amostrais que pertencem a pelo menos a um dos eventos.

b) INTERSECCAO
Se AN B =1{e; € Qle; € Aee; € B},i =1,...,n. O evento intersecgdo é formado
pelos pontos amostrais que pertencem simultaneamente aos eventos A e B.

Obs. Se A N B= ¢, A e B sao eventos mutuamente exclusivos.

¢) COMPLEMENTACAO
Se Q—A=A={e; €Qle; ¢ A}

Exercicio 34. Langa-se um dado. Sejam A: saida de uma face par e B: saida de uma

face menor que 4. Determine os eventos:
a) AUB
b) ANB

c)
d)

|

]

e) (AUB)
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f) (AN D)
g) (An B)
h) (AU B)
i) B—A
i) A-B

Exercicio 35. Sejam A, B e C trés eventos de um espago amostral. Exprimir os eventos

abaizo, usando as operacdes de reunido, intersec¢ao e complementacao.

a) somente A ocorrer;

b) A e C ocorrem, mas B nao;
c) A, B e C ocorrem;

d) pelo menos um ocorre;

e) exatamente um ocorre;

f) nenhum ocorre;

g) exatamente dois ocorrem;
h) pelo menos dois ocorrem;

i) no méximo dois ocorrem.

Exercicio 36. Suponha que um conjunto fundamental seja formado pelos inteiros positivos
de 1 a 10. Sejam A = {2,3,4}, B = {3,4,5},C = {5,6,7}. Enumere os elementos dos

sequintes conjuntos:
a) ANB

b) AUB

c) ANB

d) AN(BNC)

e) AN(BUC)

Exercicio 37. Mostre que a desigualdade € verdadeira.

I
|
o

(AN B) = AU

I
|
|

(AU B) N
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5.4 Probabilidade

5.4.1 Funcao de Probabilidade

E a fungao P que associa a cada evento de F um ntmero real pertencente ao

intervalo [0, 1], satisfazendo aos axiomas de Kolmogorov.
1. P(2) =1
2. Para todo evento A, 0 < P(A4) <1

3. Se Ae B sao eventos mutuamente exclusivos, entao P(AU B) = P(A) + P(B).

5.4.2 Teoremas
e Se ¢ é o conjunto vazio, entao P(¢) =0

Se A® é o complemento de um evento A, entdao P(AY) =1 — P(A)

e Se A C B, entaoP(A) < P(B)

e Se A e B sdo dois eventos quaisquer, entdo P(AN B) = P(A) — P(AN B)

Se A e B sao dois eventos quaisquer, entao P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

5.4.3 Espagos amostrais equiprovaveis

Quando nds associamos a cada ponto amostral a mesma probabilidade, o espago

amostral chama-se equiprovavel ou uniforme. Em particular, se 2 contém "n” pontos,

1

entao, a probabilidade de cada ponto serd .

Por outro lado, se um evento A contém "r” pontos, entdo P(A) =r (1) = L.

Este método de avaliar P(A) é frequentemente enunciado da seguinte maneira.

P(A)_ nimero de vezes em que o evento A pode ocorrer |
nimero de vezes em que o Espaco amostral { ocorre. |

Exercicio 38. Se P(A) = 3; P(B) = 1 e A e B mutuamente exclusivos, calcular:

a) P(A)
b) P(B)
c) P(ANB)
d) P(AUB)

e) P(ANDB)
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Exercicio 39. Se P(A) = 3;P(B) = § e P(ANB) = 1.
a) P(AUB)
b) P(AUB)
c) P(ANB)

Exercicio 40. Considere dois eventos: A e B, mutuamente exclusivos, com P(A) = 0,3
e P(B) =0,5. Calcule:

a) P(ANB)
b) P(AUB)
c) P(A|B)

d) P(A%)

e) P((AUB)")

Exercicio 41. Sendo P(A) =z, P(B) =y e P(AN B) = z, calcular:

Exercicio 42. Se A, B,C sdo eventos arbitrdrios, exprima em notagdo de conjuntos os

sequintes eventos:

a) ocorrem apenas 2;

b) ocorrem nao mais de 2;

c) ocorrem A e B mas nao C,
d) ocorre ao menos um;

e) nao ocorre nenhum;

f) ocorre apenas um.

Exercicio 43. Sejam Q = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, A = {2,4,6,8}, B = {1,3,5,7,9}, C =
{2,3,4,5} e D ={1,6,7}. Encontre:

a) AUB
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b) ANB

c) C

d) (CNnD)NB

e) ANCND

Exercicio 44. Sendo P(A) =z, P(B) =y e P(ANB) =z, Calcular:
a) P(AUB)

b) P(ANB)

c) P(AnB)

d) P(AuU B)

Exercicio 45. Sejam A e B eventos com P(A) = 2, P(B) = § e P(ANB) = 1. Encontre:

a) A e B sao mutuamente excludentes?

b) P(AU B)

f) P(AUB)
g) P(ANB)
h) P(ANB)

Exercicio 46. Sejam A e B os eventos com P(AUB) =3/4, P(A) =2/3 e P(AN B)
1/4. Determine:

a) A e B sao mutuamente excludentes?
b) P(A)

c) P(B)

d) P(ANnB)

Exercicio 47. Sejam A e B eventos tais que: P(A) =1/2; P(B) =1/4 e P(ANB) = 1/5.
Calcule:

a) A e B sao disjuntos?
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b) P(AUB)
c) P(A)

d) P(B)

e) P(ANB)
f) P(Z N B)
g) P(ANTB)
h) P(AU B)

Exercicio 48. Suponha que A e B sejam eventos tais que P(A) = 2/5, P(B) = 2/5 e
P(AU B) =1/2. Determine:

a) P(ANB)

b) P(A)

¢) P(B)

d) P(ANB)

e) P(ANB)

f) P(ANB)

g) P(AUB)

i) A e B sdo disjuntos ?

Exercicio 49. Se P(A) =1/3, P(AU B) =1/2 ¢ P(AN B) = 1/4, determine P(B)

Exercicio 50. Se A e B sao eventos disjuntos e P(A) = 0,5 e P(AU B) = 0, 6,encontre
P(B)

Exercicio 51. Uma escola do ensino médio do interior de Minas Gerais tem 40% de
estudantes do sexo masculino. Entre estes, 20% nunca viram o mar, ao passo que, entre
as meninas, essa porcentagem é de 50%. Qual a probabilidade de que um aluno selecionado

ao acaso seja:

a) Do sexo masculino e nunca tenha visto o mar?

b) Do sexo feminino ou nunca tenha visto o mar?

Exercicio 52. Sendo A e B dois eventos em um mesmo espa¢o amostral “traduza” para

a linguagem da teoria dos conjuntos, as sequintes situacoes:
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a) Pelo menos um dos eventos ocorre;
b) O vento A ocorre mas B néo;
c) Nenhum deles ocorre;

d) Exatamente um dos eventos ocorre.

Exercicio 53. Uma universidade tem 10 mil alunos dos quais 4 mil sao considerados
esportistas. Temos ainda que 500 alunos sdo do curso de Biologia diurno, 700 da biologia
noturno, 100 sdo esportistas e da biologia diurno e 200 sdo esportista e da biologia noturno.

Um aluno é escolhido ao acaso e pergunta-se a probabilidade de:

a) Ser esportista;

b) Ser esportista e aluno da Biologia Noturno;
c) Nao ser da Biologia;

d) Ser esportista ou aluno da Biologia;

e) Nao ser esportista enm aluno da Biologia.

Exercicio 54. Dois processadores tipos A e B sdo colocados em teste por 50 mil horas.
A probabilidade de que um erro de cdlculo acontecer em um processador do tipo A € de
1/30, no tipo B, 1/80 e em ambos, 1/1000. Qual a probabilidade de que:

a) Pelo menos um dos processadores tenha apresenado erro?
b) Nenhum processador tenha apresentado erro?

c) Apenas o processador A tenha apresentado erro?

Exercicio 55. Sejam A e B dois eventos em um dado espago amostral, tais que P(A) =
0,2, P(B)=p, P(AUB) =0,5¢ P(ANB)=0,1. Determine o valor de p.

Exercicio 56. Consideremos um experimento aleatoria e os eventos A e B associados,
tais que P(A)=1/2, P(B)=1/3% e P(ANB) = 1/4. Entado, temos:
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f) P(AN B)

Exercicio 57. De 300 estudantes de administracdo, 100 estdo matriculados em Conta-
bilidade e 80 em FEstatistica. Estes dados incluem 30 que estao matriculados em ambas
as disciplinas. Qual a probabilidade de que um estudante aleatoriamente escolhido esteja
matriculado em Contabilidade (A) ou em Estatistica (B)?

Exercicio 58. De 100 pessoas que solicitaram emprego de programador de computadores,
durante o ano passado, em uma grande empresa, 40 possuiam experiéncia anterior (W)
e 30 possuiam um certificado profissional (C). Vinte dos candidatos possuiam tanto ex-
periéncia anterior como certificado profissional e foram incluidos nas contagens dos dois

grupos.

a) Qual a probabilidade de que um candidato aleatoriamente escolhido tenha experiéncia

ou certificado (ou ambos)?

b) Qual a probabilidade de que um candidato aleatoriamente escolhido tenha experiéncia

ou certificado, mas nao ambos?

Exercicio 59. Discos de pldstico de policarbonato, provenientes de um fornecedor, sao
analisados com relagcdo as resisténcias a arranhodes e a choques. Os resultados de 100

discos sao resumidos abaizo:

Resisténcia a arranhao | Resisténcia a choques
Alta Baixa
Alta 80 9
Baixa 6 )

Faca A denotar o evento em que um disco tenha alta resisténcia a choque e faca B
denotar o evento em que um disco tenha alta resisténcia a arranhGes. Se um disco for

selecioando aleatoriamente, determine as seguintes probabilidades:
a) P(A)

b) P(B)

c) P(A)

d) P(ANB)

e) P(AUB)

f) P(AN B)
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Exercicio 60. Amostras de uma peca de aluminio fundido sao classificadas com base
no acabamento )em micropologadas) da superficie e nas medidas de comprimento. Os

resultados de 100 pecas sdo resumidos a sequir:

Acabamento da Superficie | Comprimento

excelente | bom

excelente 75 7
bom 10 8

Faca A denotar o evento em que uma amostra tenha excelente acabamento na superficie
e faca B denotar o evento em que uma amostra tenha excelente comprimento. Se uma

amostra for selecionada ao acaso, determine as seguintes probabilidades:
a) P(A)

b) P(B)

c) P(A)

d) P(ANB)

e) P(AUB)

f) P(ANB)

Exercicio 61. Amostras de uma espuma, provenientes de treés fornecedores sdo classi-
ficados com relagao a satisfazer ou nao as especificacdes. Os resultados de 100 amostras

sao resumidas a sequir:

Fornecedor Obdece
SIM | NAO
1 18 2
2 17 3
3 50 10

Faca A denotar o evento em que uma amostra seja proveniente do fornecedor 1 e faga
B denotar o evento em que uma amostra atenda as especificagoes. Se uma amostra de

espuma for selecionada ao acaso, determine as seguintes probabilidades:
a) P(A)
b) P(B)

c) P(4)
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d) P(ANB)
e) P(AUB)
f) P(ANB)
g) P(ANB)

Exercicio 62. Se P(A) =0,3, P(B) =0,2 e P(AN B) = 0,1. Determine as seguintes
probabilidades.

a) A e B sio disjuntos?
b) P(A)

¢) P(AU B)

d) P(AnB)

e) P(ANB)

f) P(AUB)

h) P(AU B)

Exercicio 63. Se A, B e C forem eventos mutuamente excludentes, comP(A) = 0,2,
P(B)=0,3 e P(C) =0,4, determine as sequintes probabilidades:

a) P(AUBUC)
b) P(ANBNC)
c) P(ANB)

d) P[(AUB)NC]

Exercicio 64. Um rebanho de cem bovinos estd formado por 52 Hereford, 27 Angus,
dez Shorthom e os demais Zebu. FEscolhido ao acaso um bovino do rebanho, qual € a

probabilidade de que seja Hereford ou Angus?

5.4.4 Probabilidade Condicional

Veremos a noc¢ao de probabilidade condicional através do seguinte exemplo:
Consideremos 250 alunos que cursam o primeiro ciclo de uma faculdade. Destes alunos
100 sao homes (H) e 150 sao mulheres (M), 110 cursam matematica financeira (F) e 140

cursam direito trabalhista (Q). A distribui¢ao dos alunos é a seguinte:
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Sexo/Disciplina | F Q | Total
H 40 | 60 100
M 70 | 80 150
Total 110 | 140 | 250

Um aluno é sorteado ao acaso. Qual a probabilidade de que esteja cursando direito
trabalhista, dado que é mulher?
Pelo quadro vemos que esta probabilidade é 18500 e representamos:
P(Q/M) = 2% (probabilidade de que o aluno curse direito trabalhista, condicionado
ao fato de ser mulher).
Observamos porém, que P(M N Q) = 2% e P(M) = 23, Para obtermos o resultado
do problema basta considerar que
(Q/M) = %28 = 18500
logo
P(MNQ)
P(Q/M) = P(M)
Sejam A C 2 e B C Q. Definimos Probabilidade Condicional de A dado que B ocorre

(A/B) como segue:

P(A/B) = 248 seP(B) # 0.

Também:

P(B/A) = B20 seP(A) #0.

Exemplo 5.1. Sendo P(A) =1, P(B) = P(AUB) = 3, calcular P(A/B).

Solu¢ao: Como P(A/B) = PUAAB) qevemos calcular P(ANB).

P(B)
Como P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B),temos
U=143_PpPAnB).. PANB) =%=1

Logo P(A/B) = i/ = 2

Tiramos da definicao da probabilidade condicional, o chamado TEOREMA DO PRO-
DUTO: Sejam A C Q e B C Q. Entao P(AN B) = P(B).P(A/B) ou P(AN B) =
P(A).P(B/A).

Teorema do Produto

A partir da definicao de probabilidade condicional, poderemos enunciar o teorema
do produto:

”A probabilidade da ocorréncia simultanea do dois eventos, A e B, do mesmo espaco
amostral, é igual ao produto da probabilidade de um deles pela probabilidade condicional
do outro, dado o primeiro.

Assim:

P(A/B) = Bt = P(AN B) = P(B)P(A/B)
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ou

P(B/A) = P57 — P(AN B) = P(4)P(B/A)

Exemplo 5.2. Em um lote de 12 pecas, 4 sdo defeituosas, 2 pecas sao retiradas uma apos

a outra sem reposicdo. Qual a probabilidade de que ambas sejam boas?

Solugao: A = {a primeira peca é boa}
B = { a segunda pega é boa}

P(ANB) = P(A)P(B/A) = 5.17 = 33

Independéncia Estatistica

Um evento A é considerado independente de um outro evento B se a probabilidade de

A é igual a probabilidade condicional de A dado b, isto é, se

P(A) = P(A/B)

E evidente que, se A é independente de b, B é independente de A; assim:

P(B) = P(B/A) (5.1)

Considerando o teorema do produto, poderemos afirmar que se A e B sao indepentes,

entao:

P(AN B) = P(A).P(B) (5.2)

5.5 Exercicios

Exercicio 65. Sendo Q2 = {1,2,3,4} um espago amostral equiprovivel e A = {1,2}; B =
{1,3}; C' = {1,4} trés eventos de ). Verificar se os eventos A, B e C sao independentes.

Exercicio 66. Sejam A e B eventos tais que P(A) = 0,2, P(B) = p, P(AU B) = 0,6.

Calcular p considerando A e B:
a) mutuamente exclusivos;

b) independentes.

Exercicio 67. Se P(AUB) = 0,8; P(A) = 0,5 e P(B) = z, determine o valor de x no

caso de:
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a) A e B serem mutuamente exclusivos;

b) A e B serem independentes;

Exercicio 68. Verifique se sao vdlidas as afirmagoes:

a) Se P(A)=1/3 e P(B/A) =3/5 entao A e B nao podem ser disjuntos;

b) Se P(A)=1/2, P(B/A) =1e P(A/B) = 1/2 entao A nao pode estar contido em B.

Exercicio 69. A probabilidade de que um homem esteja vivo daqui a 30 anos € %; a de

sua mulher € de % Determinar a probabilidade de que daqui a 30 anos:

a) ambos estejam vivos;

b) somente o homem esteja vivo;

c) somente a mulher esteja viva;

d) nenhum esteja vivo;

e) pelo menos um esteja vivo.

Exercicio 70. Se P(B) =0,4; P(A) =0,7 e P(AN B) = 0,3; Calcule P(A|B®)

Exercicio 71. Comente a afirmacdo: se dois eventos sao mutuamente exclusivos entdo

eles nao sdo independentes.

Exercicio 72. O Atlético Mineiro ganha com probabilidade 0,7 se chove e com 0,8se nao
chove. Em Setembro a probabilidade de chuva € de 0,3. O Atlético ganhou uma partida

em Setembro, qual a probabilidade de ter chovido nesse dia?

Exercicio 73. Uma classe de estatistica teve a sequinte distribuicdo das notas finais: 4 do
sexo masculino e 6 do feminino foram reprovados, 8 do sexo masculino e 14 do feminino
foram aprovados. Para um aluno sorteado dessa classe, denote por M se o aluno escolhido

for do sexo masculino e por A se o aluno foi aprovado.
Calcule:

a) P(AUMC)

b) P(A° N M©)

c) P(A|M)

d) P(M“|A)

e) P(M|A)
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Exercicio 74. Numa cidade do interior de Minas Gerais, estima-se que cerca de 20% dos
habitantes tém algum tipo de alergia. Sabe-se que 50% dos alérgicos praticam esporte, en-
quanto que essa porcentagem entre os nao alérgicos é de 40%. Para um individuo escolhido

aleatoriamente nessa cidade, obtenha a probabilidade de:

a) Nao praticar esporte.

b) Ser alérgico dado que nao pratica esportes.

Exercicio 75. As preferéncias de homens e mulheres por cada género de filme alugado

em uma locadora de videos, estao apresentadas na proxima tabela.

Sexo/filme | Comédia | Romance | Policial
Homens 136 92 248
Mulheres 102 195 62

Sorteando-se ao acaso uma dessas locagoes de video, pergunta-se a probabilidade de:

a) Uma mulher ter alugado um filme policial?
b) O filme alugado ser uma comédia?
¢) Um homem ter alugado ou o filme ser um romance?

d) O filme ser policial dado que foi alugado por um homem?

Exercicio 76. Dois armdrios guardam as bolas de voleibol e basquete. O armdrio 1 tem
3 bolas de voleibol el de basquete, enquanto o armdrio 2 tem 3 bolas de wvoleibol e 2 de
basquete. Escolhendo-se ao acaso um armdrio e, em sequida, uma de suas bolas, calcule a

probabilidade dela ser:

a) De voleibol, sabendo-se que o armério 1 foi escolhido.
b) De basquete, sabendo-se que o armario 2 foi escolhido.

c) De basquete.

Exercicio 77. Numa bolsa temos 5 moedas de Cr$ e 4 de Cr$ 0,50. Qual a probabilidade

de, ao retirarmos duas moedas, obtermos Cr$ 1,507

Exercicio 78. Uma urna contém 5 boas pretas, trés vermelhas e duas brancas. Foram
extraidas 3 bolas com reposicao. Qual a probaiblidade de terem sido duas bolas pretas e

uma vermelha?

Exercicio 79. Uma urna contém 5 bolas brancas e 6 pretas. Trés bolas sao retiradas.

Calcule a probabilidade de:
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a) Todas pretas;
b) exatamente um branca;

c) ao menos uma preta.

Exercicio 80. A wurna n.1 contém: 1 bola vermelha e 2 brancas. A urna n.2 contém: 2
bolas vermelhas e 1 branca. Tiramos aleatoriamente uma bola da urna n.1, colocamos na
urna 2 e misturamos. Em sequida tiramos aleatoriamente uma bola da urna n.2. Qual é

a probabilidade de tirarmos wma bola branca da urna n.2?

5.6 Teorema de Bayes

Teorema da Probabilidade Total

"Sejam A As, ..., Ay eventos que formam uma particdo do espago amostral. Seja B
um evento desse espaco. Entao

P(B) =3_ P(A;).P(B/4;).

Os eventos (BN A;) e (BN Aj), para i # j, i = 1,2,...,n e j = 1,2,3...,n sdo

mutuamente exclusivos, pois
(BﬂAi)U(BﬂAj):Bﬁ(AiﬂAJ):Bﬂ¢:¢
O evento B ocorre como segue:

B=(BNA)U(BNA)U(BNA3)U..U(BNA,)..
. P(B)y=P(BNA))+P(BNAs)+P(BNA3)+..+P(BNA),)

e usando o teorema do produto vem:
P(B) = P(A1).P(B/A1) + P(As).P(B/A3) + ... + P(A,,).P(B/A,)

ou P(B) = X P(4) P(B/A;)

Teorema de Bayes

Sejam Aq, As, ..., A, eventos que formam uma particio do €. Seja B C €. Sejam
conhecidas P(A;) e P(B/A4;),i=1,2,..,n.

_ _P(Aj))P(B/A))
P(A;/B) = sptagpisran

Exercicio 81. Trés candidatos disputam as eleigoes para o governo do Estado. O can-
didato do partido de direita tem 30% de preferéncia eleitoral, o de centro tem 30% e o
da esquerda 40%. Em sendo eleito, a probabilidade de dar efetivamente prioridade para

educacao e saude € de 0,4;0,6 e 0,9 para os candidatos de direita, centro e esquerda,

respectivamente.

a) Qual é a probabilidade de nao ser dada prioridade a essas dreas no préximo governo?

Augusto Filho augustofilho@cpdee.ufmg.br



84 Introducao a Probabilidade Basica

b) Se a &rea teve prioridade, qual a probabilidade do candidato de direita ter ganho a

eleicao?

Exercicio 82. Trés mdquinas A, B e C, produzem 50%, 30% e 20%, respectivamente, do
total de pecas de uma fabrica. As percentagens de producdo defeituosa destas mdquinas
sao 3%, 4% e 5%. Se uma peca € selecionada aleatoriamente, ache a probabilidade de ela

ser defeituosa.

Exercicio 83. Considere a fabrica do exercicio anterior. Suponha que uma pega, selecio-
nada aleatoriamente, seja considerada defeituosa. Encontre a probabilidade de ela ter sido

produzida pela maquina A; ou seja, encontre a P(A/X). Pelo teorema de Bayes.

Exercicio 84. Trés fabricas fornecem equipamentos de precisao para o laboratdrio de qui-
mica de uma universidade. Apesar de serem aparelhos de precisdo, existe uma pequena
chance de subestimacgao ou superestimacao das medias efetuadas. A tabela a sequir apre-

senta o comportamento do equipamento produzido em cada fdbrica.

Fabrica I Subestima | Exata | Superestima
Probabilidade 0,01 0,98 0,01

Fabrica II Subestima | Exata | Superestima
Probabilidade 0,005 0,98 0,015

Fabrica III Subestima | Exata | Superestima
Probabilidade 0,00 0,99 0,01

As fabricasl, IT e I11 fornecem, respectivamente, 20%, 30% e 50% dos aparelhos uti-

lizados, Escolhemos, ao acaso, um desses aparelhos e perguntamos a probabilidade de:

a) Haver superestimagao de medidas?
b) Nao haver subestimagao das medidas efetuadas?
c) Dando medidas exatas, ter sido fabricado em 117

d) Ter sido produzido por I, dado que nao subestima as medidas?
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