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7.1. Curva sintética 2D constrúıda para validar el método f́ısico . 33
7.2. Simulación del método f́ısico sobre la curva 2D . . . . . . . . 34
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Resumen

La visualización y análisis de las caracteŕısticas funcionales y anatómi-
cas de algunas estructuras se puede facilitar con modelos tridimensionales
obtenidos por segmentación a partir de imágenes de tomograf́ıa o resonan-
cia magnética. La determinación de longitudes y áreas en estas superficies
puede dificultarse debido a la intrincada geometŕıa de algunas estructuras
anatómicas, como la corteza cerebral, órganos huecos como el colon, etc. Al-
gunas aplicaciones en morfometŕıa se simplifican si las mediciones se realizan
sobre otra superficie más suave con una topoloǵıa similar.

Este trabajo presenta un método novedoso cuyo objetivo es deformar
una superficie 3D en otra de geometŕıa más simple sin utilizar una parame-
trización y preservando la mayoŕıa de las métricas, de forma que los análisis
morfométricos que se le apliquen a la superficie simplificada arrojen resul-
tados lo más realistas posible.
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Abstract

Visualization and analysis of functional and anatomical features in so-
me structures can be facilitated with three-dimensional models obtained by
segmentation from tomography or magnetic resonance images. Estimation
of areas and lengths in these surfaces can become difficult due to the intrin-
cate geometry of some anatomical structures, like cerebral cortex, hollow
organs like colon, etc. Some morphometry applications can be simplified if
the measures are made on another smoother surface with similar topology.

This work presents a novel method whose objective is deform an 3D
surface in another one of simpler geometry without using a parameteriza-
tion and preserving most of the metrics, where the morphometric analyses
applied to the simplified surface provides the most realistic results.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La visualización y análisis de las caracteŕısticas funcionales y anatómicas
de algunas estructuras puede facilitarse mediante modelos tridimensionales
obtenidos por segmentación a partir de imágenes de tomograf́ıa computari-
zada (CT, Computer Tomography) o resonancia magnética (MR, Magnetic

Resonance). La determinación de longitudes y áreas en estas superficies se
dificulta debido a la intrincada geometŕıa de algunas estructuras anatómicas,
como la corteza cerebral, órganos huecos como el colon, etc. En el caso de la
corteza cerebral, la compleja e intrincada forma de algunas circunvoluciones
y cisuras no permite calcular de manera exacta el valor de las áreas funcio-
nales, tal como se muestra en la Figura 1.1. Sin embargo, algunas de estas
aplicaciones morfométricas pueden simplificarse si las mediciones se realizan
sobre otra superficie más suave con una topoloǵıa similar y que conserve las
métricas lo más posible.

Por otro lado, las deformaciones de superficies tridimensionales y sus
aplicaciones han sido tema de estudio en los últimos 20 años. Los modelos
deformables se aplican actualmente en diferentes áreas, para automatizar
procesos tales como segmentación, registro, medición, ajuste, y otros relati-
vos a imágenes médicas.

Básicamente, se denominan modelos deformables a aquellos en los que
un contorno bidimensional o una superficie tridimensional se hacen evolu-
cionar hasta que toman la forma de otro contorno o superficie objetivo. De
acuerdo a lo presentado por Montagnat et al. en su revisión de los modelos
deformables [52], los campos de acción en los cuales se aplican los modelos
deformables cubre el reconocimiento de patrones [10–12], animación compu-
tarizada [8, 47], simulación de ciruǵıas [7, 15], y la segmentación de imáge-
nes [30, 37, 73], entre otras. También se utilizan diferentes representaciones
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Figura 1.1: Representación 3D de la corteza cerebral, junto con la segmen-
tación manual del lóbulo temporal en un corte coronal. La segmentación
permite visualizar la intrincada geometŕıa de las cisuras.

para generar desde ĺıneas 3D deformables hasta volúmenes deformables. Los
modelos deformables fueron introducidos por Kass et al. en 2D [42] y ex-
tendidos al caso 3D por Terzopoulos et al. [63]. Algunos de los modelos
deformables reseñados por Montagnat et al., como level sets, spring-mass, y
modelos de elementos finitos; son también inclúıdos aqúı junto con algunas
otras aproximaciones relacionadas, y combinaciones de éstas.

Estructura del Documento

Este documento presenta el planteamiento de algunos modelos para de-
formación de superficies 3D sujetos a la restricción de preservar lo más
posible medidas tales como áreas y curvaturas, que faciliten los análisis
morfométricos sobre estructuras anatómicas. A manera de introducción y
contextualización, en el Caṕıtulo 2: Morfometŕıa de Estructuras 3D

se presentan las caracteŕısticas y algunos trabajos relacionados con la esti-
mación de medidas en superficies 3D, enfatizando los casos donde el cálculo
exacto de estas medidas no puede realizarse. Aśı mismo, el Caṕıtulo 3:

Modelos de Deformación de Superficies recopila los métodos más re-
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presentativos utilizados para la deformación de superficies 3D, clasificándo-
los en cuatro grandes grupos: métodos para aplanar (Sección 3.1), métodos
para suavizar (Sección 3.2), métodos de mapeo (Sección 3.3) y métodos de
metamorfosis entre superficies (Sección 3.4). También incluye las aplicacio-
nes más relevantes de estos métodos en la Sección 3.5.

Una vez introducido el problema a tratar, y los trabajos recientes en el
área, se presentan los modelos planteados para deformación de superficies
con preservación de áreas y longitudes. En el Caṕıtulo 4: Modelo F́ısico

de Deformación se incluye la caracterización y formulación de un modelo
de deformación basado en caracteŕısticas f́ısicas como la tensión superficial
y en el estudio de deformaciones sobre membranas elásticas. Por otro la-
do, el Caṕıtulo 5: Modelo Variacional de Deformación presenta la
caracterización y formulación de un modelo variacional que tiene en cuenta
principalmente la preservación local de las áreas de los triángulos que forman
parte de la representación 3D.

Los modelos planteados deben combinarse con una aplicación que pro-
vea la visualización de las estructuras 3D, y el cálculos de áreas y longitudes
sobre estas representaciones. El Caṕıtulo 6: Prototipo de Visualiza-

ción y Medición describe el proceso de implementación de los modelos
de deformación y del cálculo de medidas, y el desarrollo de la aplicación
de visualización. Las actividades de pruebas y validación se presentan en
el Caṕıtulo 7: Pruebas y Validación, donde se analizan los modelos de
deformación con respecto a la preservación de medidas y la aplicación de
visualización con respecto a la facilidad de uso. Por último, el Caṕıtulo 8:

Conclusiones recopila las reflexiones sobre el trabajo realizado y delinea
las posibles ĺıneas de trabajo por explotar.
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Caṕıtulo 2

Morfometŕıa de Estructuras

3D

En los últimos años la medicina ha sido invadida por avances tecnológi-
cos que han cambiado de muchas maneras el ejercicio profesional. En par-
ticular, los recursos computacionales se han convertido en una importante
herramienta en la toma de decisiones más acertadas acerca de la condición
del paciente y de su tratamiento. Algunos tipos de imágenes médicas que
se emplean en la actualidad permiten obtener representaciones bidimensio-
nales y tridimensionales (conjuntos de voxeles1, mallas poligonales, modelos
paramétricos, superficies impĺıcitas, etc.) de las estructuras anatómicas del
paciente, con lo cual los médicos pueden estudiarlas con más comodidad
y precisión, y diversos paquetes de software desarrollados en la actualidad
permiten simular, por ejemplo, los efectos a largo plazo de un tratamiento
o de una ciruǵıa. Muchas herramientas proporcionan medidas más precisas,
y son mucho más rápidas para efectuar análisis complejos.

La morfometŕıa o biometŕıa, es decir, el estudio cuantitativo de las
estructuras anatómicas, es un elemento potencialmente importante en el
diagnóstico, el pronóstico y el seguimiento de la condición de un paciente.
Las mediciones sobre algún órgano, cuando se realizan, generalmente se ha-
cen de forma manual, por lo cual son vulnerables a errores en la medición,
y como consecuencia producen pérdida en la precisión y en la confiabilidad
de la medida [22].

Existen paquetes de software que permiten realizar mediciones exactas
sobre superficies lisas y sencillas; sin embargo, el realizar este tipo de me-

1Volume elements. Los voxeles de una representación 3D son equivalentes a los pixeles
de una imagen 2D.
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diciones en superficies más complejas e intrincadas es más dif́ıcil, pues es
necesario considerar factores tales como el cambio en los ángulos, en las cur-
vaturas, etc. que determinan la precisión de las mediciones. Para resolver
este problema, una aproximación posible es deformar la superficie inicial de
forma que su geometŕıa se simplifique, y poder aplicar los algoritmos de
medición para superficies sencillas. Sin embargo, el proceso de deformación
de estas superficies se puede hacer de diferentes maneras, tal como se pre-
sentará en las siguientes secciones. Un elemento adicional que se considera
es la posibilidad de transformar una superficie en otra, con el objetivo de
comparar las mediciones realizadas en cada una de ellas.

2.1. Morfometŕıa basada en Superficies

Una vez obtenida una representación simplificada de una superficie 3D,
es importante revisar qué análisis pueden aplicarse sobre esta nueva super-
ficie. Una de las aplicaciones más comunes en la medicina son los estudios
morfométricos, es decir, la toma de medidas con el objeto de comparación
con otros sujetos o con un atlas, o para observar los cambios producidos
durante la evolución de la estructura anatómica. Estas mediciones permiten
la detección de tumores y otras enfermedades que afecten la forma de las
estructuras anatómicas.

De acuerdo a la investigación en morfometŕıa realizada por Ashburner
y presentada en el Caṕıtulo 6 de [3], existen tres métodos morfométricos
principales: la morfometŕıa basada en deformaciones, la morfometŕıa basa-
da en tensores y la morfometŕıa basada en voxeles. Cada método identifi-
ca elementos diferentes (diferencias anatómicas macroscópicas, diferencias
estructurales en regiones y composición local, respectivamente) se aplican
exclusivamente al cerebro y son utilizados para comparación entre pacientes.

2.1.1. Morfometŕıa Basada en Voxeles

El método de morfometŕıa basado en voxeles es considerado el más simple
dentro de la neuroanatomı́a computacional, únicamente requiere una com-
paración basada en voxeles de la concentración local de materia gris entre
dos grupos de sujetos. Para que esta comparación entregue resultados lo más
exactos posibles, se requiere una etapa de normalización espacial de todas
las imágenes a un mismo espacio, luego se extrae de las imágenes la parte
que corresponde a la materia gris y se aplica un filtro de suavizado, con lo
cual pueden aplicarse análisis estad́ısticos para localizar y hacer inferencias
acerca de las diferencias entre los grupos. El resultado obtenido es un mapa
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paramétrico estad́ıstico (SPM, statistical parametric map) que muestra las
regiones donde la concentración de materia gris difiere de forma significativa
entre los grupos.

2.1.2. Morfometŕıa Basada en Deformaciones

La técnica de morfometŕıa basada en deformaciones caracteriza las di-
ferencias globales a nivel macroscópico (por ejemplo, cambios en el tamaño
de los órganos o asimetŕıas) que complementan los resultados obtenidos con
la morfometŕıa basada en voxeles, permitiendo aśı la comparación de dife-
rencias tanto a nivel macroscópico como a nivel mesoscópico (por ejemplo,
displasia2 de la corteza cerebral).

Inicialmente el método requiere la normalización espacial de todas las
imágenes del conjunto de observación. Esta normalización se lleva a cabo
utilizando una plantilla que servirá como imagen de referencia, y luego para
cada imagen se genera un campo de vectores de deformación que mapean
la imagen en la plantilla. Estos campos de deformación son comparados por
medio de técnicas estad́ısticas multivariadas para estimar la naturaleza de
las diferencias y para hacer inferencias sobre ellas. El resultado obtenido con
esta técnica es un valor p relacionado con la significancia del efecto y uno o
más vectores canónicos, o deformaciones, que caracterizan la naturaleza de
las diferencias.

La morfometŕıa basada en deformaciones generalmente requiere métodos
de registro no ŕıgido de imágenes, para realizar análisis de las relaciones
espaciales entre estructuras anatómicas [58]. De esta manera, esta técnica
puede ser aplicada para detectar cambios volumétricos en las superficies [13],
utilizando el Jacobiano del campo de deformaciones. Este método presenta
dos ventajas principales sobre la manera tradicional de medición de cambios
en el volumen (volumetŕıa basada en imágenes de resonancia magnética):

No requiere de un conocimiento a priori de la región de interés para
realizar los análisis morfométricos

Incrementa la capacidad de detección de las regiones con cambios en
el volumen dentro de los ĺımites de precisión del algoritmo de registro

2.1.3. Morfometŕıa Basada en Tensores

Con la utilización de los métodos de morfometŕıa basados en tensores,
se persigue localizar regiones que involucren cambios en la forma de las su-

2Transtorno del desarrollo de los tejidos que ocasiona malformaciones
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perficies entre grupos de imágenes, utilizando los campos de deformación
calculados con la morfometŕıa basada en deformaciones. Para analizar las
formas locales, se utiliza la matriz Jacobiana del campo de deformación,
que constituye el tensor de segundo orden relativo a las derivadas espacia-
les de la transformación, y contiene información acerca de los estiramientos
(stretching), deformación lateral (shearing) y rotaciones aplicadas en la de-
formación.

Una forma simple de esta técnica constituye en comparar los volúmenes
relativos de diferentes estructuras cerebrales, donde cada volumen se obtiene
tomando el determinante de la matriz Jacobiana en cada punto. Utilizando
técnicas estad́ısticas univariadas, es posible conocer si hay un aumento o
disminución en el volumen.

Otra forma más potente de la morformetŕıa basada en tensores es uti-
lizada cuando es necesario analizar muchos sujetos en un mismo estudio.
Extrayendo medidas de forma (como áreas, longitudes y volúmenes) de la
matriz Jacobiana, y utilizando técnicas estad́ısticas multivariadas, es posible
conocer si existen variaciones en las formas a lo largo de todo el estudio.

2.2. Caracterización de las Medidas Morfométri-

cas

Las medidas morfométricas básicas que se pueden tomar sobre la su-
perficie incluyen longitudes o distancias, áreas, ángulos, curvaturas, grosor,
etc. Es necesario resaltar que la caracteŕıstica más importante que deben
poseer los métodos de deformación de superficies es que la nueva represen-
tación simplificada preserve la mayoŕıa de las métricas de la superficie 3D
original, pues de otra forma no tendŕıa gran aplicación. La superficie puede
estar representada por una malla de triangulación, por voxeles, o por algu-
na otra estructura; y los métodos de medición son dependientes del tipo de
estructura que se utilice.

En modelos poligonales, por ejemplo, una aproximación a la distancia
entre dos puntos puede encontrarse sumando los valores de las aristas que los
conectan; de forma similar el área de una región puede encontrarse sumando
las áreas de los triángulos que se encuentran en ella. El problema se presenta
cuando se requiere que estas áreas y distancias sean lo más exactas posibles,
lo que requiere definir rutas que no caen totalmente sobre las aristas del
modelo.
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2.3. Aplicaciones en Morfometŕıa de Superficies

Entre algunos desarrollos relacionados con este campo se encuentra la
estimación de áreas basada en voxeles, presentada por Windreich et al. en
[71]. El método requiere dos pasos: detectar y delimitar la región de interés
y luego estimar el área de la región. El usuario debe indicar algunos puntos
que indican la región de interés, los cuales son conectados de acuerdo a la
ruta más corta para delimitar la región. Luego, se aplica el estimador de área
de Mullikin & Verbeek para aproximar el área de la región. Nótese que el
estimar la ruta más corta entre cada par de puntos permite calcular también
distancias entre éstos y podŕıa obtenerse también el peŕımetro de la región
de interés.

Otro trabajo relacionado es presentado por Chung et al. en [14]. En éste
se presenta una aproximación estad́ıstica para realizar morfometŕıa basada
en superficies de la corteza cerebral. El cálculo de las medidas consideradas
en este trabajo está basado en el tensor métrico de Riemann, el cual permite
medir longitudes, áreas y ángulos, y cuyo diferencial permite estimar cambios
en el área y en la curvatura de la superficie. Esta aproximación no requiere
la definición de una región de interés.
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Caṕıtulo 3

Modelos de Deformación de

Superficies

El problema de obtener una representación plana de una superficie cur-
va, como por ejemplo una esfera, fue estudiado por Gauss hacia 1828, quien
lo consideró un problema sin solución exacta debido a la diferencia entre
las curvaturas Gaussianas de la superficie curvada y su representación en el
plano. Sin embargo, hacia 1989, empezaron a publicarse las primeras solucio-
nes aproximadas de este problema. La investigación en este campo continúa
con mejores aproximaciones planares de las superficies 3D, mientras se han
explorado además otras posibilidades, como suavizar la geometŕıa de la su-
perficie o obtener un mapeo entre los puntos de la superficie y otra más
simple.

Los trabajos realizados por David Van Essen et al. [9, 17–21, 32, 39] y
Bruce Fischl et al. [16,23–25], aunque están enfocados hacia el estudio de la
corteza cerebral, constituyen un buen ejemplo y son actualmente una refe-
rencia de los trabajos que se pueden realizar con los modelos de deformación
basados en superficies. Sus art́ıculos presentan desarrollos muy completos
acerca de los tres tipos de modelos que se presentarán aqúı (aplanamien-
to, suavizado y mapeo). Del mismo modo, se han elaborado herramientas
de software, como SureFit1, Caret2 y SuMS3, reseñadas en [20], las cuales
permiten al usuario realizar diversos análisis sobre superficies de la corteza
cerebral y aplicar operaciones como suavizado, transformaciones geométri-
cas, proyecciones, aplanado y otras deformaciones.

1http://brainvis.wustl.edu/resources/surefitnew.html
2http://brainmap.wustl.edu/resources/caretnew.html
3http://sumsdb.wustl.edu:8081/sums/index.jsp

9



Figura 3.1: Clasificación somera de los métodos para deformar superficies

Los modelos para deformar superficies, reseñados en la literatura más
reciente pueden ser clasificados en cuatro grandes grupos, como lo muestra
la Figura 3.1. Los modelos que aplanan una superficie buscan obtener una
representación en el plano euclidiano de la superficie 3D, insertando si es
necesario ĺıneas de corte que mejoren la proyección. Con los modelos que
suavizan la geometŕıa de la superficie se obtiene una representación alisa-
da, que conserva la forma básica pero elimina los picos y valles demasiados
pronunciados. Con la aplicación de los métodos de mapeo de superficies se
busca proyectar los puntos de la superficie 3D en otra de geometŕıa más sim-
ple (como una esfera). Por último, con los métodos de metamorfosis entre
superficies se busca la transformación que permite deformar una superfi-
cie en otra y las superficies correspondientes a los pasos intermedios de la
transformación.

3.1. Modelos para Aplanar una Superficie

Este es el primer problema que se consideró en deformación de superfi-
cies, dada su similaridad con el problema de elaborar mapas, cuyo objetivo
es el de obtener representaciones planas de una superficie curvada. La canti-
dad de puntos de la superficie original se conserva en la representación en el
plano, pero las distancias, ángulos y áreas se afectan significativamente entre
más compleja y curva sea la superficie. En esas situaciones se utilizan las
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ĺıneas de corte, que ayudan a corregir un poco la distorsión en las métricas.
En la Figura 3.2 se presenta una superficie inicial y el resultado esperado de
aplicar alguno de los métodos para aplanar superficies. En este caso parti-
cular, la superficie aplanada presenta triángulos superpuestos, por lo que se
hace necesario insertar una ĺınea de corte en la superficie para obtener una
nueva representación plana más acertada de la superficie inicial.

Figura 3.2: Esquematización del proceso de aplanado de una superficie 3D

La solución al problema de elaborar mapas presentada en [59] puede
considerarse una aproximación muy primitiva pero válida por ser la pione-
ra. Básicamente, se presentan los lineamientos de un algoritmo que permite
alisar superficies no convexas, el cual se basa en calcular una matriz con
las distancias entre los puntos de la superficie curva; luego, se determina un
conjunto de puntos en el plano cuya matriz de distancias se ajuste a la cal-
culada para la superficie inicial, usando el método del descenso del gradiente
de Newton-Raphson y el algoritmo para calcular las distancias mı́nimas pre-
sentado en [72]. Junto con otros ajustes (como la cantidad de vecinos que
se evalúan), la representación plana obtenida representa adecuadamente la
forma alisada de la superficie original.

Más recientemente, se han presentado diferentes aproximaciones que re-
suelven de la forma más exacta posible el problema de aplanar una superficie:

Parametrización: Floater presenta en [26] el desarrollo matemático
necesario para elaborar una parametrización para una superficie de
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triangulación de forma que la imagen obtenida sea una representación
plana de esta superficie. Básicamente se hace una consideración sobre
los vecinos en cada punto y se desarrollan tres diferentes parametri-
zaciones: uniforme, mı́nimos cuadrados ponderados y preservación de
la forma, las cuales son comparadas al final para determinar la mejor
aproximación.

Circle Packings: El método de Circle Packings (empaquetar ćırcu-
los) fue presentado inicialmente por Hurdal et al. en [36], y luego reto-
mado y redefinido en [35] por los mismos autores. Aunque es un método
que no preserva totalmente las métricas, se considera una aproximación
discreta que permite generar representaciones planas de la superficie
en el plano euclidiano y en el plano hiperbólico. Se trabaja sobre una
malla de triangulación, se colocan ćırculos con centro en cada vértice
de la malla, y el radio del ćırculo se va ajustando de acuerdo a una
condición sobre la suma de los ángulos que se pueden construir en cada
vértice. También se elaboró un paquete de software, CirclePack4, que
implementa este método.

Basada en voxeles: Dado que la representación general de las super-
ficies 3D está basada en voxeles, Grossmann et al. [28] desarrollaron
un método directo que opera sobre los voxeles de la superficie, el cual
requiere de dos pasos: el cálculo de las distancias geodésicas mı́nimas
entre los voxeles, y la búsqueda de una configuración de puntos en 2D
cuyas distancias euclidianas aproximen lo más posible las distancias
geodésicas entre los voxeles. El método es rápido pues no requiere el
cálculo de una superficie de triangulación y conserva de forma aproxi-
mada las métricas globales.

Spring-Mass: El método presentado por Wang et al. en [67] se enfoca
en la aplicación de un modelo spring-mass (masas y conexiones) que
se rige principalmente por la minimización de una función de enerǵıa
y por términos que indican la precisión en la forma y en el área. Es
un método relativamente rápido y generalmente requiere de pocas ite-
raciones para obtener buenos resultados. El modelo spring-mass es
retomado y modificado por Li et al. en [49], incluyendo, además de
las conexiones de tensión del modelo original, conexiones cruzadas que
minimizan la distorsión de la representación resultante. La superficie
se divide en cintas de triángulos que se van aplanando una a una, y

4http://www.math.utk.edu/~kens/DownLoad.html

12



para eliminar las posibles superposiciones de triángulos se considera
la enerǵıa global de relajación, un procedimiento local de corrección y
algunas restricciones en la evolución.

Woven mesh : El método más reciente, presentado por Wang et al.

en [66], se basa en la construcción de una malla entrecruzada (woven

mesh), utilizando dos tipos de mapeo: el de nodos de tensión, que va
adicionando los nodos sobre dos rutas perpendiculares en la superficie;
y el mapeo diagonal de nodos, que agrega los nodos ubicados en los
cuadrantes. Luego se minimiza una función de enerǵıa que mide las
deformaciones de longitud y área entre los nodos en la superficie y
los nodos en la representación planar, lo que permite establecer una
parametrización entre todos los puntos de cada una de las superficies.

Un elemento adicional que se considera en los modelos para aplanar
una superficie 3D, es el de ĺıneas de corte en una superficie con complejidad
geométrica alta para garantizar que la representación plana corresponderá de
mejor forma con la superficie inicial. En algunas aproximaciones iniciales,
estas ĺıneas de corte las pod́ıa estimar el usuario de forma manual. Ya más
recientemente, Wang et al. presentan en [68] un método para automatizar
esta labor, el cual evalúa en cada punto de la malla de triangulación la
curvatura Gaussiana, y la utiliza como criterio para establecer la cantidad y
longitud de las ĺıneas de corte que deben aplicarse a la superficie. El proceso
de aplanado se realiza por medio de un modelo spring-mass modificado.

3.2. Modelos para Alisar o Suavizar una Superficie

El proceso de suavizado puede generar una superficie con menos pun-
tos, con lo que se reduce el espacio en disco que ocupa la representación y
el tiempo de procesamiento de la misma. En la Figura 3.3 se presenta el
resultado de alisar una representación 3D de la corteza cerebral.

Algunas de las aproximaciones más relevantes en este campo se presentan
a continuación:

Parametrizaciones: Un método de suavizado utilizando parametri-
zaciones relacionadas con multirresolución de mallas es presentado por
Lee et al. en [46]. La idea básica es simplificar la malla de triangulación
de forma iterativa utilizando mapas conformes, de forma que se esta-
blezca una jerarqúıa, y luego cada punto de la malla inicial se asocia
con cada una de las diferentes resoluciones. Es una solución rápida y
no restringe la topoloǵıa de la malla.
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Figura 3.3: Vistas del proceso de suavizado de una superficie

En [60], Sheffer et al. se concentran en una parametrización que úni-
camente tiene en cuenta la preservación de los ángulos. Su argumento
es que para preservar las caracteŕısticas métricas únicamente se nece-
sita que se mantenga el valor de los ángulos en cada iteración de la
evolución de la superficie. Plantean un problema de minimización en
término de los ángulos con restricciones que se van modificando si se
observa que se generan intersecciones en la frontera. También puede
aplicarse para generar múltiples resoluciones de la malla inicial.
Un tercer ejemplo de parametrización es introducido por Khodakovsky
et al. en [43]. El proceso se basa en dividir la superficie en regiones
triangulares y luego, para cada una de éstas, calcular el mapeo en el
dominio de parámetros, cuya base es generada con la simplificación de
la malla original por eliminación de vértices. El proceso considera la
calidad de los triángulos y la distorsión métrica.

Level sets: Hermosillo et al. presentan una aproximación al proble-
ma de suavizado empleando level sets en [33]. Se consideran las carac-
teŕısticas que gobiernan el movimiento de la superficie de acuerdo a
su curvatura media, en los casos de la preservación del área y la pre-
servación del volumen; las cuales se integran a la formulación de level

sets que aproxima estos movimientos. Adicionalmente, se determinan
las condiciones que permiten mantener la correspondencia entre los
puntos a lo largo de la evolución de la superficie.
La combinación de los modelos de level sets y la técnica de difusión
anisotrópica para el suavizado de superficies es presentado por Tasdi-
zen et al. en [62]. Se utilizan level sets con flujos de cuarto nivel, uno
de los cuales es la difusión anisotrópica, representados con ecuaciones
diferenciales parciales. El proceso consiste en resolver la difusión an-
isotrópica en el mapa normal de la superficie, y luego la superficie se
deforma aplicando los level sets hasta que se ajusta a las normales
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suavizadas. Se aplican conceptos de minimización del mapa normal de
enerǵıa y reajuste de la superficie.

Estimación de la velocidad: Pons et al. se enfocan en la preser-
vación del área al suavizar una superficie en [56]. Su enfoque se basa
en tomar un movimiento normal, dado por el usuario y el cual ge-
neralmente se basa en la curvatura media, y construir a partir de él
una velocidad tangencial apropiada que preserve el área a medida que
evoluciona la superficie. El método puede aplicarse en superficies de
triangulación y en level sets, pero únicamente se presentan resultados
con la implementación en level sets.

Ĺıneas de cresta: En [61], Stylianou et al. presentan la utilización de
ĺıneas de cresta para suavizar una superficie. El objetivo de establecer
las ĺıneas de cresta es que permiten particionar la superficie creando
un diagrama geodésico de Voronoi, con el cual se puede implementar
un algoritmo rápido de alisar superficies, el cual combina el mapeo
baricéntrico de Tutte y las coordenadas de valor medio de Floater.
Las ĺıneas de cresta se calculan de acuerdo a una aproximación de la
curvatura y a una esqueletización. La distorsión métrica introducida
por este método parece ser mı́nima.

3.3. Modelos de Mapeo de Superficies

Los métodos que permiten mapear una superficie 3D en otra con las
mismas caracteŕısticas topológicas utilizan generalmente una esfera o una
elipsoide como superficie objetivo. El que este método pueda utilizarse se
justifica con la aplicación de la geometŕıa de superficies de Riemann, con
la que se puede afirmar que cualquier superficie sin hoyos o intersecciones
consigo misma puede mapearse de forma conforme en una esfera, y cualquier
porción de la superficie puede mapearse en un disco [31]. En la Figura 3.4
se presenta el resultado que se obtiene al aplicar uno de los métodos para
mapear una superficie 3D (como la corteza cerebral) en otra superficie suave,
en este caso una esfera.

El objetivo principal de estos métodos es determinar un mapa conforme
entre la superficie y la esfera, pero vaŕıan las formas de llegar a este mapeo.
Se pueden encontrar métodos que aplican elementos finitos para construir
el mapa conforme, como el presentado por Haker et al. en [31], que adicio-
nalmente considera la aplicación de texturas y la generación de mapas de
coordenadas. En la misma ĺınea, Angenent et al. presentan en [2] la aplica-
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Figura 3.4: Vista del mapeo de una superficie en una esfera

ción del operador de Laplace-Beltrami5 que, junto con la formulación por
elementos finitos, permite construir el mapa conforme y mapear aśı la su-
perficie en una esfera. Otra forma de construir un mapa conforme esférico es
presentada por Ju et al. en [40], en donde se utiliza el mapeo conforme por
mı́nimos cuadrados introducido por Levy et al. en [48], el cual no preserva
muy bien las métricas pero invierte menos tiempo en los cálculos. Uno de
los métodos más recientes para construir un mapa conforme único entre una
superficie y una esfera es presentado por Wang et al. en [70], en donde se
aplican los elementos de la geometŕıa diferencial para construir un homeo-
morfismo entre las superficies y luego éste se deforma de forma que minimice
la enerǵıa armónica.

Otra forma de obtener una representación esférica de una superficie 3D
que es un poco más sencilla de formular, pero no ofrece tan buenos resultados
de forma directa, es plantear una fuerza que mueva cada uno de los puntos
de la superficie inicial hacia la superficie de la esfera. Fischl et al. presentan
un método con esta caracteŕıstica en [23], y consideran, para cada punto y
en cada iteración, una fuerza de suavizado y una fuerza radial. El método
requiere de un paso posterior para uniformizar la densidad de puntos en la
esfera.

5La generalización del operador de Laplace para superficies curvas.
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3.4. Modelos de Metamorfosis de Superficies

A primera vista podŕıa pensarse que la metamorfosis de superficies tiene
muy poco en común con los demás métodos, sin embargo, podŕıa funcionar
de forma similar al método de mapeo en superficies más sencillas, tomando
la superficie 3D inicial y la esfera o elipsoide (o alguna otra superficie suave)
como la superficie objetivo. Una de las caracteŕısticas de los demás métodos
que no tienen los modelos de metamorfosis de superficies es la preservación
de métricas, ya que no se aplican restricciones sobre la superficie inicial y
la superficie objetivo. En la Figura 3.5 se presenta el resultado esperado al
realizar la metamorfosis entre dos superficies.

Figura 3.5: Esquematización 2D del proceso de metamorfosis entre superfi-
cies

Los métodos de metamorfosis entre superficies requieren en la mayoŕıa
de los casos la intervención del usuario para establecer algunos parámetros o
elementos básicos necesarios para el proceso, de forma que son más propensos
a errores. Sólo unos pocos son completamente automáticos.

Algunos desarrollos recientes en el área se presentan a continuación:

Una transformación rápida entre superficies 2D o 3D es presentada
por Kanai et al. en [41]. Esta aproximación se basa en la construcción
de un mapa armónico entre las superficies y un disco unitario, que
sirve para establecer la correspondencia uno-a-uno entre los puntos de
las superficies. Requiere la intervención del usuario para definir una
marca de posición en cada una de las superficies.

Un elemento novedoso, denominado representación multiplanar, es in-
troducido por Ramasubramanian et al. y aplicado a la transformación
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entre superficies en [57]. La representación multiplanar toma una su-
perficie 3D y construye un conjunto de planos 2D que la representan
totalmente, con lo que es posible aplicar algoritmos de metamorfosis
2D. En cada plano se almacena un conjunto de superficies, determina-
das por una parametrización basada en radios. Requiere que el usuario
defina un eje, que afecta la cantidad de planos y la forma de las su-
perficies; y algunas correspondencias entre los planos en caso de que
no puedan ser determinadas por el algoritmo.

Zockler et al. presentan en [76] un método de metamorfosis basado
en regiones de correspondencia y puntos de ajuste, los cuales deben
ser identificados completamente por el usuario en la etapa inicial. El
algoritmo se encarga de establecer una parametrización entre cada
par de regiones, de ajustarlas de acuerdo a los puntos puestos por el
usuario y de generar las superficies intermedias de la transformación
de acuerdo a una interpolación.

Una aplicación del modelo de level sets 3D es presentada por Breen et

al. en [6]. Se construye un level set que se ajusta a la superficie inicial
y se deforma de forma progresiva, de acuerdo a la optimización de
una función objetivo que actúa como medida de similaridad entre los
objetos, hasta que alcanza la forma de la superficie final. Este método
es completamente automático; sin embargo, no puede ser utilizado con
superficies abiertas.

En [64], Treece et al. presentan la extensión de un método de trans-
formación 2D a la metamorfosis de superficies 3D, para lo cual uti-
lizan volúmenes de distancias, representaciones en esferas y vectores
de correspondencia entre esferas. Es un procedimiento algo complejo
y requiere la intervención del usuario en cada etapa para determinar
ciertos parámetros.

3.5. Aplicaciones de los Esquemas de Deformación

En la Sección 3.1 se menciona la primera aplicación de los modelos de
deformación de superficies: elaborar un mapa a partir de una superficie curva
como lo es el globo terráqueo. En la actualidad, las aplicaciones de este tipo
de métodos abarcan campos muy variados, desde el diseño de prendas de
vestir hasta la recreación de animaciones 3D; pero la mayoŕıa de ellas están
centradas en el campo de la medicina.

18



El diseño de prendas de vestir y de zapatos es una de las aplicaciones
más directas de los métodos para aplanar superficies [4, 66, 67]. Se utiliza
la representación tridimensional del cuerpo de la persona, sobre la cual se
determina la superficie que cubrirá la prenda y luego ésta es extráıda y
aplanada, insertando las ĺıneas de corte necesarias. Este modelo plano se
imprime para luego cortar las telas y fabricar las prendas, que se ajustan
perfectamente al cuerpo de la persona. El diseño de zapatos se realiza con
un procedimiento similar.

Otro grupo de aplicaciones se relacionan directamente con el procesa-
miento de gráficas. Los métodos de metamorfosis entre superficies presen-
tados en la Sección 3.4 pueden utilizarse para elaborar algunas animacio-
nes y efectos especiales en las transiciones, las cuales son muy utilizadas
en áreas como cine y televisión, publicidad y diseño gráfico. Los métodos
para suavizar superficies presentados en [46] y [60] permiten obtener múlti-
ples resoluciones de una malla poligonal, para facilitar el manejo de estas
estructuras en tareas tales como almacenamiento, visualización, edición y
transmisión. La adaptación de mapas de texturas a una superficie puede
conseguirse utilizando los métodos de aplanado y de mapeo de superficies,
tal como se presenta en [55].

El campo donde se concentran la mayor parte de las aplicaciones de
los modelos de deformación de superficies es la medicina. En base a estos
métodos se construyen paquetes de software que permiten a los profesionales
de la salud analizar de una manera más precisa y segura las estructuras
anatómicas de sus pacientes, aśı como establecer comparaciones entre ellas.
Utilizando los métodos para aplanar superficies se pueden analizar vasos
sangúıneos con el fin de detectar y visualizar patoloǵıas como estenosis6 y
pólipos7, aplicación presentada por Zhu et al. en [75]; aśı como el interior
del estómago, de acuerdo a lo presentado por Mori et al. en [53].

Dentro de la medicina, el área con mayor número de publicaciones sobre
deformación de superficies es la relativa a las estructuras cerebrales, puesto
que la corteza cerebral es considerada la superficie más compleja del cuer-
po humano, en cuanto a geometŕıa y topoloǵıa se refiere. La aplicación de
estos métodos permite la identificación de cambios en los surcos del cerebro
debidos a tumores u otras patoloǵıas. También facilitan la visualización de
las diferentes áreas funcionales del cerebro, aśı como la determinación de
distancias y otras medidas.

6Estrechez de un conducto u orificio.
7Tumor benigno, blando, que se desarrolla en las cavidades de una mucosa.
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Caṕıtulo 4

Modelo F́ısico de

Deformación

Las aplicaciones en morfometŕıa requieren precisión en las mediciones,
puesto que de esto depende la exactitud en el diagnóstico del especialista.
Para facilitar el cálculo de áreas y longitudes, éstas pueden realizarse sobre
una superficie simplificada que conserve las caracteŕısticas topológicas de la
estructura original. Teniendo en cuenta consideraciones f́ısicas, se ha plan-
teado un modelo de deformación con preservación de medidas. Este se for-
muló utilizando las ecuaciones que describen las tensiones de una membrana
elástica bajo escenarios de deformación, adaptándolas al caso particular.

4.1. Caracterización del Modelo

Se considera una membrana delgada estirada sobre un marco horizontal.
Sobre la membrana se aplican ciertas deformaciones en sentido vertical, de
forma que se presentan fuerzas en cada punto de la membrana debido a la
tensión a la que está sometida. Esta tensión superficial τ se define como la
fuerza por unidad de longitud necesaria para mantener unidos los bordes de
un corte que puede aplicarse sobre la superficie.

Si se considera únicamente una sección vertical de la membrana, apa-
recerá como una curva, tal como se muestra en la Figura 4.1, donde u
corresponde al desplazamiento vertical con respecto a la posición normal.

Aśı, para un pedazo de la superficie de longitud ∆x y ancho ∆y, la fuerza
a lo largo de la arista 1 es τ1∆y con un ángulo θ1, y de manera similar para
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Figura 4.1: Sección transversal de la membrana deformada

la arista 2. Aśı que la fuerza resultante es de la forma

∆F = τ2∆y sin θ2 − τ1∆y sin θ1 (4.1)

Considerando únicamente pequeñas deformaciones de la membrana, es
decir, pequeñas pendientes, es posible reemplazar sin θ por tan θ, que tam-
bién puede reescribirse como ∂u/∂x, de manera que la fuerza es entonces

∆F =

[

τ2

(

∂u

∂x

)

2

− τ1

(

∂u

∂x

)

1

]

∆y

La cantidad entre paréntesis puese escribirse igualmente (para pequeños
∆x) como

∂

∂x

(

τ
∂u

∂x

)

∆x

con lo que la fuerza se expresa como

∆F =
∂

∂x

(

τ
∂u

∂x

)

∆x∆y

Sobre los otros dos bordes del pedazo de superficie de longitud ∆x y
ancho ∆y, habrá otra contribución a la fuerza resultante, de manera que la
fuerza total sobre este trozo corresponde a

∆F =

[

∂

∂x

(

τ
∂u

∂x

)

+
∂

∂y

(

τ
∂u

∂y

)]

∆x∆y

La deformación de la membrana se debe a fuerzas externas. f representa
la fuerza hacia arriba por unidad de área que ejercen sobre la membrana las
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fuerzas externas. Cuando la membrana está en equilibrio, esta fuerza debe
equilibrarse con la fuerza interna (descrita por ∆F )

f = − ∆F

∆x∆y

de manera que la fuerza total puede expresarse como

f = −▽ · (τ▽u)

donde ▽ corresponde al operador gradiente bidimensional (∂/∂x, ∂/∂y). Es-
ta ecuación diferencial relaciona el cambio en la membrana u(x, y) con las
fuerzas aplicadas f(x, y) y la tensión superficial τ(x, y) que, en general, pue-
de variar de un punto a otro sobre la membrana.

4.2. Formulación del Modelo

Para la aplicación espećıfica de deformar la superficie (la membrana, en
este caso particular) sin alterar de manera significativa los valores de áreas
y longitudes, es imposible asumir que las deformaciones son pequeñas y sua-
ves, puesto que en superficies tales como la corteza cerebral las cisuras y
circunvoluciones corresponden a deformaciones bastante bruscas y abrup-
tas. Teniendo en cuenta estas consideraciones, es necesario encontrar otros
recursos para la simplificación de la Ecuación 4.1. Utilizando

sin θ =
tan θ√

1 + tan2 θ

se obtiene

∆F =

[

τ2

tan θ2
√

1 + tan2 θ2

− τ1

tan θ1
√

1 + tan2 θ1

]

∆y

Expresando tan θ como ∂u/∂x

∆F =



τ2

∂u
∂x

∣

∣

2
√

1 +
(

∂u
∂x

∣

∣

2

)2
− τ1

∂u
∂x

∣

∣

1
√

1 +
(

∂u
∂x

∣

∣

1

)2



∆y

Para pequeños ∆x

∆F =
∂

∂x



τ
∂u
∂x

√

1 +
(

∂u
∂x

)2



∆x∆y
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que también puede expresarse como

∆F =
∂

∂x



τ
∂u

∂x

[

1 +

(

∂u

∂x

)2
]−1/2



∆x∆y (4.2)

Esta expresión describe la fuerza interna del sistema, la cual es necesario
equilibrar con las fuerzas externas, que producen las deformaciones en la
membrana:

f = − ∆F

∆x∆y

f = − ∂

∂x



τ
∂u

∂x

[

1 +

(

∂u

∂x

)2
]−1/2





A f debe incorporarse la fuerza radial FR = (Rk − xk), que conduce
cada punto de la membrana hacia la superficie de una esfera de radio R. Rk

corresponde a la proyección radial del punto xk en la esfera de radio R.

f = − ∂

∂x



τ
∂u

∂x

[

1 +

(

∂u

∂x

)2
]−1/2



− FR

Para describir la evolución de cada punto de la membrana de acuerdo a
las fuerzas externas aplicadas, se utiliza la ecuación F = m a. En este caso,
puede considerarse que todos los puntos tienen masa 1. De manera que la
ecuación de fuerzas obtenida para el modelo de deformación es

− ∂

∂x



τ
∂u

∂x

[

1 +

(

∂u

∂x

)2
]−1/2



− FR =
∂2u

∂t2

Reorganizando

∂2u

∂t2
+ FR = − ∂

∂x



τ
∂u

∂x

[

1 +

(

∂u

∂x

)2
]−1/2





Dado que (1 + x)m ≈ 1 + mx

∂2u

∂t2
+ FR = − ∂

∂x

(

τ
∂u

∂x

[

1 − 1

2

(

∂u

∂x

)2
])
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Finalmente, la ecuación obtenida para modelar la deformación de la
membrana (o de una superficie, en general) corresponde a

∂2u

∂t2
+ FR = − ∂

∂x

(

τ

[

∂u

∂x
− 1

2

(

∂u

∂x

)3
])

(4.3)

La tensión superficial τ se modelará, en este caso, en función de la cur-
vatura, puesto que en aquellos puntos donde la curvatura es más alta, se
genera una tensión mayor que los hace retornar a su posición original. La
curvatura en cada punto de la superficie se calcula con la siguiente fórmula

κ =
∂2u
∂x2

[

1 +
(

∂u
∂x

)2
]3/2

Con este método se espera que aquellas métricas como áreas y longitudes
se preserven en un alto grado en aquellos puntos donde la curvatura es
mı́nima, debido a que la tensión depende directamente de la curvatura.

24



Caṕıtulo 5

Modelo Variacional de

Deformación

Como se puede apreciar en el Caṕıtulo 3, se han planteado diversas apro-
ximaciones y técnicas para la deformación de superficies 3D. Al momento de
incluir una restricción sobre la deformación, como la preservación de áreas
y longitudes, también pueden encontrarse varios modelos con enfoques di-
ferentes, pero que presenten el mismo resultado esperado. En este orden de
ideas, además del método f́ısico, planteado en el Caṕıtulo 4, se ha formulado
un modelo variacional, el cual considera las ecuaciones que describen la pre-
servación local del área alrededor de cada punto de la superficie, y con ellas
construye una expresión para el movimiento de evolución de estos puntos.

5.1. Caracterización del Modelo

El objetivo es plantear las ecuaciones de evolución de los NV vértices
xi de una triangulación de una superficie cerrada que, conservando (lo más
aproximadamente posible) el área de la triangulación, la hagan evolucionar
a una forma esférica. Para esto, se tienen las siguientes consideraciones:

S(~x) = const

Ṡ(~x) = 0

donde S corresponde a la superficie a deformar. Se exigirá en particular que
un xi dado evolucione durante el movimiento de manera que

∂S

∂xi
ẋi = 0

Esto asegura una “conservación local” del área alrededor de xi.
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5.2. Formulación del Modelo

Figura 5.1: Representación de la superficie de triangulación

El área total se puede expresar como la suma
∑

j

s(xi, xj , xj+1) + S′(~x′) = 0

donde s(xi, xj, xj+1) es el área de uno de los triángulos del abanico que tiene
a xi como vértice común y a los vecinos xj , j = 1, . . . ,Ni como vértices
ordenados consecutivos (Figura 5.1).

Según esto, la derivada parcial de S respecto a xi implica sólo derivar
los sumandos s(xi, xj , xj+1), de modo que la restricción para la constancia
de la superficie se reduce a

ẋi
∂

∂xi

∑

j

s(xi, xj , xj+1) = 0

ẋi

∑

j

∇is(xi, xj , xj+1) = 0

Esta condición indica que el vector ẋi debe ser perpendicular al vector

ki =
∑

j

∇is(xi, xj , xj+1) (5.1)
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De este modo, si para llevar un punto xi de la forma original a la superfi-
cie de una esfera se propone una velocidad vi (que depende de la distancia a
la superficie de la esfera y, posiblemente, de la “suavidad” de la superficie),
se tendrá que la ecuación

ẋ = vi

se debe modificar a

ẋ = vi −
vi · ki

|ki|2
ki (5.2)

para que se conserve el área. Para el caso particular, la velocidad que lleva
los puntos hacia la superficie de la esfera es la fuerza radial FR = (Rk −xk).

Observaciones:

1. Si se plantea la velocidad vi como de aproximación a la superficie
de una esfera centrada en el origen de coordenadas, conviene tomar
como origen el centro de masas de los xi originales e incluir en vi una
velocidad vCM de corrección del centro de masas en cada instante de
tiempo, dada por

vCM = − 1

NV

∑

i

(

vi −
vi · ki

|ki|2
ki

)

2. Lo habitual es que el área al final Aend de la iteración (básicamente,
cuando ẋi ≃ 0, para todo i) no sea exactamente igual al área ini-
cial Ainit, debido a limitaciones en el esquema de integración. Para
corregirlo, dado que el centro de la esfera se sitúa en el origen, bas-
tará reescalar todos los xi obtenidos al final de la evolución por el
factor

√

Ainit

Aend

Cálculo del vector ki

Para calcular el vector ki se calculan los valores de las superficies que
forma xi con los sucesivos pares de vértices vecinos, xj , xj+1. La magnitud
de dicha área viene dada por el módulo del producto vectorial

~sij =
1

2
(xj − xi) × (xj+1 − xi)

Dado que este módulo vale

|sij | =
1

2
|xj − xi| |xj+1 − xi| sin θi,j,j+1
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(θi,j,j+1 es el ángulo que forman los dos vectores diferencia en el vértice xi)
es fácil ver que su cuadrado está relacionado con el producto escalar por

|sij |2 =
1

4
|xj −xi|2|xj+1−xi|2 sin2 θi,j,j+1 =

1

4
|xj −xi|2|xj+1−xi|2(1−cos2 θi,j,j+1)

|sij|2 =
1

4

{

|xj − xi|2|xj+1 − xi|2 − [(xj − xi) · (xj+1 − xi)]
2
}

Esta expresión, derivada respecto a xi da

∇|sij|2 = −1

2

{

|xj+1 − xi|2(xj − xi)
+|xj − xi|2(xj+1 − xi)
−[(xj − xi) · (xj+1 − xi)](xj − xi)
− [(xj − xi) · (xj+1 − xi)](xj+1 − xi)}

Teniendo en cuenta que |xj − xi|2 = (xj − xi) · (xj − xi), agrupando los
términos en (xj − xi) y los análogos en (xj+1 − xi), se obtiene

∇|sij|2 = −1

2
{ [(xj+1 − xi) · (xj+1 − xj)](xj − xi)
+ [(xj − xi) · (xj − xj+1)](xj+1 − xi)}

y, por lo tanto, la derivada respecto a xi de |sij | valdrá

2|sij |∇|sij | = ∇|sij|2

∇|sij| = − 1

4|sij|
{ [(xj+1 − xi) · (xj+1 − xj)](xj − xi)

+ [(xj − xi) · (xj − xj+1)](xj+1 − xi)}
El vector ki tendrá, entonces, la expresión

ki = −1

2

∑

j

[(xj+1 − xi) · (xj+1 − xj)](xj − xi) + [(xj − xi) · (xj − xj+1)](xj+1 − xi)
√

|xj − xi|2|xj+1 − xi|2 − [(xj − xi) · (xj+1 − xi)]2

que todav́ıa se puede simplificar más, escribiéndolo como

ki = −1

2

∑

j

[(xj+1 − xi) · (xj+1 − xj)]xj − [(xj − xi) · (xj+1 − xj)]xj+1 − |xj+1 − xj |2xi
√

|xj − xi|2|xj+1 − xi|2 − [(xj − xi) · (xj+1 − xi)]2
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Caṕıtulo 6

Prototipo de Visualización y

Medición

Una vez completadas las formulaciones de los modelos de deformación,
debe tenerse en cuenta la necesidad de una aplicación que permita al usua-
rio leer un archivo que representa una estructura 3D, aplicarle alguno de los
métodos de deformación planteados, y calcular las longitudes y áreas sobre
la superficie obtenida. Inicialmente, esta aplicación proveerá la infraestruc-
tura necesaria para la validación y pruebas de los modelos planteados; y
posteriormente llegará a ser el prototipo de una aplicación que permita a
los especialistas médicos realizar y cuantificar análisis morfométricos sobre
cualquier estructura o grupo de ellas.

6.1. Metodoloǵıa de Desarrollo

Se requiere el desarrollo de una aplicación que permita la visualización
de la superficie 3D y del proceso de deformación de la misma, y que además
ofrezca al usuario la funcionalidad para el cálculo del conjunto de métricas.
La metodoloǵıa de desarrollo de software escogida para la implementación de
esta herramienta es la construcción de prototipos de forma evolutiva, con el
fin de que, en cada etapa del proyecto, el aplicativo provea la funcionalidad
básica para la validación y pruebas.

La metodoloǵıa contempla una etapa de inicialización, donde se definen
los objetivos que se piensan cumplir en cada iteración. Luego, se realiza la
parte iterativa, en donde, de acuerdo a los objetivos trazados, se hace la
planeación, análisis, diseño e implementación. Al terminar estas tareas, se
hacen evaluaciones y pruebas para determinar si los objetivos se cumplieron.
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Luego, las dos etapas se repiten, hasta que el producto final cumple todas
las especificaciones y satisface los requerimientos del usuario. Para esto,
generalmente se mantiene una lista de control donde se especifican todas las
tareas que deben ser realizadas.

6.2. Componentes Principales del Prototipo

El prototipo computacional desarrollado para la visualización y medición
de las superficies 3D simplificadas está compuesta por las implementaciones
de los métodos de deformación, los algoritmos para medición sobre las su-
perficies, y los componentes básicos de la interfaz de usuario.

6.2.1. Modelo F́ısico

6.2.2. Modelo Variacional

6.2.3. Cálculo de las Medidas

Los algoritmos para el cálculo de las áreas y longitudes sobre superficies
3D vaŕıan dependiendo del tipo de representación utilizado para generar las
superficies 3D: mallas poligonales, representaciones con voxeles, superficies
paramétricas, superficies impĺıcitas, modelos de geometŕıa sólida construc-
tiva (CSG), y algunos más.

En el caso de mallas poligonales, el cálculo de la distancia entre dos
puntos puede realizarse avanzando por las aristas y sumando sus longitudes.
Cuando se requieren valores exactos para las distancias, es posible tomar
diversos puntos sobre la malla e interpolar una curva que permita calcular
la distancia. Para el cálculo de las áreas, es necesario definir una frontera
que corresponda con las aristas de los poĺıgonos constituyentes, y luego se
suman las áreas de todos los poĺıgonos que quedan dentro de la frontera.
Para calcular áreas de manera más exacta, es posible interpolar la curva de
frontera y utilizar métodos de subdivisión de poĺıgonos para encontrar las
contribuciones de cada uno de los poĺıgonos al área total.

Cuando la representación utilizada consiste en superficies definidas por
funciones paramétricas, los cálculos de áreas y longitudes pueden realizarse
más fácilmente planteando problemas de minimización para encontrar la
distancia entre dos puntos, en el caso de las longitudes; y definiendo curvas
de frontera y calculando integrales sobre ellas, en el caso de las áreas.
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6.3. Requerimientos de Hardware y Software

El desarrollo de la aplicación requiere una libreŕıa para visualizar e inter-
actuar con las superficies tridimensionales, como VTK (Visualization ToolKit)
o JOGL (Java bindings for OpenGL). También se requiere una libreŕıa para
elaborar la interfaz de usuario, con VTK es posible utilizar WxWidgets o Java

(dependiendo de la versión de VTK que se utilice), con JOGL sólo es posible
utilizar Java.

En cuanto a los requerimientos de hardware, para la correcta visuali-
zación de las superficies 3D y una interacción más rápida, se requiere una
tarjeta de video con mı́nimo 128MB de memoria independiente.
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Caṕıtulo 7

Pruebas y Validación

La implementación de los modelos de deformación en el prototipo de
visualización y medición, provee una base computacional para una rápida
verificación del comportamiento de los modelos bajo diversos escenarios de
deformación. De esta forma, es posible confrontar las mediciones obtenidas
luego de aplicar los métodos de deformación con las mediciones sobre la
superficie original, y proveer una referencia visual del posible cambio de las
áreas y superficies en el proceso de deformación. Para verificar el comporta-
miento de los modelos planteados con respecto a la restricción de conserva-
ción de áreas y longitudes, es necesario utilizar curvas y superficies phantom

o sintéticas, elaboradas manualmente para explotar los aspectos de cada uno
de los métodos.

Conjuntamente con la validación del comportamiento de los modelos
planteados previamente, se requieren realizar pruebas relacionadas con la
interfaz de usuario diseñada e implementada en el Caṕıtulo 6. Es necesario
recoger los comentarios de los posibles usuarios de la aplicación, y verificar
caracteŕısticas de usabilidad, tiempos de respuesta, eficiencia y confiabili-
dad; para garantizar que la aplicación corresponderá a las expectativas y
necesidades de los usuarios.

7.1. Modelo F́ısico

El modelo constrúıdo con base en consideraciones f́ısicas puede validarse
tanto sobre curvas 2D como utilizando superficies 3D. Para la simulación
de su comportamiento, requiere la aplicación de un método de integración
para las derivadas temporales y espaciales. Inicialmente, se ha considerado
utilizar el método de Runge-Kutta de orden 4, pero también pueden aplicarse
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esquemas de integración tales como diferencias finitas.
El resultado esperado de las simulaciones utilizando el método f́ısico es

que tanto las curvas 2D como las superficies 3D se desplieguen suavemente
hasta suavizar y aplanar lo más posible los plegamientos que éstos puedan
presentar.

7.1.1. Modelo F́ısico sobre Curvas 2D

Para la simulación del modelo f́ısico sobre curvas 2D, se construyó una
curva sintética que representa la forma de las cisuras en la corteza cerebral.
Se utilizaron funciones cuadráticas por trozos para crear esta curva, la cual
presenta una singularidad en el centro, tal y como se muestra en la Figura
7.1.

Figura 7.1: Curva sintética 2D constrúıda para validar el método f́ısico

Utilizando un tamaño de paso de 0.1 y 20 iteraciones, la simulación del
método f́ısico sobre esta curva sintética arrojó el resultado presentado en la
Figura 7.2. El método tiende a oscilar bastante sobre el punto de inflexión
de la curva, mientras que el resto no cambia a lo largo de las iteraciones.

Dado que el punto de inflexión presenta problemas en la simulación, se
construyó otra curva sintética de forma similar a la primera, pero suavizada
para eliminar la singularidad, como se muestra en la Figura 7.3.

Utilizando los mismos parámetros para la simulación (tamaño de paso
0.1, 20 iteraciones), pero utilizando la curva 2D suavizada, se obtuvieron
los resultados presentados en la Figura 7.4. Aunque ya no se presentan las
oscilaciones en el centro de la curva, de todas maneras la curva se mantiene
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Figura 7.2: Resultado de la simulación del método f́ısico sobre la curva
sintética 2D

Figura 7.3: Curva sintética 2D suavizada para validar el método f́ısico
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invariante a lo largo de las iteraciones. Esto no corresponde al resultado
esperado, en donde la curva debeŕıa desplegarse y evolucionar hacia una
ĺınea recta.

Figura 7.4: Resultado de la simulación del método f́ısico sobre la curva
sintética 2D suavizada

7.1.2. Modelo F́ısico sobre Superficies 3D

7.2. Modelo Variacional sobre Superficies 3D

El modelo variacional, dado que está formulado con base en la preser-
vación local de las áreas, únicamente puede simularse sobre superficies 3D.
Para esto, la posición de cada uno de los puntos se actualiza iteración tras
iteración utilizando la velocidad de evolución planteada en la Ecuación 5.2,
la cual incluye la fuerza radial como parte de la velocidad de aproximación
a la esfera.

La superficie sintética que se construyó simula una esfera con una abo-
lladura, y se obtuvo utilizando dos esferas, una más grande que la otra, y
aplicando una operación de diferencia, de manera que a la esfera grande se
le quitó una parte de la esfera pequeña. En la Figura 7.5 pueden apreciarse
dos vistas de la superficie sintética constrúıda.

La ecuación de actualización de la velocidad se aplicó de forma iterativa
a esta superficie sintética, hasta que la superficie convergió completamente
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Figura 7.5: Dos vistas de la superficie 3D sintética constrúıda para validar
el método variacional

a una esfera. Los triángulos que correspond́ıan a la abolladora variaron en
tamaño y forma, pero el área local se conservó casi que totalmente. La Figura
7.6 presenta algunas imágenes de la secuencia de evolución de la superficie
sintética.

Figura 7.6: Resultado de la aplicación del método variacional sobre la su-
perficie sintética 3D

La misma ecuación de actualización de la velocidad se aplicó sobre una
malla de triangulación que representa un tallo cerebral, la cual se muestra
en la Figura 7.7. El resultado obtenido sobre esta superficie está lejos de lo
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Figura 7.7: Malla de triangulación que representa un tallo cerebral, utilizada
para la validación del método variacional

esperado, puesto que, a pesar de que la superficie tiende a proyectarse en
una esfera, los triángulos se desordenan y sobrelapan de iteración a iteración,
como puede observarse en la secuencia de evolución presentada en la Figura
7.8.

7.3. Pruebas de Usuario
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Figura 7.8: Resultado de la aplicación del método variacional sobre la malla
3D que representa un tallo cerebral

38



Caṕıtulo 8

Conclusiones

Los métodos para deformar superficies constituyen una herramienta muy
valiosa al momento de simplificar análisis y procesamientos en diferentes dis-
ciplinas, como la computación gráfica, el diseño gráfico y de modas, entre
otras. El área en la que se han aplicado la mayoŕıa de modelos de deforma-
ción de superficies es la medicina, en donde se facilita la visualización de
las caracteŕısticas estructurales y funcionales de los volúmenes anatómicos
construidos a partir de pilas de imágenes médicas. Los análisis que pueden
realizarse sobre estas superficies son más precisos y proveen información
adicional sobre la condición del paciente.

Existen diferentes clases de deformaciones de superficies: aplanado, ali-
sado, mapeo y metamorfosis; bajo las cuales se pueden agrupar los méto-
dos publicados más recientemente. Las caracteŕısticas particulares de cada
método pueden hacerlo menos adecuado para ciertos tipos de problemas,
pero gracias a la diversidad de modelos planteados hasta ahora es posible
encontrar alguno con el que se obtengan resultados satisfactorios.

Enfocándose en el problema particular de morfometŕıa de estructuras
anatómicas, se concluye que el grupo de métodos menos aplicable es el de
metamorfosis de superficies, ya que no garantiza la preservación de métricas,
la cual es una condición necesaria para asegurar la precisión en los análisis
morfométricos.

Trabajos futuros en esta área incluyen determinar si la combinación de
dos o más de estos métodos influye positivamente en la preservación de
métricas, desarrollar métodos adaptativos de acuerdo a la complejidad de
pequeñas áreas de la superficie y estudiar la aplicabilidad de un modelo
basado en el centro de masa y los vectores normales, entre otros.
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