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ABSTRACT

La deformacién de superficies y volimenes 3D se ha con-
vertido en una herramienta muy valiosa para el diagnosti-
co médico, puesto que facilita los analisis morfométricos y
funcionales de las estructuras anatémicas. En el presente
trabajo se proponen algunos métodos para deformar super-
ficies, que preservan métricas tales como areas y distancias,
esenciales en los estudios morfométricos.
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1. INTRODUCCION

En los iltimos anos la medicina ha sido invadida por avan-
ces tecnolégicos que han cambiado de muchas maneras el
ejercicio profesional. En particular, los recursos computacio-
nales se han convertido en una importante herramienta en
la toma de decisiones més acertadas acerca de la condicién
del paciente y de su tratamiento. En particular, a partir
de imagenes de tomografia computarizada (CT, Computer
Tomography) o resonancia magnética (MR, Magnetic Reso-
nance) se construyen modelos tridimensionales que facilitan
la visualizacién y analisis de las caracteristicas funcionales
y anatémicas de algunas estructuras. La determinacién de
longitudes y dreas en estas superficies se dificulta debido a
la intrincada geometria de algunas estructuras anatémicas,
como la corteza cerebral, 6rganos huecos como el colon, etc.
Sin embargo, algunas de estas aplicaciones morfométricas
pueden simplificarse si las mediciones se realizan sobre otra
superficie méas suave con una topologia similar y que conser-
ve las métricas lo mas posible.

Por otro lado, las deformaciones de superficies tridimensio-
nales y sus aplicaciones han sido tema de estudio en los lti-
mos 20 anos. Los modelos deformables se aplican actualmen-
te en diferentes areas, para automatizar procesos tales como
segmentacion, registro, medicién, ajuste, y otros relativos a

imagenes médicas. Basicamente, se denominan modelos de-
formables a aquellos en los que un contorno bidimensional o
una superficie tridimensional se hacen evolucionar hasta que
toman la forma de otro contorno o superficie objetivo. De
acuerdo a lo presentado por Montagnat et al. en su revisién
de los modelos deformables [16], los campos de accién en
los cuales se aplican los modelos deformables cubre el reco-
nocimiento de patrones, animacién computarizada, simula-
cién de cirugias, y la segmentacién de imégenes, entre otras.
También se utilizan diferentes representaciones para generar
desde lineas 3D deformables hasta volimenes deformables.
Los modelos deformables fueron introducidos por Kass et
al. en 2D [15] y extendidos al caso 3D por Terzopoulos et
al. [17].

En este articulo se presentan principalmente las formula-
ciones de dos modelos para deformar superficies, junto con
algunos experimentos aplicando estos modelos. La estructu-
ra del articulo es la siguiente: inicialmente, en la Seccién 2
se describe la morfometria de superficies, introduciendo de
esta manera el problema a tratar; luego, en la Seccién 3 se
presentan las generalidades de los modelos de deformacion,
profundizando en un modelo particular de mapeo de superfi-
cies en la Subseccién 3.1. Las consideraciones y formulacion
del modelo basado en las caracteristicas fisicas del problema
se presenta en la Seccién 4, mientras que el modelo basado
en consideraciones variacionales se presenta en la Secciéon
5. Para terminar, en la Seccién 6 se presentan algunos re-
sultados obtenidos utilizando los métodos descritos; y con la
Seccién 7 se concluye el articulo y se delinean las actividades
futuras.

2. MORFOMETR IA DE SUPERFICIES 3D

La morfometria o biometria, es decir, el estudio cuantita-
tivo de las estructuras anatomicas, es un elemento poten-
cialmente importante en el diagndstico, el prondstico y el
seguimiento de la condicién de un paciente. Las mediciones
sobre algin 6rgano, cuando se realizan, generalmente se ha-
cen de forma manual, por lo cual son vulnerables a errores
en la medicién, y como consecuencia producen pérdida en la
precisién y en la confiabilidad de la medida [§].

Existen paquetes de software que permiten realizar medicio-
nes exactas sobre superficies lisas y sencillas; sin embargo,
este tipo de mediciones es muy dificil en superficies més
complejas e intrincadas, pues es necesario considerar facto-
res tales como el cambio en los dngulos, en las curvaturas,
los cambios topoldgicos, las relaciones locales y globales de



la superficie, etc. que determinan la precisién en las medicio-
nes. Para resolver este problema, una aproximacién posible
consiste en deformar la superficie inicial para simplificar la
geometria, con lo cual se puede entonces aplicar algoritmos
de medicion para superficies sencillas.

3. MODELOS DE DEFORMACI ON DE SU-
PERFICIES

Las deformaciones de superficies 3D han sido exploradas en
los tultimos 20 anos, en aplicaciones tales como la animacién
computarizada, el modelamiento de materiales y el analisis
de estructuras anatémicas en imagenes médicas. La primera
referencia a este tipo de problemas la constituye el obtener
una representacién plana de una superficie curva, como por
ejemplo una esfera. Este problema fue estudiado por Gauss
hacia 1828, quien mostré que, debido a la diferencia entre las
curvaturas Gaussianas® de la superficie curvada y su repre-
sentacién en el plano, no era posible solucionarlo de manera
totalmente exacta. Sin embargo, hacia 1989, empezaron a
publicarse las primeras soluciones aproximadas de este pro-
blema. La investigacion en este campo continda con mejores
aproximaciones planares de las superficies 3D, mientras se
han explorado otras posibilidades tales como suavizar la geo-
metria de la superficie u obtener un mapeo entre los puntos
de la superficie y otra mas simple.

Los modelos para deformar superficies resefiados en la lite-
ratura mas reciente pueden clasificarse en tres tipos primor-
diales: modelos que aplanan una superficie, los cuales buscan
obtener una representacién en el plano euclidiano de la su-
perficie 3D, insertando si es necesario lineas de corte que
mejoren la proyeccién,; modelos que suavizan la geometria
de la superficie, con los que se obtiene una representacion
alisada, que conserva la forma 3D pero elimina los picos y
valles demasiados pronunciados; y métodos de mapeo de su-
perficies, donde se busca proyectar los puntos de la superficie
3D en otra de geometria mas simple y con una topologia si-
milar (como una esfera).

Los trabajos realizados por David Van Essen et al. ( [1,3-7,
13,14]) y Bruce Fischl et al. ( [2,9-11]), son los mds sobre-
salientes en el estudio de la corteza cerebral, y constituyen
un buen ejemplo y referencia de los trabajos que se pueden
realizar con los modelos de deformacién basados en superfi-
cies. Sus articulos presentan desarrollos muy completos acer-
ca de los tres tipos de modelos considerados anteriormente,
y también han elaborado herramientas de software, como
SureFit?, Caret® y SuMS?, resefiadas en [6], las cuales per-
miten al usuario realizar diversos analisis sobre superficies
de la corteza cerebral y aplicar operaciones como suaviza-
do, transformaciones geométricas, proyecciones, aplanado y
otras deformaciones.

LCurvatura: es bisicamente la cantidad por la que un ob-
jeto geométrico se desvia de ser plano. En superficies, se
encuentran las curvaturas principales, k1 y k2, que indican
la curvatura minima y maxima en un punto de la superfi-
cie; la curvatura media, que es el promedio de las curvaturas
principales y la curvatura Gaussiana, que es el producto de
K1y R2.
2http://brainvis.wustl.edu/resources/surefitnew.
html
3http://brainmap.wustl.edu/resources/caretnew.html
‘http://sumsdb.wustl.edu:8081/sums/index. jsp

3.1 Mapeo de Superficies

Con la aplicacién de los métodos de mapeo de superficies se
busca proyectar todos los puntos de la superficie 3D en otra
de geometria més simple y con las mismas caracteristicas
topoldgicas, la cual generalmente corresponde a una esfera
o un elipsoide. La fundamentacién primordial de estos méto-
dos es la geometria de superficies de Riemann, que afirma
que cualquier superficie sin hoyos o intersecciones consigo
misma puede mapearse de forma conforme en una esfera,
y cualquier porcién de la superficie puede mapearse en un
disco [12]. Es necesario determinar previamente las carac-
teristicas de la esfera de forma que el area de su superficie
se aproxime lo més posible al drea de la superficie 3D inicial.
También es necesario determinar una estrategia para mane-
jar la desigualdad en la concentracién de los puntos, debido
a los plegamientos que pueda tener la superficie inicial.

La aproximacién més sencilla [9] iterativamente actualiza la
posicién de cada uno de los vértices en la malla de trian-
gulaciéon de acuerdo a una fuerza de suavizado Fs y a una
fuerza radial Fr:

zk(t +1) = 2k (t) + Fs(t) + ArFr(t) (1)

donde xj representa la posicién del k-ésimo vértice en la
iteracién t.

La fuerza de suavizado estd conformada por un componente
local y uno global. El componente local mueve cada vértice
en la direccién del centroide de sus vecinos, mientras que
el componente global proyecta hacia afuera el promedio del
movimiento hacia adentro que se crea sobre toda la superfi-
cie, éste es utilizado como un componente de correccién. La
fuerza de suavizado esta dada por:

Fs = Nik D (@ —an) - %Z > (mn's) - (z; — i) (2)

JEN} i JEN;
donde Ny corresponde al conjunto de vértices vecinos al k-
ésimo vértice, V es el nimero de vértices en la malla y ng y

n’;, representan el vector normal a la superficie en el vértice
k y su transpuesto.

La fuerza radial conduce cada vértice hacia la superficie de
una esfera de radio R:

Fr = (Rk — xk) (3)

utilizando Rx como la proyeccién radial de z en la esfera
de radio R.

Aplicando esta aproximacién, se obtiene la representacién
de la superficie 3D en una esfera, sin embargo, los autores
consideran un segundo paso en el procesamiento, donde se
evalia el mapeo inverso (de la esfera hacia la superficie ini-
cial) y en aquellos puntos en donde éste es multivaluado, se
establece un nuevo y tinico mapeo.

4. MODELO FiSICO DE DEFORMACI ON

El modelo fisico de deformacién se formulé utilizando las
ecuaciones que describen las tensiones de una membrana
bajo escenarios de deformaciéon, adaptiandolas al caso parti-
cular.

Se considera una membrana delgada estirada sobre un marco



horizontal. Esta membrana es sometida a ciertas deforma-
ciones en sentido vertical, de forma que se presentan fuerzas
de tensién en cada punto de la membrana. Si se conside-
ra Unicamente una seccién vertical de la membrana, apare-
cerd como una curva, tal como se muestra en la Figura 1,
donde u corresponde al desplazamiento vertical con respecto
a la posicién normal.

Figure 1: Seccién transversal de la membrana defor-
mada

Asi, para un pedazo de la superficie de longitud Ax y ancho
Ay, la fuerza a lo largo de la arista 1 es 71 Ay con un éngulo
01, y de manera similar para la arista 2. Asi que la fuerza
resultante es de la forma

AF = 15 Aysin 02 — 71 Ay sin 64

La ecuacion de fuerzas para el modelo de deformacion, ba-
sado en lo anterior, es

0%u ) ou 1 [ou)®
maE TR =g | %‘5(%) “)

donde Fr corresponde a la fuerza radial a aplicar (Ecuacién
3), y T corresponde a la tensién superficial sobre cada punto.
Esta tensién superficial se modelard, en este caso, en fun-
cién de la curvatura, puesto que en aquellos puntos donde la
curvatura es mas alta, se genera una tensiéon mayor que los
hace retornar a su posicién original. La curvatura en cada
punto de la superficie se calcula con la siguiente férmula

u

9z2

1+ (37"

R =

Con este método se espera que aquellas métricas como dreas
y longitudes se preserven en un alto grado en aquellos pun-
tos donde la curvatura es minima, debido a que la tensién
depende directamente de la curvatura.

5. MODELO VARIACIONAL DE DEFOR-
MACI ON

El modelo variacional considera las ecuaciones que describen
la preservacion local del drea alrededor de cada punto de
la superficie, y con ellas construye una expresién para el
movimiento de evolucién de estos puntos.

El objetivo es plantear las ecuaciones de evolucién de los
Ny vértices z; de una triangulacién de una superficie cerra-
da que, conservando (lo mds aproximadamente posible) el

area de la triangulacién, la hagan evolucionar a una forma
esférica. Para esto, se tienen las siguientes consideraciones:

S (&) = const

$@) =0

donde S corresponde a la superficie a deformar. Se exigira en
particular que un x; dado evolucione durante el movimiento
de manera que

05,

8:177;
Esto asegura una “conservacion local” del area alrededor de
Zi.
El area total se puede expresar como la suma
! =l

> s(wi, x5, w541) + 8'(&) =0

J
donde s(zi, x;,xj+1) es el drea de uno de los tridngulos del
abanico que tiene a z; como vértice comun y a los vecinos zj,

j=1,...,N; como vértices ordenados consecutivos (Figura
2).

X

$( i 2,541

Z
Tj+1

Figure 2: Representacion de la superficie de trian-
gulacién

Segun esto, la derivada parcial de S respecto a x; implica
s6lo derivar los sumandos s(z;,x;,zj+1), de modo que la
restriccién para la constancia de la superficie se reduce a

. 0
Tig ;3(1’¢,l’j,l’j+1) =0

&> Vis(i, xj,w541) =0 ()

J

Esta condicién indica que el vector &; debe ser perpendicular
al vector

ki =3 Vis(zg, @j, @j41)
J

1 lejy1 —@j1% (@ —aj) = (@ —wj) - (@jp1 — @ )l(@jp1 — ;)
_Z =

25 Viei =252 lej 11 — 212 — (@ — ;) - (@11 — zj)

De este modo, si para llevar un punto x; de la forma original
a la superficie de una esfera se propone una velocidad v; (que
depende de la distancia a la superficie de la esfera y, posi-
blemente, de la “suavidad” de la superficie), se tendrd que



la ecuacion

T =v;
se debe modificar a
. v; - ki
T = Vi — sz (6)

para que se conserve el drea. Para el caso particular, la ve-
locidad que lleva los puntos hacia la superficie de la esfera
es la misma fuerza radial definida por la Ecuacién 3.

6. RESULTADOS

Inicialmente, se estudié el modelo de mapeo de superficies
presentado en la Subseccién 3.1, y para analizar el efecto de
las deformaciones en las métricas, se implement6 este méto-
do utilizando la libreria de visualizacién VTK, y una malla
poligonal que representa un tallo cerebral. Actualizando ite-
rativamente los puntos de la malla inicamente con la fuerza
de suavizado (Ecuacién 2), la malla poligonal se deforma
hasta tomar una forma lisa y alargada, como se muestra en

S

Figure 3: Deformacién aplicando tunicamente una
fuerza de suavizado

Al aplicar conjuntamente la fuerza de suavizado (Ecuacién
2) y la fuerza radial (Ecuacién 3), ademds de suavizar poco
a poco la superficie, en cada iteracién los puntos de la ma-
lla son empujados hasta tomar una forma esférica, como se
puede apreciar en la Figura 4.

Figure 4: Deformacién aplicando fuerzas radiales y
de suavizado

Indiscutiblemente, la aplicacién de este método afecta de
forma significativa las longitudes y las dreas sobre la super-
ficie, dado que la tnica consideracién para el radio de la
esfera objetivo son las dimensiones (alto, ancho y largo) de
la malla original. Para obtener una esfera de superficie total
aproximada a la de la malla original, es necesario sumar las
areas individuales de los tridngulos que componen la malla,
y luego utilizar este valor para obtener un radio aproxima-
do. Atn asi, las dreas y longitudes no se preservan de forma
satisfactoria para los analisis morfométricos.

El método basado en consideraciones fisicas se analizé ini-
cialmente utilizando una curva 2D, la cual se muestra en

la Figura 5(a). La ecuacién de fuerzas (Ecuacién 4) se si-
mulé utilizando el método de Runge-Kutta de orden 4, con
un tamano de paso de 0.1 y 20 iteraciones, y el resultado
obtenido se muestra en la Figura 5(b).

teracion) oo x(puniog)

0 20 40 60 B0 100 120 140 160 180 200

(a) (b)

Figure 5: Simulacién del método fisico sobre una
curva 2D

Para el mismo método fisico se realizé otra simulacién con
las mismas caracteristicas (tamafio de paso 0.1 y 20 iteracio-
nes), pero utilizando una curva 2D maés suave (Figura 6(a)).
El resultado obtenido puede apreciarse en la Figura 6(b).
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Figure 6: Simulacién del método fisico sobre una
curva 2D suave

Por 1ltimo, el método basado en consideraciones variaciona-
les se implementd utilizando la libreria de visualizacién VTK
y dos superficies 3D: una construida a partir de la diferencia
entre dos esferas, y otra que representa un tallo cerebral.
Cada punto de la malla se actualizé iterativamente utilizan-
do la Ecuacién 6, donde v; corresponde a la fuerza radial
(Ecuacién 3). Los resultados obtenidos en la evolucién se
presentan en las Figuras 8 y 7.

Figure 7: Deformacion utilizando el método varia-
cional sobre una esfera abollada



Figure 8: Deformacion utilizando el método varia-
cional sobre un tallo cerebral

7. DISCUSION

La implementacién de los diferentes métodos permitié evi-
denciar su comportamiento; aunque todavia no se dispone
de una aplicacién para validar la precisiéon de los modelos
de acuerdo a la preservacion de las métricas, es posible ana-
lizar los resultados de manera visual con respecto al grado
de simplificacién de la superficie obtenida.

Con el método fisico, se esperaba que la curva 2D se aplana-
ra completamente, sin embargo, la ecuacién tiende a oscilar
en el punto de inflexién, debido a que la derivada en ese
punto no esta definida. Esta situacién requiere la implemen-
tacién de un esquema upwind, con el cual es posible escoger
la derivada por la izquierda o por la derecha de acuerdo al
sentido en el que viaja la informacién de la ecuacién. Cuan-
do la simulacién se realiza sobre una curva maés suave, las
oscilaciones disminuyen, pero la posicién de la curva no se
modifica.

Por otro lado, debido a que la forma de la ecuacién obte-
nida resulta ser compleja para caracterizar, no es posible
saber con certeza el mejor método de integracién que debe
aplicarsele, y esto también afecta los resultados obtenidos.
En este sentido, andlisis futuros comprenden identificar ele-
mentos de la ecuacién que pueden simplificarse y mecanis-
mos posteriores que corrijan los errores introducidos por la
simplificacién.

Aplicando el método variacional sobre la esfera abollada, y
utilizando como velocidad de aproximacién la distancia a la
superficie de la esfera, se observa que al cabo de varias ite-
raciones la esfera retoma su forma original. Sin embargo, la
forma y tamano de los tridngulos que forman parte de la abo-
lladora se modifica de manera significativa, y dista mucho
de la regularidad de la superficie inicial. Esto puede afectar
un poco las mediciones de dreas y distancias, sin embargo, el
resultado obtenido corresponde de manera aproximada con
el comportamiento esperado del método.

En el caso de la malla que representa un tallo cerebral, la
evolucién muestra el intento por llegar a una forma esférica,
pero la restriccién de preservacion del drea de los tridngu-
los hace que éstos se sobrelapen intentando cumplir con esta
restriccion. Esta situacion se presenta debido a que para cal-

cular el radio de la esfera objetivo no se tiene en cuenta el
area total de la superficie original, y al mismo tiempo que se
estd intentando conservar el area, también se intenta llevar
los puntos a una superficie de un area mayor, de forma que
el modelo no presenta los resultados esperados. Se requiere
entonces un mayor trabajo en la formalizacién de una estra-
tegia para la selecciéon de un radio adecuado para la esfera
objetivo, asi como reformular la velocidad de aproximacion
para que dependa de factores globales tales como la curva-
tura total de la superficie.

Es posible que la condiciéon de preservacién local del area
(expresada en la Ecuacién 5) pueda utilizarse en conjuncién
con otros esquemas de evolucién, como el planteado por Fis-
chl et al. [9]. Para esto, es necesario definir tanto la condicién
como la ecuacién de evolucién en las mismas variables para
que el acoplamiento pueda hacerse de manera directa.

En general, ain es necesario seguir ajustando los métodos y
analizar si los comportamientos no deseados que presentan
se deben uinicamente a errores en el planteamiento de los mo-
delos o también a errores en la implementacién. El trabajo
futuro incluye, ademéas de implementar las herramientas que
mejoren el comportamiento de los modelos, validar directa-
mente las superficies obtenidas, calculando el area inicial de
los tridngulos en la malla y el drea final al terminar la evo-
lucién.
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