Matematica Combinatéria
Gabarito — Lista 3
Marcos Castro C. T. de Azevedo

Questao 1
543
(i) - Da esquina A até C: C’s. C% === .1 =10
- Da esquina C até D:  C'y =
32
- Da esquina D até B: C23. Cll = - 1=3

Logo o n° de caminhos minimos de A até B sob as condigdes acima é:
Ciy=10.1.3=30

(ii) Pontos que passam por C: ~ Pc = (C’5. C%) . (C'y. C*5) = 40
Pontos que passam por D:  Pp = (C’s. C*). (C%. C'Y) = 60
9.8.7.6
A1 -70 = 126 -79
Pontos que nao passam nem por C nem por D:
T-(Pc+Pp)+Ciy = 126 - (40 +60) + 30 = 56

Total de caminhos: T = C% = 56

Questado 2

n
Seja CP, :(pj o numero de maneiras de agrupar n elementos distintos em

. + . .
conjuntos de p elementos. Podemos calcular C*™',; da seguinte maneira:

Inserimos um elemento novo no conjunto. Assim o conjunto
agora tem n + 1 elementos. Agrupamos primeiro os n
O 0O ® elementos que ja estavam em conjuntos de p+1 elementos,

dando um total de C?"!, maneiras.

Para inserir o novo elemento na contagem, ¢ necessario agrupa-lo com os
elementos antigos. Isto pode ser feito de CP, maneiras. Com isso todas as
possibilidades foram analisadas e pode-se dizer que C?, + C*™', = C*"',1, 0 que
representa a Relagdo de Stifel.

Questio 3
o Contar o nimero de maneiras de agrupar »n elementos
distintos em conjuntos de p elementos ¢ o mesmo que fazer a
O mesma contagem para n elementos em conjuntos de n-p

elementos.

Assim como a imagem acima mostra, contar os p elementos que estdo dentro do
subconjunto € 0 mesmo que contar os n-p elementos que estao fora.



Com isso podemos enunciar a Relagcdo das Combinagoes Complementares,

n n
denotado por = .
P n-p

Questao 4

Dado um conjunto de n elementos, o nimero de subconjuntos (de 0 a n elementos)
pode ser escrito de duas maneiras:

1* maneira:

N° de conjuntos com nenhum elemento + n° de conjuntos de 1 elemento + ... + n°

n) (n n
de conjuntos com n elementos = ol ), )

2" maneira:

Cada um dos n elementos pode ser descrito de duas maneiras: ou ele faz parte do
subconjunto ou nao.

Isto pode ser denotadopor2 .2 .2.....2=2"

n n n
Logo, (Oj J{JJF'"JF(HJ = 2", 0 que representa o Teorema das Linhas.

Questao 5

s (1) +23) +nl?)

n n n

. on ) n! n! B = n(n-1)! B
S= L =i g‘li(i—l)!(n—i)! = g‘(i—l)!(n—i)! = ;(i—l)!(n—i)! =

R I G )
_n;(i—l)!(n—i)! = ”Z:l: C'.i=n2

Questao 6

p p+1
Seja P, = + +
p p

+

p p+0+1
Baseen=0 —> Py = » =1= p+0

Passo de inducado:

p+nH p+n+ p+n+
P, + » =P, — + » = Pu1 (hipotese de indugdo)

p+1
p+n+ p+n+l p+n+2
Mas,( P+l j+( » j:( P+l j (relagdo de Stifel)
p+n+2

Logo: Py = ( J , € esta provado o teorema.

p+1



Solucio alternativa:

-0

p+1 p+2 p+1
p+l) p+1 (Relagdo de Stifel)

’””J -0
)2

p p+1 p+n p+n+l
Somando as equagdes acima temos que + + ...+ = p+l )

Questao 7

(n} (n +1j (n + p]
Seja N, = + + ...+

Ja Np 0 1 p
Provando por inducio:

n n+0+1
Base:p=0 —> Nj = 0 = 1= 0

Passo de inducao:

n+p+l1 n+p+ n+p+l1
Ny + p+l =Npri — » + =Np+1 (hipotese de indugdo)

n+p+ n+p+l n+p+2
Mas, » + P+l = D+l (relagdo de Stifel)

n+p+2
j , € estd provado o teorema.

Logo: N1 = ( prl

Questado 8

. . n n n+l
(1) Forma recursiva: - + P el

n!

(i1) Forma fechada: P(n—r)!



Questao 9

Questdo 10

20 20
QP +x) P = Z( L j(2x3)k -k

k=0

Determinando % :
(x3)k(x—1)20-k: Ok k20 8 o 4k-20 8 s hg_g s p 7

Determinando o termo cuja poténcia de x € 8 (sendo k= 7):

20 20 20
T, = ; Y . (1) 27 = ; 22 ; 27,8

Isolando o coeficiente:

200 200
7 12'= 13- 2/ = 77520 . 128 = 9922560

Questao 11

A resolucao deve ser dividida em duas partes: para n par ¢ n impar.

Para n par:

n
- 1° passo: tomando 0 < r < )

n n n! n!
Suponha que |, J>{ . _y | Entao, oy = G Tt — 11

n! n! 1 1
A=) r=D—r+1)! > rr=Dn—-m)"" =D —r+D(m—r)!
1 1 n+1
— — s p<n—r+l—» p<——
r n—r+l 2
) ) ] n+l n
Isto torna a suposicao verdadeira, pois » < S satisfaz 0 < r < 5

n
- 2° passo: tomando ) <r<n



n n n! n!
Suponha que r+1)" r - Entdo, (r+1)!(n—r—1)!<r!(n—r)!'

n—1

Analogamente a resolucdo anterior, » > 5

n—1 n
Isto também torna a suposicao verdadeira, pois » > BN satisfaz 5 <rsn

2
raciocinio apenas implica em escolher o maior valor deste intervalo, por causa da

n n
Assim, para0 < r < = o valor de r para que (J seja maximo ¢é 3 (o

n
suposicdo inicial). Para 7 <r = n o valor de r para que (rj seja maximo

2
n . . n
também ¢ 5 Ou seja, para n par, o valor de r desejado ¢ 5
Para n impar:
n—1
- 1° passo: tomando 0 < r < N
n! n!
Suponha que > . Entdo, H(n—r)! > —Dl(n—r+1)!"
n+l
Tal como para n par, r < BN
) ) ) n+l 1
Isto torna a suposi¢do verdadeira, pois r < N satisfaz 0 < r < I
n+1
- 2° passo: tomando T, Sr=sm

n n n! n!
Suponha que r+1)" r - Entdo, (r+1)!(n—r—1)!<r!(n—r)!'

n—1

Analogamente a resolugao anterior, »> >

n—1 n+1

Isto também torna a suposi¢ao verdadeira, pois » > BN satisfaz 5

n—1 n n—1
Assim, para 0 < r < T, © valor de r para que (rj seja maximo ¢ B Para

n+l

1 n
—— < r < novalorder para que seja maximo é ——
2 para que { ;. ) 59 2

n n
Basta agora comparar [n -1 j € [n +1 j para saber qual deles assume maior
)

valor. No entanto, pela Relacdo das Combinagoes Complementares, sabemos que



n n n
n—1/|=|n+1/ |. Logo, para n impar, os valores de » para que { j seja
[ A} [ J r

_ . on—1 n+l
maximo sdo — e 5
2 2

Questao 12

4 (4 4 4 4
=10+ 1y = 2|, |10%. 14% = 10°. 1%+ |, {10. 1P+ |, [10*. 17+
i\ k 0 1 2

4 4
+ (3]103. 11+ (4]10“. 19 =1+4.10+6.100 + 4.1000 + 10000 = 14641

Questao 13

Para n impar:

Queemos provar que 5 + (;j . ﬂ(?n - 0+ () = (2)
o))+ L) :O(zkj f ”ij=(ZJ+-~+(ZJ+(’IJ=
(1)< (5] o (1) ssim st provac s g

Para n par:

n n n n n n
Queremos provar que (Oj + (2j + ...+ (l’lj: (lj + (3j + ...+ (Vl—lj
n n n
Tomemos 1 + 3 +...+ n—1 por N.

A partir desta equacado, temos que:

W0 (w2 (L)) -

n—1
2N = N——>2”—2N——>2”1—N——>Z( L ]=N

Verifica-se, com bastante atencdo, que:

5 IH”JJ+(”IIJ+---+(::D=
o (6 2 ey e e ) |



[ (n-1 n-1 N
Assim, + Relacao de Stifel
(5 o) = S| s s

L;z n n n n . /4 .
z(zkHJ: 1) 3]t 1,,21] =N  eassimestd provada a igualdade.

k=0

Solucio alternativa (trivial):

(a+b)' = Zn‘,(’j a.p"

i=0
Tomandoa=-1eb=1:

n (n , n n n n
0= Zo:(lj -1) = (0] - (J + (J + ...+ (-1)" (nj’ ¢ assim esta provada a

igualdade.

Questao 14

n

(l+1)z -1! (i+1)! (i+1)!
(@) zl(l”) = le _1! Z “! Zl ST
_ Z”:z' (z+lj Z”:z' (H_IJ

Pelo Teorema das Colunas:

Z":z'(z+lj . (n+2jzz!.n(n+l).(n+2) ~ n(n+1)(n+2)

3 3.2! - 3
(i1) i P = i Pti—j= Zn:i(i+1) ) Zn:i _ n(n+1:);(n+2) ] (1+2n).n _
_l_2n(n+1).61+2)_3.(nz+nl)_ - (n+ 1) [2nn +2)~3n] _ (n+)[n(en+4-3)]
- 6 6 - 6 = 6 =
_ n(n+1)@2n+1)
- 6

Questdo 15

(k + Dk(k —1)! Z(k+2)' §:3' (k+2)!

(k+2)
S Zk(k+1)(k+2) —Z - = 2 AT

= (k=1

23'(“2} _ !'z(k;er

k=1



Pelo Teorema das Colunas:

50 (f+2 53 53 53.52.51.50
3, T R ) _ _
Z( 3 J (4] 41.49] 4 1756950

k=1




