Matematica Combinatoria
Gabarito — Lista 1
Artur Barbalho de O. Souza

Questao 1

Basen =1

Si=1{1,2} =» 1 divide 2

Hipotese de Inducao: Suponha que a propriedade vale paran >= 1

Passo: Queremos estabelecer a propriedade paran + 1.

Shri={1,2,..,2n—-1,2n,2n+ 1, 2n + 2}

Selecione E & Sy, [E|l=(n+1)+1=n+2

Caso 1: E contém no maximo um elemento de {2n + 1, 2n + 2} (Escolhemos pelo menos n + 1 elementos em S,)

Caso2:E=FE VY {2n+1,2n+2},E° < S, |[E’|=n
Caso2.1:n+1 € E’ . Tomex=n+1,y=2n+2
Caso2.2:n+1 ¢ E’.Masum divisorzden+1 € E’. Tomex=2z,y=2n+2
Caso 2.3: E’ ndo contém divisor de n + 1. Chamo de F=E’ Y {n+ 1}. A hipdtese de indugdo diz que F contém
x,y tais que x divide y. Como E’ ndo contém divisores de n + 1, nem x, nem y podem ser iguais an + 1 logo x,y
estdo na verdade em E’, e em E, o conjunto original.

Questao 2
(1)

Base a; = a4

Hipotese de indugdo: a,=a; +(n-1)r

Por passo de indugdo: apip=ap +r
apr =a;+(m-1)r+r
apr=a;t+r(n-1+1)
Apr1 = a; T Irn

(i1)

Base a; = a4

Hipotese de inducdo: a,=a; q""

Por passo de indug¢do:  ay:; =anq
a1 =a;q" q

anr1=2a;q"
(i)
Base: S; = a;
Hipotese de indugdo: S, = (a; + a,) n/2
Passo de inducgao: Sut1 = Sp + ap+

Snr1=[(a; +ay)n/2]+a;+rn
2S,1=(a;+a,)n+2a;+2rn
2S,+1=na;+na,+2a;+2rn
2Spsi=(m+1)a;+a;+na,+2rn
2Spii=(m+1)a;+aytna,+rn
2Spi1=(Mm+1)a; +ay +n(a, +r)



2Sne = (n+ 1) &) + anes + 1 ager
2Sn+1 (n+1)a;+(m+1)am
Spri=(@+ap)(n+1)/2

(iv)
Base: S;1=a;
Hipotese de indugdo: S, =(anq-a;)/(q-1)
Passo de indugao: Sn+1 =S, + apr
Sp1 = (an q- al) / (q 1) + al qn
(@-DSwi=anq-artaiq(q-1)
(@- DSy =a.q-a+aiq’ "oa g
(@-DSwi=q(an+arq -aq"")-a
(q-DSw1=q(antarq’-an)-a
(q-DSw1=q(arq")-a
(q DSnt1 = q (ans1) -
Snr1 = (an+1q-2a1)/(q-1)

(v) ay=n2""

Quero mostrar que S, = (n-1) 2" + 1

Base: S| = a;
Hipotese de indugdo: S, = (n-1) 2" + 1
Passo de inducgdo: Sn+] Su+ ans
n+1 (n-l) 2n +1+ An+1
Spe1=(m-1)2"+ 1+ 1n+1)2"
Sir1=2"(n-1+n+1)+1
Sir1=2"2n+1
Spe1=n2""+1
(vi)ap=2n-1

Quero mostrar que S, = n?

Base: S;=a;

Hipotese de indugdo: S, = n’

Passo de indugao: Spi1 = n® + aAnt
Spei=n’+2n+1)-1
Spri=n"+2n+2-1
Spr1=n>+2n+ 1
Sur1 = (n+ 1)

.. 3
(vil) a, =n
Quero mostrar que a, .; + a, + a,+1 = 9k , para n inteiro

Base: n=1
at+a ta= 9k

0+ 1°+2°=9k

1+8=9k

9 =9k

k=1
Hipotese de indugdo: S, =a, . +a, + a1 =9c¢
Passo de indugao: Sut1=Sp-a5.1 + a0 =9k



Spi1=9c-(n-1)y+m+2)° =9k

S+ =9¢c - (0’ - 30>+ 3n - 1)+ (0 + 6n + 12n + 8)= 9k
Sp+1 =9c - 9n? + 9n + 9 = 9k

Spi1 =9(c-n*+n+1)=9k

k=c-n’+n+1

Note que isso prova que a soma também ¢ valida para n < 1, pois k pode ser menor que c.

Questao 3

3
n>=10 Quero mostrar que 2" > n

Base: n=10

2105 10°

1024 > 1000
Hipotese de indugdo: 2" > n’
Passo de indugdo: 2" > 2"

n+l n 1 ’ n 1 ’ n 1 ’ 3 1 ’ n ’ 3
2 =2.2" > 14— | 2" 2|1+~ | 2" >|1+~| -w’ =||1+—|n| =|n+=| =(n+1)
10 n n n n

Logo:2"" > (n+1)

Questao 4
(1)

Temos:
S(n) = F(n)F(n +1)
a(j) = [F()I*
F(n)=F(n-1)+F(n-2)

Base:n=1
S(1) = F()F(2) = [F(]’
(=) (H=(1)

S(H=1=1

Hipdtese de inducdo: S(n) = F(n)F(n + 1)

Passo de indugao: S(n+ 1) = S(n) + [F(n + 1)
Sn+1)=Fm)Fn+1)+Fn+1)F(n+1)
S(n+1)=Fn+1)[F(n)+ Fn+1)]
Sn+1)=Fn+1)Fn+2)

(ii)

Temos:

S(n) = F(2n)

a() = F(2j - 1)

Base:n=1

S(1)=FQ2)=F2- 1)
(1) =F(2) = F(1)

S(H=1=1
Hipotese de indugdo: S(n) = F(2n)
Passo de inducgao: Sn+1)=S(n)+F2n+2-1)

S(n+1)=S(n)+F2n+1)
S(n+1)=F@2n)+ F2n+ 1)
S(n+1)=F(2n+2)



(1i1)

Temos:
S(n)=F2n+1)-1
a(j) = F(2j)

Base:n=1

S(1)=F@3)-1=FQ)

S()=2-1=1
S()=1=1

Hipotese de indugdo: S(n) =F(2n+1) -1

Passo de indugao:

(iv)

Temos:

S(n+1)=S(n)+a(n+1)
Smn+1)=F2n+1)-1+F2n+2)
Sn+1)=F2n+3)-1

F(n+ 1) F(n- 1) - [F@)]* = (-1)"

Base:n=2

FQ3)F(1) - [FQ)T

2-1=1
1=1

=1y

Hipétese de indugdo: F(n + 1) F(n - 1) - [F(n)]* = (-1)" = S(n)

Passo de indugao:

v)

Temos:

S(n+ 1)=S(n) (-1)

S(n + 1) = - S(n)

S(n+1)=-[F(n+1)F@n- 1) - [Fm)]*]
S(n+1)=[F(n)]*- Fn+ 1) F(n- 1)
S(n+1)=[F(n)]* - F(n + 1) [F(n + 1) - F(n)]
S(n+1)=[F(n)]* - F(n + 1) F(n + 1) + F(n + 1) F(n)
S(n+ 1) = F(n) [F(n) + F(n + 1)] - [F + 1]

S(n+ 1)=F(n+2) F(n) - [F(n + 1)]

Fn+1)F(n)-F(n-1)Fn-2)=F2n-1)

Base:n=3

F(4)F(3) - F(2)F(1) = F(6 - 1) = F(5)

6-1=F(5)
F(5)=5

Hipotese de indugao:

Passo de inducgao:

Fn+1)F(n)-Fn-1)Fn-2)=F2n-1)
Utilizando a propriedade provada na questao 4.1:

F(2n-1)= Z[F@) Z[F@)
F(2n - 1)+[F(n+1)] [F(n D =FQ2n+1)
Z[F(z)] —Z[F(z)] +[F(n+ D) =[F(n=1)] = FQ2n+1)

[F(n- DJ* + [F@)]* + [F(n + 1)]* - [Fn - D =F2n + 1)

F(n) Fn)+ F(n+ 1) F(n) + F(n+ 1) F(n - 1) =F2n + 1)
[Fn+1)-F(n-1D][Fn)+Fn+1)]+Fn+1)F(n-1)=F2n+ 1)
F(n+ 1) [F(n) + F(n+ 1)] - F(n) F(n - 1) =F2n + 1)
F(n+1)F(n+2)-Fmn)F(n-1)=FQ2n+ 1)



(vi)
Temos:

A() =FQFG+ 1)

Base:n=1
F(1) F2)=[F2. D
1.1=1
1=1

Hipotese de indugdo: S(2n - 1) = [F(2n)]*

Passo de inducgao: S2n+1)=S2n-1)+F2n+ 1) F2n+2)+ F2n) F2n+ 1)
S(2n + 1) = [F(2n)]* + F2n + 1) F2n + 2) + F(2n) F2n + 1)
S(2n + 1) = [F(2n)]* + [F(2n + 2) - F2n)] F2n + 2) + F2n) F2n + 1)
S(2n + 1) = [F(2n)]* + [F2n + 2)]* - F(2n) F2n + 2) + F(2n) F2n + 1)
S(2n + 1) = F(2n) [F(2n) - F(2n + 2)] + [F(2n + 2)]* + F2n) F2n + 1)
S(2n + 1) =- F(2n) F(2n + 1) + [F(2n + 2)]* + F2n) F2n + 1)
S(2n+ 1) =[FQ2n +2)]

(vii)
Temos:

AQ)=FQO FG+ 1)

Base:n=1
F(1) F(2) + F(2) F(3) = [F(3)]* - 1
1+2=4-1
3=3

Hipétese de indugdo: S(2n) = [F2n + 1)]* - 1

Passo de indugéo: S(2n + 2) = S(2n) + F2n + 1) F(2n + 2) + F(2n + 2) F(2n + 3)
S(2n +2)=[F2n+ 1)]* + F2n+ 1) F2n + 2) + F2n + 2) F2n + 3) - 1
S(2n+2)=F@2n+ 1) F2n+ 1)+ F2n+ 1) F2n + 2) + F2n + 2) F2n + 3) - 1
S(2n+2)=F@2n+ 1) [F@n+ 1)+ F2n + 2)] + F2n + 2) F2n + 3) - 1
S(2n+2)=F@2n+ 1) F2n+3)+ F2n+2) F@n+3)- 1
S(2n+2)=F(2n + 3) [F2n+ 1)+ F2n +2)] - 1
S(2n+2)=F2n+3)F2n+3)- 1
S(2n +2)=[F2n + 3)]*- 1

Questdo 5
O argumento esta errado, pois ndo € valido paran + 1 =2, ou seja, n = 1.

- Inicialmente temos n =1
o

Como o enunciado diz, o conjunto unitario tem bolas de mesma cor.
- Agora adicionamos uma bola com cor diferente.

@O

Subconjunto 1 a n: [ )
Subconjunto2an+1: O

Percebemos que os subconjuntos tém suas bolas de uma so cor. Mas as cores das bolas de um subconjunto diferem
das do outro. Logo o conjunto 1 a n + 1 ndo possui bolas com mesma cor.



