RESOLUCION DE PROBLEMAS ESTATICOS Y VALORES
DE FRONTERA (CONDICIONES DE CONTORNO).
ECUACIONES DE POISSON Y LAPLACE.
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1. ECUACIONES DE POISSON Y LAPLACE.
Los postulados fundamentales de la electrostatica son
OID =py
UxE=00 E=-0V
y si el medio es homogéneo e isotropo

Ul(eE) = p 0 ONEDV) =-py

0%V = -’O—;D Ecuacion de Poisson

/

Operador laplaciano = divergencia del gradiente

En coordenadas cartesianas el laplaciano es
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y la ecuacion de Poisson resulta :
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Existen desarrollos similares en coordenadas cilindricas o esféricas.

Si no hay cargas libres se obtiene la ecuacion de Laplace :
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Se resolverdn en el curso ejemplos simples. Para el estudio de casos mas
complejos por los métodos de separacion de variables y transformacién conforme
se remite al lector a Complementos de Teoria de los Campos con Mathematica
0.
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2. METODO DE LAS IMAGENES.

Una solucion de la ecuacion de Poisson que satisface un conjunto de condiciones
de contorno es una solucién Unica (teorema de unicidad), sin importar el método
por el cual se obtiene la solucion.

Hay problemas en los que las condiciones de frontera sobre las superficies
limitantes pueden establecerse por “cargas imagen” apropiadas, en lugar de
intentar una solucion formal de la ecuacion de Poisson o de Laplaceld Método de
las imagenes.
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Ejemplo. Una carga +Q estd situada a una distancia d sobre un gran plano
conductor conectado a tierra (potencial cero). Calcular : a) el potencial en un punto
arbitrario P(x,y,z) de la region y>0 y b) la distribucién de carga inducida sobre la
superficie del plano conductor.

Py z)

$+Q(0,d .0

Si eliminamos el plano conductor y lo sustituimos por una carga puntual imagen -Q
en y=-d, como se muestra en la figura, no cambiaran la situacion en y>0 ni las
condiciones de frontera. El potencial en un punto P(X,y,z) debido a las dos cargas
resulta :

Vo2 g () = e —)
W ROR A (e (K ryrd) 2

y=0

y V(x,y,z) =0 con y<0

Puesto que se satisfacen las condiciones de frontera, la ecuacion del potencial es
la solucion correcta. Calculamos el campo eléctrico:

ax+a -d)+a,z ax+a +d)+a,z
co y. Q Axta(y-draz ax+a(y+rd)+a,

3

(x* +(y-d)’ +ZZ)g (X2 +(y+d)? +2%)2

y=0
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La densidad superficial de carga en el plano conductor resulta:

Qd

Ps = EOEylyzo = - 3
2m(x? +d? +7%)2

El método de las imagenes Unicamente puede usarse para determinar los campos
en la region donde no se encuentran las cargas imagenes. En el ejemplo no
podemos usar +Q y -Q para calcular V o E en la regién y<0. De hecho, tanto V
como E son nulos en dicha region.
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3. LINEA DE TRANSMISION INFINITA DE DOS ALAMBRES.
El potencial eléctrico a la distancia r de una linea de carga de longitud o , con

densidad p, puede determinarse integrando la intensidad de campo E, obtenida
anteriormente aplicando el Teorema de Gauss .

E=a (V/m)
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El punto de referencia de potencial cero , a distancia ro de la linea , no puede en
este caso estar en o« , ya que Si asignamos rp = , V seria « en todos los demas
puntos.
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Sean dos lineas infinitas de carga separadas por una distancia D y sea a el radio
de los conductores con D>>a.
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El potencial de un punto P resulta por superposicion:

A o A o A I
Vp =V, +V. = In(—) - In(—) = In(—
i 27E, (rl) 27E, (rz) 27E, (rl)
Considerando P sobre las lineas de carga
D-a D
Viz A== A 2
2rE, a 2re, a
a a
Vo= Pne?y= A2
2, D-a° 2m, D
La d.d.p. entre los conductores de la linea resulta :
D a
Vi-Vo = 2 n=2 o A nd - P ey

2re, a 2k, D 2m,

A

0

D
Vi-V, = In—
a

y la capacidad por unidad de longitud de la linea, admitiendo la condicién de
D>>a:




Problema. Una linea larga de transmisién de energia de 2 cm de radio es paralela
a la tierra y esta situada a 10m sobre ésta. Suponiendo que la tierra es un plano
conductor «, encontrar la capacidad por metro de linea con respecto a la tierra
(método de las imagenes).
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