Metodo di Lille

Il “Metodo di Lille” è un metodo grafico per ottenere le soluzioni di una equazione ad una incognita di grado qualsiasi. Essendo un metodo grafico è per sua natura approssimato e quindi ha diversi gradi di accuratezza a seconda degli strumenti che vengono utilizzati per implementarlo.

Per le equazioni di secondo grado, cui adesso adatteremo il metodo generale con un commento più semplice e comprensibile, comunque anche l’utilizzo della riga e del compasso in un disegno accurato (come è plausibile aspettarsi da uno studente del secondo anno dell’Indirizzo Grafico Pubblicitario), permette una approssimazione molto buona delle soluzioni esatte di una equazione di secondo grado, ottima se tale costruzione viene eseguita con il programma “Cabri-Geometre”.

1.0 Notazioni e Prerequisiti

Nel seguito utilizzeremo i seguenti simboli, di uso comune per gli alunni di seconda superiore, per indicare oggetti matematici.

P(x) = a x ² + b x + c , è il polinomio generico di secondo grado in una incognita, dove è indicata con la lettera x l’incognita, a, b e c sono detti rispettivamente coefficiente del termine di secondo grado, coefficiente del termine di primo grado e termine noto del polinomio.

Lo studente nel momento in cui viene effettuata questa spiegazione è già conoscenza del procedimento risolutivo per le equazioni di secondo grado e sa calcolare in particolare il discriminante dell’equazione P(x)=0: Δ = b² – 4ac.

Sa che: 

· se Δ < 0, allora l’equazione P(x)=0 non ha soluzioni;

· se Δ = 0, allora l’equazione P(x)=0 ha due soluzioni coincidenti: x1 = – b / ( 2a ) ;

· se Δ > 0, allora l’equazione P(x)=0 ha due soluzioni distinte: x1 = ( – b  ± √Δ ) / ( 2a ) ;

Utilizzeremo notazioni comuni anche nell’ambito del piano cartesiano Oxy, dove saranno indicate con lettere maiuscole A, B, C, … i punti del piano, con le lettere minuscole r, s, t, … le rette del piano. Non è necessaria la nozione di equazione di una retta, ma solo la nozione di coordinate di un punto (sia saper determinate le coordinate di un punto rappresentato nel grafico, sia rappresentare un punto di cui si conoscano le coordinate. Ad un primo stadio di difficoltà si può utilizzare il metodo per la risoluzione delle sole equazioni a coefficienti razionali, con l’artificio della eliminazione dei denominatori allora è possibile ricondurre il problema alla rappresentazione solo di punti a coordinate intere, semplificando il procedimento di risoluzione grafico.

1.1 Come associare una spezzata ad angoli retti ad un polinomio secondo grado
Ogni polinomio generico P´(x) = a´x ² + b´x + c´, a coefficienti razionali, se moltiplicato per il minimo comune multiplo dei denominatori dei coefficienti, può essere trasformato nel polinomio a coefficienti interi P(x) = a x ² + b x + c, con a > 0.

Le spezzata associata al polinomio P(x) ha le seguenti caratteristiche:

· Il primo segmento parte dall’origine degli assi O = (0, 0) è lungo “a” unità, ed è parallelo all’asse x, termina quindi nel punto A = (a , 0);

· I segmenti successivi partono sempre dall’estremo finale del segmento precedente, procedendo verso destra (rispetto alla direzione del segmento precedente) se vi è permanenza del segno dei due coefficienti, verso sinistra se il segno cambia (se da + passa a + oppure da ( passa a ( verso destra, da + a ( oppure da ( a + verso sinistra ), formando sempre un angolo retto con il segmento precedente, chiamare B e C i punti finali rispettivamente del secondo e del terzo segmento.

Nel caso quindi del polinomio di secondo grado, essendo 3 i suoi coefficienti, la spezzata associata ha 3 segmenti. Il caso dove uno dei coefficienti b o c siano nulli non richiede una trattazione speciale in quanto si risolve nello scegliere ad arbitrio un segno per 0 (ad esempio +) e agire di conseguenza con le direzioni, senza però spostarsi, in questo caso si è quindi in presenza di un  segmento di lunghezza nulla.

1.2 Il procedimento risolutivo

Definita la spezzata, che parte da O = (0,0) e arriva nel punto C, il nostro problema consiste nel trovare un “direzione” uscente dall’origine, per cui una nuova spezzata uscente da O con tale direzione, che si rifletta ad angolo retto nella retta che collega i punti A e B, e che termini esattamente nel punto C.

In tale direzione uscente da O è contenuta l’informazione voluta, in quanto, come vedremo nel prossimo paragrafo in cui è contenuta la dimostrazione, la tangente dell’angolo 
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 di uscita è una soluzione dell’equazione P(x)=0. Naturalmente poiché tale equazione non ha sempre soluzioni, di tali angoli di uscita se ne trovano 2 se il 
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del polinomio P(x) è < 0, 1 se 
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= 0 e nessuno se 
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< 0.

1.3 Risoluzione a mano libera

Per ottenere la o le direzioni che risolvono il problema, questo procedimento è molto pratico e a mio avviso anche divertente per gli alunni.

a) Si prende la penna rossa e si traccia la retta “r”che unisce i punti A e B; 

b) Si disegnano in rosso anche i punti O e C;

c) A questo punto per determinare le eventuali direzioni risolventi ci si può aiutare con una squadra (sia a 30-60 sia a 45) che non abbia l’angolo retto spuntanto (si può utilizzare comunque anche una cartolina o un libro, però si perde la praticità della trasparenza). Si appoggia l’angolo retto della squadra sulla retta rossa e si cerca di muove la squadra affinché un cateto attraversi il punto rosso in O e l’altro il punto rosso in C, essendo sempre l’angolo retto in un punto della retta rossa “r”; in questa operazione è anche necessario girare la squadra, per ricercare altre direzioni, in quanto l’angolo di riflessione deve essere di 90° (a destra oppure a sinistra).

d) Dopo avere trovato le soluzioni, per determinare la tangente dell’angolo di uscita, basta trovare le coordinate (con il righello se si ha avuto l’accortezza di scegliere l’unità di misura di 1 cm.) del o dei punti della retta “r” corrispondenti alle direzioni risolventi. Se 
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 è uno di tali punti, allora una soluzione approssimata dell’equazione di secondo grado data è la frazione 
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1.4 Risoluzione con Cabri

La risoluzione con Cabri di equazioni a coefficienti interi è facilitata dalla possibilità di inserire gli assi cartesiani e la griglia dei punti a coordinate intere; la costruzione della spezzata è perciò molto semplice; dopo avere indicato i punti con le lettere O,A,B,C come nella descrizione a mano libera, si costruisce la retta “r” che collega A con B; 

Con il comando “Punto su Luogo” si inserisce un Punto P sulla retta r, vincolato a muoversi sulla retta. A questo punto si procede costruendo la una semiretta che parte da O e raggiunge il punto P (che rappresenta la direzione di partenza e quindi la soluzione); con il comando “Perpendicolare alla retta passante per punto” si traccia la perpendicolare alla semiretta appena tracciata, passante per il punto P stesso. Colorare di rosso tale retta. Colorare di Rosso anche il punto C.

Muovendo ora il P sulla retta “r” la retta rossa può o meno incontrare il punto rosso C. Se ciò avviene, richiedere in corrispondenza di tale eventualità al programma le coordinate del punto P. 

Tali coordinate determinano con lo stesso calcolo dell’operazione manuale la radice approssimata. Alternativamente si può richiedere al programma di fornire l’equazione della semiretta uscente da O, in tal caso la radice approssimata è fornita dal coefficiente angolare di tale retta. 

1.5 Dimostrazione

Chiamiamo 
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le lunghezze dei 3 segmenti che formano la spezzata (i coefficienti del polinomio di secondo grado). Sia 
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l’angolo di emissione e sia 
[image: image9.wmf])

tan(

a

=

u

, allora il secondo segmento AB di lunghezza b, è diviso in due parti dal punto P una di lunghezza       
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     e l’altra di lunghezza    
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A sua volta il raggio uscente da P (in una delle due direzioni, quella che incontra la retta BC), divide il segmento BC in due parti, una di lunghezza       
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Se il raggio uscente è tale che, la nuova spezzata ad angolo retto incontra il punto C, allora è nulla la seconda delle due lunghezze trovate precedentemente e quindi per 
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,  e quindi come volevasi dimostrare 
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 è soluzione dell’equazione di secondo grado data.

1.6 Efficacia

Questo nuovo modo di trovare soluzioni approssimate di equazioni di secondo grado, permette di gettare una nuova luce su alcuni teoremi che richiedono spiegazioni spesso più complesse, se non al di fuori della portata di un alunno di seconda.

a) Se i segni dei coefficienti 
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e 
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sono discordi, e 
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,
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non sono entrambi nulli, allora l’equazione ha sempre due soluzioni distinte;

b) Se i segni dei coefficienti 
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e 
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sono concordi, allora non sempre l’equazione ha soluzioni, le ha solo quando 
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è, in valore assoluto, “abbastanza grande”.

Queste due semplici osservazioni provengono in maniera spontanea dall’osservazione del grafico e permettono agli studenti di percepire in maniera più diretta l’argomento delle equazioni di secondo grado.

1.7 Considerazioni finali

La procedura è facilmente estendibile anche alle equazioni di grado superiore al secondo, e in questo senso contribuisce uno strumento veramente utile, per chi non abbia abbastanza nozioni di calcolo numerico (e comunque non fornibili a livello di scuola superiore), per trovare in maniera approssimata soluzioni di equazioni di grado superiore al secondo.
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