Equazioni legate ai poligoni regolari di “n” lati per ogni n.

Andrea Parolin (5/12/2005)
È noto il legame che unisce il poligono regolare n-esimo con il polinomio ciclotomico n-esimo.
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, il polinomio siffatto ha in C esattamente n radici che si dispongono sul circolo unitario di equazione 
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, formando i vertici del poligono regolare di n lati con un vertice nel punto di coordinate (1,0).
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 è dato dal prodotto dei polinomi ciclotomici 
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Partendo dal primo polinomi ciclotomico 
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, si possono ricavare mediante la divisione tra polinomi, tutti gli altri polinomi ciclotomici.


[image: image7.wmf]1

1

1

)

1

(

)

2

(

)

2

(

2

+

=

-

-

=

=

x

x

x

C

P

C

;


[image: image8.wmf]1

1

1

)

1

(

)

3

(

)

3

(

2

3

+

+

=

-

-

=

=

x

x

x

x

C

P

C

;


[image: image9.wmf]1

)

1

(

)

1

(

1

)

2

(

)

1

(

)

4

(

)

4

(

2

4

+

=

+

×

-

-

=

×

=

x

x

x

x

C

C

P

C

;

[image: image10.wmf]1

1

1

)

1

(

)

5

(

)

5

(

2

3

4

5

+

+

+

+

=

-

-

=

=

x

x

x

x

x

x

C

P

C

;


[image: image11.wmf]1

)

1

(

)

1

(

)

1

(

1

)

3

(

)

2

(

)

1

(

)

6

(

)

6

(

2

2

6

+

-

=

+

+

×

+

×

-

-

=

×

×

=

x

x

x

x

x

x

x

C

C

C

P

C

;


[image: image12.wmf]1

1

1

)

1

(

)

7

(

)

7

(

2

3

4

5

6

7

+

+

+

+

+

+

=

-

-

=

=

x

x

x

x

x

x

x

x

C

P

C

;


[image: image13.wmf];

1

)

1

(

)

1

(

)

1

(

1

)

4

(

)

2

(

)

1

(

)

8

(

)

8

(

4

2

8

+

=

+

×

+

×

-

-

=

×

×

=

x

x

x

x

x

C

C

C

P

C



[image: image14.wmf];

1

)

1

(

)

1

(

1

)

3

(

)

1

(

)

9

(

)

9

(

3

6

2

9

+

+

=

+

+

×

-

-

=

×

=

x

x

x

x

x

x

C

C

P

C



[image: image15.wmf]1

)

1

(

)

1

(

)

1

(

1

)

5

(

)

2

(

)

1

(

)

10

(

)

10

(

2

3

4

2

3

4

10

+

-

+

-

=

+

+

+

+

×

+

×

-

-

=

×

×

=

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

C

C

C

P

C

;


[image: image16.wmf]1

1

1

)

1

(

)

11

(

)

11

(

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

=

-

-

=

=

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

C

P

C

;


[image: image17.wmf]1

)

1

(

)

1

(

)

1

(

1

)

5

(

)

3

(

)

1

(

)

15

(

)

15

(

3

4

5

7

8

2

3

4

2

15

+

-

+

-

+

-

=

+

+

+

+

×

+

+

×

-

-

=

×

×

=

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

C

C

C

P

C


Il polinomio ciclotomico n-esimo è un polinomio di grado 
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 l’unità immaginaria).

Quindi per ogni 
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 è strettamente legato al poligono di n lati. Per  
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è un polinomio a coefficienti interi di grado pari che non ha radici reali; è quindi ottenibile come prodotto di polinomi di secondo grado irriducibili su R. Un’altra caratteristica di è la sua simmetria:
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I polinomi di secondo grado fattori di 
[image: image34.wmf])

(

n

C

devono essere anche loro simmetrici e con la caratteristica (*), e quindi sono fattori del tipo 
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Esempio: il Pentagono
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Il principio di identità dei polinomi ci permette di trovare i valori di 
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quali soluzioni del sistema:
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Posto 
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 incognite, il sistema si riscrive:
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Che assume una forma familiare in quanto nei membri di sinistra si ritrovano le entrate del triangolo di Tartaglia fino alla riga 
[image: image45.wmf];

3

1

2

1

=

+

=

+

m



[image: image46.wmf]1

2

1

1

1

1

0

1

2

®

®

®

s

s

s


E nei membri di destra ci sono le entrate simmetriche dei coefficienti del polinomio ciclotomico interessato
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Non è quindi necessario calcolare il sistema ogni volta ma c’è un modo semplice per scrivere il sistema direttamente dai coefficienti del polinomio ciclotomico e dalle entrate del triangolo di Tartaglia. La risoluzione del sistema nelle 
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Essendoci metodi semplici di calcolo numerico per trovare in maniera approssimata le m radici reali del polinomio (**), una volta trovata una radice reale 
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). Le due radici di F(x) forniscono le coordinate di due punti nel piano cartesiano in cui posizionare i vertici del n-esimo poligono regolare:
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TEOREMA:

Le 
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, dove i coefficienti sono le soluzioni del sistema fornito dalle prime 
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ALCUNI ESEMPI PRIMA DELLA DIMOSTRAZIONE:

PENTAGONO:

Il sistema da risolvere l’abbiamo già trovato
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ETTAGONO:
Il sistema da risolvere si trova osservando che 
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Approssimando le soluzioni alla quinta cifra dopo la virgola otteniamo:
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ENNAGONO:
Il sistema da risolvere si trova osservando che 
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I sei punti in più oltre ai tre del triangolo equilatero sono:


[image: image114.wmf](

)

(

)

(

)

 

0,3420

;

 

0,9397

 

0,9848

;

 

0,1736

 

0,6428

;

 

0,7660

6

,

5

4

,

3

2

,

1

±

-

=

±

+

=

±

+

=

P

P

P


PENTADECAGONO:
Il sistema da risolvere si trova osservando che 
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UNDECAGONO:
Il sistema da risolvere si trova osservando che 
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