Quimica Quantica Bathista, A.L.B.S.

Teoria do Campo Autoconsistente (SCF)

A teoria do campo autoconsistente (self-conmsistent field, SCF) para sistemas
atomicos e moleculares, na formulacao de Slater (1), se baseia no modelo seguinte: em
vez de considerar todas as interagdes instantaneas entre os pares de elétrons do sistema,
supoe-se que o potencial atuando sobre cada elétron ¢ devido 1) aos nucleos e 2) a
distribui¢do de carga média dos outros elétrons.

Para os atomos com camadas fechadas esta distribuicao ¢ esférica, e o modelo ¢

de campo central, logo um campo atuando sobre um elétron em 7;, depende entdo da

distribuicdo de carga média dos outros elétrons, que tem a seguinte forma:

- * 1
4 ulsdo(”i)zj.‘{’ —.‘I’d‘t [1]

rep
l/' .
y

ou seja, que estd definido em termos da autofungdo que € justamente a varidavel. O
problema se resolve utilizando um método interativo: postula-se uma certa distribuicao
eletronica que permite calcular o potencial aproximado, constroe-se entdo o
Hamiltoniano aproximado e acham-se as suas solugdes. A nova ¥ ¢é supostamente
melhor que a primeira; o campo construido a partir dela d4 origem a um novo H cujas
solugdes dao origem a um novo campo, € 0 Processo se repete até que o campo seja
autoconsistente, ou seja, até que o potencial calculado em duas interagcdes consecutivas
seja constante, dentro da margem de precisao pré estabelecida.

A teoria SCF, nesta formulacao conduz as equacdes de Hartree-Fock-Slater, que
sdo a base de métodos usadas especialmente em fisica do estado so6lido, e popularizadas
em quimica.

Existem porém varias teorias SCF: a que os quimicos usam geralmente ¢ a de
Hatree-Fock-Roothaan (HFR) (2), que ¢ uma forma aproximada da teoria de Hartree-
Fock (HF). Ambas as teorias se baseiam num modelo puramente matematico: para o
caso de sistemas de camadas fechadas, consiste em representar o estado do sistema por
uma fun¢do ¥ escrita como um Unico determinante se Slater em termos de um conjunto

de fungdes de base monoeletronicas {¥;}, sendo que as fun¢des ¥; sio otimizadas
utilizando o principio variacional. No modelo de HF, as ¥;sdo variadas sem restrigoes,

as equagoes sdo resolvidas numericamente, ¢ as solu¢des sao os orbitais de Hartree-
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Fock, ‘Pi(HF): a energia calculada formado um determinante de Slater com estes
orbitais, ¢ a energia minima que ¢ possivel conseguir com uma fun¢do de onda deste
tipo.

Na pritica, as variagdes efetuadas em {¥;} estio em varios sentidos, e 0s

orbitais lPl.(]ﬂ:) ndo sdo estritamente calculados. No modelo de HFR, as equagdes nao

sdo resolvidas numericamente, e os orbitais sdo expandidos como combinagdes lineares

de fungdes de certos conjuntos finitos, {‘Pu }, que podem ser funcdes gaussianas,

orbitais atOmicas, etc.:

mo
R =3 Dy, [2]
n

onde m ¢ a dimensdo do conjunto de base {‘Pu } Os orbitais ‘Pi(HFR) sdo aproximagoes

(HF)

aos ‘Pl.

lim ige ¥{"™ = w(" 3]
m—»o0

No caso de moléculas, os orbitais moleculares (MO) sdo expandidos como combinagao

linear de orbitais atdmicos (LCAQO), e o modelo chama-se de SCF-LCAO-MO. A

interpretacdo fisica das equagdes resultantes do modelo matemdtico acima ndo ¢é tdo

simples quanto a do modelo de Slater: além da interacdo coulombiana entre os elétrons,

o potencial contém termos, chamados de troca ou de permuta (exchange) que surgem

devido a antissimetria da funcao de onda.
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Valor médio da Energia

Dada uma fun¢do de onda ol eletronica para um sistema de 2N elétrons e
M nucleos, escrita como determinante de Slater em termos de um conjunto de 2N spin-

orbitais,

Total 7
b d = A{\Pespacial X \PSpin } [4]
Ode A ¢é o operador antissimetrizador. A expressdo para o valor médio da energia é:

I‘I'*HTdt
(E)="—— [5]
j ¥ Wit

sabendo que a fun¢do de base é antissimétrica e o operador Hamiltoniano

N[y, Mo ] 2NN
H=Y -5V =YY — [6]
i AT ] i Ty

lembrando que este ¢ um Hamiltoniano especial (a interagdo de um elétron com o
restante do carogo), a Primeira parte entre colchete estd constituida por operador de um
elétron, os termos de energia cinética dos elétrons e a porcdo da energia potencial

relativa a interagao dos elétrons com os nucleos:

2N
Hy =Y h() [7]
onde
_ 1y Sza
h(l) = zv, %”Ai [8]

Freqiientemente se utilizam aproximagdes nas quais os elétrons das camadas

internas ndo sdo considerados individualmente; o efeito dos elétrons internos ¢é
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introduzido no Hamiltoniano A4(1) o qual contém a energia potencial do carogo

molecular:

2N
Hl — tharoco (l) [9]
i
a segunda parte do Hamiltoniano:
2N2N 1
Hy=22— [10]
i< j i

e depende de pares de elétrons.

Para calcular <E> ¢ conveniente escrever o operador antissimetrizador A em

termos do operador permutagdo, P (umas vez que as fungdes de base sdo

antissimétricas):

. 1 P A
A= 2 - P 11
2N!P( ) ]

“l

O fator (-1)" vale +1 segundo que a permutacio seja par ou impar, ¢ a somatoria é

sobre todas as possiveis permutacdes de 2N elementos, ou seja, que tem 2N! termos. O

operador P permuta as coordenadas dos elétrons na fungdo sobre a qual atua, assim,

por exemplo:

Py {#1(De(DF1 (DB (2)F2 B)e(3) 2 (4B ()} = 12

= (=D {7 () 3)B (3) ¥ (4o (4)¥2 (2)B ()}
para determinar se a permutacdo ¢ par ou impar, compara-se os subindices, neste caso
342, com a ordem crescente normal, 234, e obtém-se o nimero de transposicdes
necessarias para transformar uma seqiiéncia na outra. No caso considerado, transpondo
o numero dois em duas casas para a esquerda obtemos a seqiiéncia 234; como sao
necessarias duas transposi¢des, a permutagio é par, e (-1)" = (-1)* = +1.

Como a fungdo V¥ [4] estd normalizada, o valor médio <E> pode ser escrito

COmao.:
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\E)= 2szz( DP TR W)y @MB Wi, + 1]
[13)

13'{\1'1 D). ¥y QN)B2N) rydty..dTyy
O Valor médio de H;

Consideramos primeiro o integral sobre H;, que chamamos de <H 1>. Como os

elétrons sdo indistinguiveis, e como ¥ ¢ antissimétrica, as contribui¢des de todos os

h(1) sdo iguais; assim:

2N
Hsz‘P{Zh(l‘)}‘Pdf = 2N [ ¥ (i) Per [14]

Substituindo ¥ em [14]:

(H))= m >y EnTL P Do) QB2 (B3 ¥y GNP V)
15

h(1)P' {‘Pl e ()¥, )BT, B)(3).. ¥y 2N)B(2N) }dr 1dtdts.dtyy
[15]

(2N))(2N!-1)

a expressao [15] ¢ uma soma de integrais multiplas. E preciso analisar

separadamente dois casos:
()P =P
Suponhamos por exemplo que P ¢ a identidade, ¢ 13'21312, ou seja que P

permuta os elétrons 1 e 2. A integral multipla correspondente é:

j j P (Do (D)P) (2)B(2)..¥y CN)BQRNADY, (2)a(2)¥, (DB ¥y QN)B RNt dTy...dtyy

= [ ¥1 (AW, (OB ey [ W1 (2)B()W) (2 (2)des [..[ ¥y 2N)BRN)Fy (2N)B(2N)dT 5y
[16]
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O operador 4(1) s6 depende das coordenadas espaciais do elétron 1, e ndo das
suas coordenadas de spin; assim, a primeira integral do membro da direita da equagdo

[16] pode ser fatorizada ainda em:

[ W1 AP Ddvy [a” 1B (1)

e, como as fungdes de spin sdo ortogonais, a segunda integral ¢ zero. O mesmo acontece
com a integral sobre elétron 2. quanto as outras 2N-2 integrais, sdo todas de
normalizacdo, ou seja que sdo iguais a 1.

Um caso levemente diferente ocorre se permutamos os elétrons 1 e 3 por

exemplo. Temos:

[ MW (2)BQ@)¥: Bl(3).. ¥y (2N)B2N)A()
¥, 33, (B2, D). ¥y 2N)BQ2N)dT drydis..disy
= [} AW, ()t [aady, [P ()BQRY, QB [ W5 (3 (B)dvs

j a(3a(3)dz, j j ¥y 2N)BENW , 2N)B2N)dT
Observamos que mesmo se as integrais de spin ndo sdo zero, mas a integral

[w23)¥3)dvs
se anula pois ¥ e ¥, sdo ortogonais.

Assim, se P = P', todas as integrais sobre o operador 4(1) (ou, em geral, sobre

qualquer operador de um elétron) sdo iguais a zero.
(2Q)P=P

Obtém-se 2N! integrais com P e P iguais; para todas elas, o fator (—l)P g

(—I)ZP =+1 e diferenca reside no spin-orbital associado ao elétron 1. sdo (2N-1)!

Termos para os quais 1 estd associado a um certo spin-orbital ‘Y;a ou ¥;f :
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[ 7 1 RO, (G Odr [ ¥y @NBENT Y QN)B@N)dTay

- j ¥ (DAY, (1)dvy

pois € possivel fazer (2N-1)! Permutagdes dos 2N-1 elétrons, deixando o elétron 1

associado ao spin orbital ¥; {% :

1 N .
eI RAULOL AU

i

(Hy)=

(H)=2>" h; [17]

o fator 2 aparece devido a que o mesmo orbital ¥; estd associado as duas funcdes de

spina e 3.
O Valor médio de H,

O valor médio de <H 2> pode ser calculado de maneira anadloga. Neste caso, para a

funcao YV antissimétrica, a dupla soma:

ZZ—

i< j Tij
pode ser substituida por

IN@N-1) 1
2 1”12

(Hy)= MZZ( Do jP{‘Pl (). ¥y 2N)B 2N

[18]
LP’{\P o (D)..¥ 5y @N)BQ2N) T 1dTy.dT oy
2
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A A A A

Consideremos separadamente os trés casos seguintes P=P', P+ P

' em mais

de dois elétrons, e P # P' em dois elétrons somente.
)P =P

Quando P=p, podemos fazer (2N-2)! Permutagdes nas quais os elétrons 1 e 2 estdo

associados aos mesmos spin-orbitais ‘¥; {% e ¥, {% . Se os dois orbitais ¥; e ¥'; sdo

diferentes (i # j), estes podem estar associados a quatro possiveis combinagdes das

funcdes de spin: a(1)ac(2); BMDP2); a(MP(2); B(1a(2), e para cada integral

Ji=[¥ 0] (2)L‘Pl- (DY (2)dydt [19]
2

Ha 4 (2N-2)! Termos. O integral J ;j € chamada de integral de Coulomb.

Aa, se i=j, ou seja, se as fungdes espaciais do dois elétrons sdo as mesmas, as funcodes de

spin devem ser diferentes, sendo que as duas possibilidades sdo: a(1)B(2); B(Da(2).

3 = [¥ 0% @——¥, 0¥, drdr, 120]
2

(2) P # P' em mais de dois elétrons

Se P difere de P' em mais de dois elétrons, ¢ facil demonstrar que as integrais valem

Z€ro.

3) P # P' em dois elétrons

Se P difere de P' em s6 dois elétrons, porém as fungdes tém apenas dois spin-orbitais
invertidos (ou seja duas fileiras no determinante de Slater de uma das y). Novamente ¢
preciso considerar varios casos:

(i) se ambos spin-orbitais tem a mesma parte espacial, ¥; =¥ joa integral € do tipo
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[ W mayw; @B2) i‘? (B (2ex(dr v

que ¢ igual a zero porque as funcdes de spin sdo ortogonais.

(ii) se as partes espaciais sao diferentes, e os spin também,
* * 1
I ¥ MaMY;(2)B(2) r— ¥ (DBM)Y; (2)ou(2)drdr,
12

a qual também ¢ igual a zero por causa da ortogonalidade das funcdes de spin.

(iii) se as partes espaciais sdao diferentes mas as de spin sdo iguais, a integral é, por

exemplo

* * 1
¥/ W] Qe 2) =¥ (Do (D¥; (DD [21]
1
que se reduz a

Ky = [ ¥ (0¥ Q@) —— ¥, ()% (2)dv dr 2]
2

a integral K;; se denomina integral de troca (exchange). Se aos orbitais ¥; ¢ '¥'; da

equacdo [22] se associam fungdes de spin 3, o resultado serda o mesmo. Ainda para cada

para de orbitais (‘¥;,¥ ;) ha 2(2N-2) permutagdes dos outros spin-orbitais. Assim, a
contribui¢do de cada par (‘¥;,'¥;) a energia total devido as integrais de troca ¢ de

22N -2)IK;. Finalmente, voltando a equagdo [18] temos:

N

N N
<H2>:ZJ,~I-+ZZ(2JU~—KU~) [23]

I j#i

Os K;; aparecem negativos porque correspondem a uma permutagéo impar.
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Célculo da Energia Média

Juntando os dois valores médios [17] e [23] temos:

N N N N
(E)=22 h; > d;+. > (2d; -Ky) [24]

i j#i
esta expressao pode ser simplificada observando que
* % 1
Ti =K =[] (%] Q)——%;()¥; (2} dv
12

de modo que

N N N
<E>=2Zhii+22(2Jy—Kij) [25]
i i j

Cada termo da primeira somatdria na equacao [25], 24;, corresponde a integragao entre

um elétron no orbital ‘P; e o nlicleo; o fator 2 ¢ devido a que dois elétrons ocupam cada

orbital ;. Os termos
N

2. (205 -K;)

J

representam a repulsdo entre um elétron no orbital ‘¥; e os outros elétrons. E

interessante definir um conjunto de energias orbitais E; para um elétron ocupando o

orbital ‘¥;

N
Ej=h;+ (23; -K;) [26]
J

Se fizermos a soma destas orbitais sobre todos os elétrons do sistema, teremos:
N N N N
2D E; =2 i +2) > (23 —-Ky) [27]
i i i

comparando es expressao co a da energia total <E> da equagao [25], observamos que
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N N N
(E)=23 E; +Y.> (23 -K;) [28]
i i J

o qual ¢ facilmente justificado j4 que na energia total, a repulsdo entre cada par de

elétrons em ¥; e ¥; deve ser contada s6 uma vez.

As Equacgoes de Hatree-Fock

Na secdo anterior vimos que, dada uma fun¢do de onda aproximada, escrita
como um determinante de Slater em termos de um conjunto de fungdes de um elétron

{‘Pl— }, a expressao geral para a energia do sistema ¢:
N N N
E=2) hy +2) > (2J; -K;)
i i j

podemos aplicar o método variacional para achar as melhores fung¢des de base ¥;, isto

¢, aquelas tais que se formamos ¥ como um uUnico determinante de Slater na base das
¥;, a energia ¢ minima:

OE =0

A variagdo do conjunto {‘Pl} porém esta sujeita a restricdo de que continue sendo um

conjunto ortonormal

0 se i#]j
Sl'j:
1 se i=j
ou seja, que:

O método que permite variar £ mantendo a ortonormalidade da base ¢ um método

matematico bem conhecido, o dos multiplicadores de Lagrande. Formamos um fun¢ao

G:

G=(E)= 2.2 %iS;
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onde o0s A;

j sdo os multiplicadores de Lagrange, por enquanto, pardmetros

indeterminados, € procuramos o minimo na funcao G:

8G=8E - > 1;8S; =0
i

Substituindo £ por seu valor (equacado [25])
N N
2% Bhiy + > (28 ;; —8K ;) =D D> %88, =0 [29]
i i i

Os termos da primeira soma na equagao anterior:

Shi; = [} (DA()W; (Ddy = [(BF; DA(Y; (Ddry + [ W] (DAY, (1),

podem ser reescritos como:

Oh;; = I (S\Pi* (DAY, (1)t + complexo conjugado
Analogamente:

%* * 1 % * 1
8J; = .[(S‘Pi M)Y;(2) — h (1)‘1’]- (2)dtdtH + I‘I’i (DEY;(2)) — h (1)‘I’j (2)dtdty +cc.
12 12
ou utilizando o operador integral de Coulomb:

A sk 1
Jj(1)sj\yj(2)a\yj(2)dr2 [30]
8 = j G¥ (NI ¥, (Hdr + j E¥; ()P (hdr +ce.

Para as integrais de troca

SKU _ J-(S‘I’l* (1))Kj (1)\{,1 (l)d'f] + I(S‘{’J* (1))KZ (1)\11] (l)d’tl + c.c.
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e definimos o operador integral de troca, K (1), como um operador que tem a seguinte

propriedade:

K, ()¥;(1) = { [¥j@ v, }\P S0 31]

Finalmente, a variagao das integrais de recobrimento ¢ dada por
%
58 = j E¥; ()Y, (Ddr; +ecuc.

Juntando todos os termos e pondo em evidéncia as diferenciais:
N N R N
> j @¥; (D12hMY; (1) +2D (2T ; () - K ;()¥; (1) = D k¥ (1) pdrg +cc.=0
i J J

O fator 2 que aparece na frente da primeira soma sobre j ¢ devido a que tanto Jj; como
Jji contribuem com um termo idéntico,e analogamente Kj; e Kj. Como as variagdes das
fungdes e dos seus complexos conjugados sdo independentes, cada termo da soma em i

deve ser identicamente igual a zero. Assim:
N R N
2h(1) + 22 2I;H-K ;@) [¥; (D) - ZKU-‘PJ- (1H)=0, i=1,2,..N
J J

substituindo, por conveniéncia,

e dividindo tudo por dois, temos:
N R N
D)+ 21 ;()-K ;) ;)= E;¥;(1)=0, i=1.2,.N [32]
J J

A Expressio contida entre os colchetes se denomina operador de Fock, F -
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N
F=h()+,(2J ;()-K ;(1) [33]
J

temos entdo um conjunto de equacgoes diferenciais de um elétron:

N
Y1) =Y E; ¥ (1), i=1,2,.N [34]
J

Vemos imediatamente que se todos os E; com i# j fossem iguais a zero, a equagdo
[34] seria uma equagdo de autovalores (devemos diagonalizar Ej;para adquirirmos

E;;). Isto pode ser conseguido mudando-se o conjunto de base {¥¥;}. Com efeito, os

orbitais '¥; ndo sdo Gnicos. Qualquer combinacdo linear,

\Pi': ZTIJ\PI
J

também ¢ autofun¢do do operador F', se os coeficientes T;; (transformacao unitaria) sao
tais que:

3
ZTikaj =38 [35]
k

uma transformagdo que obedece o requisito [35] € uma transformagdo unitaria. Em

forma diferencial é
T T=1 [36]

onde T* ¢ a matriz adjunta de T, ou seja a matriz transposta conjugada. A equagio [34]

pode ser escrita em forma matricial:
FY = EY [37]

Multipliquemos ambos membros desta equagdo por T pela esquerda, e insiramos a

matriz 1, ou, o que é equivalente, o produto T*T':
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TET'TY = TETTTY

Agrupando os fatores, temos:
(TET)TY =(TET )TV

ou

A

FY\P': EY\P'

que ¢ analoga a equacgdo [37]. Em particular podemos escolher uma matriz T tal que

E’seja diagonal. Neste caso, teremos uma série de equacdes de autovalores.
F'Y,'=E;"¥,' i=12,.N [38]

para o operador F'. E possivel demonstrar que o operador F' na base {‘P'i} ¢

exatamente analogo ao operador F na base {‘Pl} de modo que as equagdes [38]

representam o mesmo problema que as equagdes [34]. As equagdes [38] sdo as

equagdes de Hartree-Fock, e os otbitais {¥';} sdo os orbitais canénicos de Hartree-

Fock.

Podemos escrever a equagdo [38] diretamente

F'\Pi :EilPl' i=1,2,...N
com

F=h)+Y (23, -K})
J

Notamos o Valor E;:

Ei = I\IJI']’;‘\PidT = Fii

= [ A1)+ 3 (25 ; =K ) [¥ydv = hy + 3 (25 - Kyy)
J J

¢ exatamente igual a energia total E; definida pela equacdo [26]. Estas sdo chamadas de

potencial de Kooopmans ou potenciais verticais.
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A resolucgdo das equagdes de Hartree-Fock se faz da maneira seguinte. Como o operador

de Fock, F, contém os operadores integrais J je K j definidos em termos de um

conjunto de orbitais de base {‘Pi}, inicia-se o processo postulando uma forma para o

conjunto {‘Pi}: por exemplo, os ‘I’i(o) podem ser autofungdes do operador fz(l)

w0 1) = EOw®

com essas funcoes calcula-se o operador de Fock e resolvem-se as equacdes de Hartree-
Fock. As solugdes {‘Pi(l)} formam um novo conjunto de base no qual pode se definir
novamente o operador de Fock. O processo continua até que os orbitais permane¢am
invariantes sob novas iteracdes, dentro da margem de precisdo requerida. Se os ‘Pi(o) Q)

estdo bem escolhidos geralmente o processo converge.

E interessante discutir o significado fisico do operador de Fock: ele representqa
um Hamiltoniano efetivo de um elétron tal que a energia potencial do campo no qual o
elétron se encontra ¢ constituida das seguintes partes:

(1) A energia de interagdo com os nucleos

(2) A energia de repulsao com todos os elétrons de spin oposto ao do elétron

considerado. Zj j
J

(3) A energia de interacdo com todos os elétrons de igual spin ao do elétron
considerado:
> -K;)
J
que ¢ a interagdo (2) devido a que, para uma fun¢do antissimétrica, dois elétrons com o
mesmo spin ndo podem ocupar o mesmo orbital e conseqiientemente nunca estdo muito

perto um do outro; assim a sua energia de repulsdo ¢ menor
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