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Introducao

A Mecanica Quantica foi construida na década de 20 para lidar com o 4tomo, os fisicos
consideravam-na como um instrumento provisorio destinado ao fracasso fora dos dominios do
atomo, entretanto a mecanica quantica prosperou ¢ ultrapassou os mais fantasticos sonhos de seus
inventores. Atualmente, devido a aceitacdo dos Postulados Quéanticos e suas extensivas aplicagdes
em Centros Cientificos, vem proporcionando maior divulgagdo de experimento classicos da
Mecanica Quantica, bem como seus inventores. A internet, onde ¢ um meio de informagdo de mais
alto padrao, nos favorece diversas fontes de trabalhos diretos ou correlacionados a Mecanica

Quantica, sendo estes: revistas, fasciculos e até mesmo jornais cientificos.
Conceitos Preliminares

Para explicar a mecanica dos atomos e dos sistemas nucleares, foram desenvolvidas, a partir
de 1900, diversas teorias. Estas teorias foram se enquadrando a uma denomina¢do comum:
“Mecanica Quantica”(MQ).

Assim, MQ ¢ um conjunto de teoria dos sistemas atdmicos e nucleares. Este conjunto nao ¢
unitario, mas sim uma sucessao de diversas teorias, umas complementares das outras. Estas teorias
surgiram e desenvolveram-se da Fisica Classica, particularmente da mecéanica newtoniana e da
teoria eletromagnética de Maxwell.

Demonstrando-se que os conceitos classico e eletromagnético eram suficientes para
explicagdo do mundo macroscopico, mas, incapazes para uma explicagdo adequada e coerente do
mundo microscépico, i.e., atdbmico-nuclear e também molecular, nasceram a chamada “Antiga
teoria dos quanta” ou Mecanica Quantica Antiga. Esta mecanica compreende as teorias de Planck
(1900), Einstein (1905), Bohr (1913) e De Broglie (1924).

A antiga MQ embora explicasse muitos fendmenos até entdo incompreendidos, falhava em
sua base logica para outros fendmenos. E assim Heisenberg (1925), desenvolveu a “Mecéanica das
Matrizes”, que nao implica em nenhum modelo atdmico, pois ¢ um edificio puramente matematico.
Quase simultaneamente, Schrondiger (1926) baseando-se nas idéias de De Broglie, desenvolveu a
“Mecanica ondulatoria”. Esta mecanica tem um aspecto mais fisico, embora algo impreciso. Esta
imprecisdo foi desaparecendo com a aplicagdo das teorias de Pauli (1924) e Dirac (1926). As teorias
de Heisenberg até Dirac, sdo conhecidas como “Mecanica Quantica Moderna”. Esquematicamente,

temos:
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teoria dos quantas de Planck
MQA | teoria atdmica de Bohr

dualismo de De Broglie
MQ

MQM | mecénica das matrizes de Hiesenberg

mecanica ondulatéria de Schondiger

teoria do Spin de Pauli

teoria da energia positiva e negativa de
Dirac

Juntamente com estes fisicos, representantes da MQ, figura outro grande numero de cientista
que, experimentalmente, deram confirma¢do a cada um destas teorias, assim como aplicaram
teoricamente a muitos fendmenos Fisicos-Quimicos.

Primeiramente estaremos considerando a visdo matemadtica, que a mecanica quantica possui
com uma linguagem acessivel para estudantes de ciéncias e assim uma breve discussdo da MQA
(Planck— de Broglie) ¢ MQM (Pauli— Dirac). tratando historicamente os fatos ocorridos e
descrevendo alguns passos tomados pelos pesquisadores da MQ, explanando o formalismo

matematico.

O Formalismo Matematico da Mecanica Quantica

Na mecanica quantica a forma de se estabelecer relacdes numéricas e representacao fisica de
eventos sdo de modelos ndo convencionais como o de costumeiro da fisica e quimica. As vezes

tendo tratamento até filoséfico de problemas.

Operadores

Em muitos processos matematicos um elemento tem que se submeter a um conjunto de
operacdes quase sempre complicadas, mas que se repetem muitas vezes, a fim de aplicar a outros
elementos diferentes para correlaciona-los. O conjunto de operagdes e transformagdes métricas sao
representadas por simbolos (A, V2, [, ¥) que se denominam operadores de transformacio. Este
conjunto de operacdes de transformacdo pode ser representado também por uma matriz, a qual tem
propriedades intrinsecas da teoria de matrizes. Veja abaixo a representa¢do de operadores e matrizes

respectivamente.

/= An 1]
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A= Ay, Gy  dy [2]

Estes operadores sdo denotados usando letras com acento circunflexo, como por exemplo O.
Existe em principio, um operador para cada informacdo que se deseja sobre o sistema, sendo os
mais importantes os operadores que fornecem a energia, chamados de operadores Hamiltonianos
que sdo denotados pelo simbolo H. Os operadores, por serem ordens ou instrugdes matematicas,

devem ser aplicadas pela direita nas fun¢des desejadas por exemplo a fungdo de onda ¥ ou usando

a chamada representagdo de Dirac |‘P> Se O = d/dx, ou seja a ordem matematica é “derive com
relacdo a x”, e ¥ = f(x),podemos ver claramente que f)|‘1’> (df(x)/dx) ndo é o mesmo que |‘P> 0,

ou f(x)d/dx (4). Como em alguns casos € necessario trabalhar com combinagdes lineares de fungdes

de onda, os operadores também devem ser lineares, i.e.:
O w,)+w.))=01w,) + 0 w,) 3)

Quando aplicamos o operador na fun¢do de onda pode acontecer dois eventos. No caso mais

simples a operacao sobre ¥ fornece a propria fungdo ¥ multiplicada por uma constante a, ou seja:
O%) = | W) [4]

Neste caso a funcdo de onda W ¢ dita ser autofuncdo do operador O com autovalor a. O
autovalor obtido corresponde a propriedade que se deseja medir, de forma que, quando se fizer uma
medi¢do desta propriedade em um conjunto de sistemas idénticos, sempre serd obtido o mesmo
valor a. Mas ¢ 6bvio que as medicdes realizadas usando os operadores devem fornecer valores reais
€ nao numeros complexos. Apresentando esta condicdo o operador ¢ dito Hermitiano, o que

matematicamente corresponde a expressao:

(e lofw,)=((¥,[0]w,) 5]
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A equacdo [5] garante que se é| ‘P> =a|‘{’> e que O|T*> =a*|‘1’*> ,entioa=a , 0 que so

acontece se a for um niimero real, ou seja, se ndo contiver o nimero i na sua expressao.
O segundo tipo de resultado que pode ser esperado quando se aplica um operador em uma

funcdo de onda ¢ que a funcdo de onda seja alterada pelo operador, como mostrado na equagao 6:
O|¥,) =50, [6]

Agora a func¢do ndo ¢ autofungdo do operador, e o valor b corresponde a uma unica medigao
da probabilidade desejada em um sé sistema dentro de um universo de sistemas idénticos. Neste
caso , cada vez que se fizer a medi¢do experimental da propriedade seria obtida uma resposta
diferente, sendo portanto necessario calcular o valor médio das medigdes, também chamado de
valor esperado, <b>, para ter um resultado confidvel da medicdo. O valor médio ¢ calculado

exatamente como se calculam os valores médios em estatistica:

(¥[o])
(¥]¥)

(b)= (7]

O principal problema agora ¢ definir matematicamente os operadores e as funcdes de onda.
Os operadores sdo obtidos através dos comutadores dos operadores.

Se tivermos uma funcao de onda descrita por

Y=2A»e" [8]

que pode ser aplicada a descrever qualquer particula de massa m e velocidade Vy que apresente
comportamento ondulatério, sendo portanto uma equagao geral e ndo so referente ao foton. Agora
utilizando-se dum operador para deriva-la em relagdo a x, e considerando que a energia E e o

momento Py da particula associada a onda sdo constantes, temos:

oY 2mip, W

= % [9]

rearranjando temos:
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ih 0¥
T ¥ 10
o a P [10]

. ~ ~ . ~ ih 0
analisando a equacao [10] vemos que a fun¢do de onda W ¢ uma autofuncao do operador — o Ox
T Ox
. . . ih 0
com autovalor p, , ou seja, que o operador extrai o valor de momento da fungdo de onda — o B
T OX
Isto significa que, para obter operadores podemos escrever a expressao classica da quantidade que
. . ih 0
nos interessa, e substituir os termos referentes a componente em x do momento, p,, por T
T OX
ih 0 ih 0

Por analogia, para as componentes em y ¢ z a substituicdo deve ser por ——— ¢ ———
21 Oy 2n Oz

respectivamente. Ja onde existem coordenadas (X,y,z) ou tempo (t) ndo € necessario fazer nenhuma
modificacdo para converter a expressdo em um operador. Esta metodologia pode ser expressa em
forma de tabela.

Tabela 1: substitui¢cdes para a construgdo de operadores.

Termo na Termo no Simbolo do operador
expressdo  operador
cla’ssica
X X X
Y Y Y
V4 Z 7
P, ih @ b
2 ox
Py — ii p y
2n Oy
P. _ih & p.
21 Oz

H
-
>
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Tabela 2: Exemplos do operador Hamiltoniano para o movimento de uma particula de massa m em
diferentes campos de for¢a definidos pela fungdo (operador) potencial V.

Operador
(a) Particula livre - V=0 Ao n* d?
x C 2mdx?
b) barreira de . 2 42
(b) V=V, H= _h_d—(x<0 x>0)
potencial *~— R 2m d®
0 a X' n h2 d2
i1=-1= 2 Ly, (0<x<a)
2m dx*
(c) Oscilador ntod* o1

K V=(1/2)Kx? H=-———+—Kx’
harménico > 2m dx® 2
1 Vi

Tabela 3: Exemplos do operador para atomos e moléculas.[4.A]

Operador H
(a) Atomos de um A 2 2
) H= _n v? _Ze”
elétron 2m p
(b) Atomos de . 72 & 17,2 o2
. H=——"3v2_y 2 £
muitos elétrons 2m 12:1: ; r; * Z jz; r
(c) moléculas . & 5 Z, o2 z,7, o2
H=-= ZV L2 ZZ D
i1 M i i Tij a B>a
Comutadores

Em 1926, Born, Heisenberg e Jordan apresentaram na Zeitschrift fiir Physik a mecanica

quantica, desenvolvida por Born em 1924, ¢ Heisenberg, em 1925, sob o ponto de vista matricial

[5]. Nesse trabalho, eles apresentaram as relagdes de comutagdes para o momento angular L para

um sistema de muitas particulas:

[Lx’Ly] = LLza

2mi

[L.L])=21, [11]
2mi

.r]=" 1.

2mi
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Hoje em alguns cursos de MQ, podemos ver que esses comutadores podem ser visto da

forma apresentada acima.

Mas qual sera a idéia de comutacdo ?, comutar significa ‘Realizar diversas fungées’.
Imaginemos uma situagdo na qual temos dois operadores Hermitianos O e E que comutam entre si,
ou seja O — EO = 0 (0 comutador também ¢é representado como [O,E] = 0). Suponhamos ainda
que existe um conjunto de fungdes de onda W; que sdo autofun¢des do operador O, com autovalores

diferentes entre a;, i.e., sem degenerescéncia®.
O| \Pi> = a[|‘Pi>

neste caso qual seria a relagdo do operador E com este conjunto de fungdes?. Se operarmos pela

esquerda com E teremos que

EO|®,) = E(a|¥W,) = o,(E]¥,)) [12]
e pela condigdio de comutagio:
EO = OE — EO|Y,) = O(E|Y,)) [13]
de (A) ¢ (B) temos que
O(E|Y,) = a,(E['¥,)) [14]

A equagdo [14] nos mostra explicitamente que E | ‘Pl.> ¢ uma autofungao do operador O, com

o autovalor a;. Como ;¢ a tnica funcdo com autovalor a; , devido ‘a ndo degenerescéncia dos
sistema, a tinica forma da equagio [14] ser verdadeira ¢ quanto a fungio K | ‘Pl.> seja um multiplo de
Y, 1. e.,

E|Y,)=d|¥,) [15]

Em outras palavras, a funcao |‘I’,> também ¢é autofungdo do operador E. Este resultado na

forma de teoria seria: ‘Se dois operadores Hermitianos O e E comutam, entdo existe um conjunto de
fungoes que sdo autofungoes dos dois operadores’. Este teorema ¢ extremamente importante pois
mostra que as Unicas propriedades de um sistema que podemos medir simultaneamente e com
precisdo sdao aquelas para as quais a fun¢do de onda representando o estado do sistema ¢ a

autofuncao dos seus respectivos operadores, ou seja, para medir precisa e simultaneamente duas ou

¥ Degenerescéncia: significa os mesmos autovalores de energia.
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mais propriedades de um sistema, seus respectivos operadores devem comutar. De fato, este
resultado ¢ uma forma de expressdo do Principio de Incerteza de Heisenberg, pois indica que sé ¢
possivel conhecer simultaneamente com precisdo as propriedades de um sistema cujos operadores
comutam. Claramente, de acordo com a formulagdo mais conhecida deste Principio, os operadores

referentes a posi¢ao e ao momento de um elétron em um atomo nao comutam.
Observaveis

As propriedades (E, P, Xj) que formam um observavel tém duas caracteristicas importantes:
1) Podem excluir-se mutuamente, ou 2) Constituem um conjunto completo, i.e., incluem entre si
todos os possiveis resultados da medicao do observavel (E, P, Xj).

Em MQ, pode-se distinguir dois tipos importantes de relagdes entre observaveis. Analisemos
dois observaveis, g e r sdo compativeis se as propriedades (E, P, X;) de todos os pares (g; 1)) — gi
representa qualquer propriedade do observavel g, r; qualquer propriedade de » — forem compativeis
ou de mutua exclusdo. Sendo o ultimo caso, o par de propriedades que ndo correspondem a
qualquer situacdo fisicamente real ou previsivel.

No entanto, para que dois observaveis ¢ € s sejam incompativeis basta que, entre todos os
pares de propriedades (g, s;) exista um que seja incompativel.

Um exemplo de incompatibilidade ¢ o momento linear (P) e a posi¢ao (x;). A energia de uma
particula livre (energia cinética) e a sua quantidade de movimento sdo também observaveis
compativeis. Neste caso, os pares de propriedades formados por uma propriedade de cada um destes
observaveis ou sdo compativeis ou excluem mutuamente; a exclusdo muua aplica-se a situagdes
fisicamente absurdas, por exemplo quando, uma das prorpiedades for nula e a outra diferente de
zero porque a energia cinética e a quantidade de movimento estdo relacionadas entre si através de

uma dependéncia funcional, K = p*/(2m).[6]

Valor Esperado

Se considerarmos, uma particula e onda associada, a fungdo ¥ e se essa funcdo ndo se
anula num intervalo entre » e » + dr, na medida de sua posi¢do hd uma probabilidade finita dessa
particula ser encontrada. Nao podemos, atribuir a coordenada um valor bem definido, no entanto, é
possivel especificarmos uma posi¢do média da particula.

Imaginemos a medida da posi¢do da particula no instante t, a probabilidade de encontra-la

entre e » + dr é dada pela equagao.
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P(r,t) =V *(”t)\ll (r,t) [16]

onde P, ¢ a probabilidade de encontramos a particula. Repetindo essa experiéncia a uma certa
freqiiéncia no mesmo instante e registrando os valores de P, podemos usar a média dos valores
observados para caracterizar a posi¢ao da particula no instante t.

Este valor ¢ representado por <r>, valor esperado da coordenada r. Veja abaixo como

podemos demonstrar matematicamente este calculo.

+00

<r>= j-rP(rjt)dr 17)

—o0

. _ *
como: B, \ =W ¢V (., »

substituimos [16] em [ 17] temos que: < r >= J-rw*(r,t)\y(mdr [18]

—00

Fluxo de Probabilidade

A probabilidade de encontrar uma particula a uma certa posi¢ao x e num tempo ¢ ¢ dado por

P(r,t) =V (”t)\ll(r,t)

Sendo o fluxo qualquer grandeza que varia o tempo.

oP 0 .
E(X’[) ZE[WW)\I/ ] [19]
oP . oy oy *
— () =y e — (5,0t ,—— (Xt 20
at(x)\l]()ét(x)\V(,\,) 8t(X) [20]
2 2
0 e
como:—ﬂy—k V(x)\V(x,t) = lhg

consideramos que ela esteja livre de V(x).
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Parte real:
i@ = v [21]
2m Ox ot

Parte imaginaria:
in 62“’2 _ov_ [22]
2m Ox ot

Substituindo [21] e [22] em [20]

—(x D=y N a;'j Y, t)(—%a;j;}
A P e |
S =%{w*z—i—%w} 23]
Sendo S o fluxo de probabilidade
Z—P( ) = —Z—(x t) ou
2—f(x,t) + g—i(x,t) =0 [24]

Sendo esta a equagdo da continuidade.
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Postulados da Mecanica Quantica da Fun¢ao de Onda

D) A todo sistema corresponde uma fun¢do de onda ¥ (x.t).
1) A seguinte correspondéncia existe entre as varidveis dindmicas e os seguintes:
Variaveis Operadores
X,V¥,2z,t X,V¥,2z,t
F(x,t) F(x,t)
Py, Py, ou P, h o h@o h o

III) ¥ (x,t) (onde x representa x, y, z) e suas derivadas primeiras, devem ser finitas e univocas.

IV) ¥ (x,t) deve ser normalizada®, isto €.

+00 +00 400

J. J. I ‘P*(x,t)ql(x’t)dvzl

—00 —00 —

dv = dxdydz

ou simplesmente

T Y'®dy =1

ou mais simplesmente

< ‘P|‘P >=1

V) A cada observavel corresponde um operador A. O valor médio <A> ou valor esperado deste

operador e definido como.

* quando tem-se uma fungfio = 1, a probabilidade ¢ 100% de encontrar a particula numa regido, isso significa que esta
fun¢do esta normalizada.



Quimica Quantica Bathista, A.L.B.S.

<A>= TTT‘P*E‘Pdv

< A>= I‘P*A‘Pdv
ou

< A>=< ‘P‘A|‘P >
porém, se ¥ nao for normalizada, entdo <A> ¢ definido como(20)

< lI’|A|‘I’ >

< A4>=
<‘P|‘P>

12
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