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1. L
r  para um sistema isolado 

 
 o momento angular total de um sistema isolado é uma constante de movimento. O 
que deixa evidente a conservação do momento. 
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2.  em Mecânica Clássica L
r

 
prL rrr
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e suas componentes são  
 

yzx zpypL −=     [2.3] 

zxy xpzpL −=      [2.4] 

xyz ypxpL −=     [2.5] 
 

3. L
r  em Mecânica Quântica 

 
prL ˆˆˆ ×≡      [3.1] 
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4. Comutação 
 
verificando as propriedades das componentes do momento angular 
 

[ ] zyx LiLL h=, , [ ] xzy LiLL h=, ; [ ] yxz LiLL h=,  
 

[ ] [ ] [ ] [ ]zyxzzxyzyx xpzpzpypxpzpzpypLL ,,,, +=−−=  
[ ] [ ] [ ]xpzppzpyLL zyxzyx ,,, +=  

[ ] xxyx xpiypiLL hh +−=,  
[ ] [ ]xyyx ypxpiLL += h,  

[ ] zyx LiLL h−=,  
 

[ ] [ ] [ ] [ ]yxzyxyzxzy zpypypxpypxpxpzpLL ,,,, +=−−=  
[ ] [ ] [ ] zxyxzy ppxypxpzLL ,,, ==  

[ ] zyzy ypizpiLL hh +−=,  
[ ] [ ]yzzy zpypiLL −= h,  

[ ] xzy LiLL h=,  
 

[ ] [ ] [ ] [ ]yxzyyzxyxZ zpypypxpzpypypxpLL ,,,, +=−−=  
[ ] [ ] [ ] xyzyxZ ppyzpypxLL ,,, +=  

[ ] xzxZ zpixpiLL hh +−=,  
[ ] [ zxxZ xpzpiLL −= h,  ]

[ ] yxZ LiLL h=,  
 
as componentes do momento angular não comutam ! 
 



considerando o operador , o qual corresponde o quadrado em magnitude do momento 
angular. O operador  é hermitiano desde que L

2L
2
xL 222

zy LLL ++= x, Ly, e Lz sejam 
hermitianos. 
 

[ ] 0,2 =xLL , [ ] 0,2 =yLL ; [ ] 0,2 =zLL  
 

[ ] [ ]xzyxx LLLLLL ,, 2222 ++=  

[ ] [ ] [ ] [ ]xzxyxxx LLLLLLLL ,,,, 22

0

22 ++=
321  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] zxzxzzyxyxyyx LLLLLLLLLLLLLL ,,,,,2 +++=  

[ ] zyyzyzzyx LLiLLiLLiLLiLL hhhh ++−−=,2  

[ ] 0,2 =xLL  
 

[ ] 0,2 =xx LL , porque [ ] 0, 33222 =−=−= xxxxxxxx LLLLLLLL  
assim [ ] 0,2 =yy LL  e [ ] 0,2 =zz LL  
 

[ ] [ ]yzyxy LLLLLL ,, 2222 ++=  

[ ] [ ] [ ]yzyxy LLLLLL ,,, 222 +=  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] zyzyzzxyzyxxy LLLLLLLLLLLLLL ,,,,,2 +++=  

[ ] zxxzxzzxy LLiLLiLLiLLiLL hhhh +++=,2  

[ ] 0,2 =yLL  
 
 

[ ] [ ]zzyxz LLLLLL ,, 2222 ++=  

[ ] [ ] [ ]zyzxz LLLLLL ,,, 222 +=  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] yzyzyyxzxzxxz LLLLLLLLLLLLLL ,,,,,2 +++=  

[ ] yxxyxyyxz LLiLLiLLiLLiLL hhhh ++−−=,2  

[ ] 0,2 =zLL  
 
suas componentes também mantém a regra de comutação 
 

[ ] xxzzxxzx LLLLLLLL −=,2  
[ ] xxzxzxxzxzxxzx LLLLLLLLLLLLLL −+−=,2  

[ ] [ ] [ ] xzxzxxzx LLLLLLLL ,,,2 +=  
[ ] [ ]xyyxzx LLLLiLL +−= h,2  

 



sendo que a soma dos dois termos é zero, uma outra representação á a anticomutação 
[ ] { yxzx LLiLL ,,2 h−= } . Concluindo que   e  comutam, isso porque ,  e  

ocorrem simetricamente com . 

2L xL xL yL zL
2L

 
e [ ] [ ]xyyxzy LLLLiLL += h,2  
 
Princípio de incerteza 
 

2/2 h≥∆⋅∆ xLL  
2/2 h≥∆⋅∆ yLL  

2/2 h≥∆⋅∆ zLL  
 
 

5. Operadores escadas 
 
 aqui podemos introduzir dois novos operadores, chamados de operadores escadas 
ou operadores deslocamento. O operador , é chamado de operador levantamento; o 
outro operador, , é chamado de operador abaixamento. Estes são definidos como 
segue: 

+L

−L

 
yx iLLL +=+  e  yx iLLL −=−

 
a relação inversa é  
 

2
−+ += LLLx  e 

i
LLLy 2

−+ −=  

 
aplicando-os na relação de comutação de ,  e  xL yL zL
 

[ ] [ ] [ ]yzxzz LLiLLLL ,,, +=+  
[ ] [ ] [ ]zyyzzxxzz LLLLiLLLLLL −+−=+,  

[ ] xyz LLiLL hh +=+,  
[ ] [ ]yxz iLLLL +=+ h,  

[ ] ++ = LLLz h,  
 
as outras relações de comutação são obtidas similarmente e todas as três são  
 

[ ] ++ = LLLz h, , ,  [ ] −− −= LLLz h, [ ] zLLL h2, =−+

 
 



 
[ ] [ ] [ ]yxxxx LLiLLLL ,,,

0

+=+ 321
 

[ ] [ ]
4434421

h zL

xyyxx LLLLiLL −=+,  

[ ] zx LiLL h=+,  
 
 

[ ] [ ] [ ]yxxxx LLiLLLL ,,,
0

−=− 321
 

[ ] zx LiLL h−=−,  
 

2L  comuta com cada uma das componente, este também comuta com . Portanto, 
podemos adicionar a esta relação 

±L

 
[ ] 0,2 =±LL  

 
O efeito dos operadores escadas: 

 Nós podemos mostrar que dois autoestados simultâneos de  e  são 
distinguíveis por números quânticos 

2L zL

 
 

6. Igualdades com I dos spins 
 
 Em mecânica quântica há duas espécies de momento angular:  

 
1. momento angular orbital, resulta do movimento de uma partícula 
através de um espaço ou trajetória (órbita) é similar ao momento angular 
clássico.  

 
2. momento angular de spin, é uma propriedade intrínseca de muitas 
partículas microscópicas e não há análogo clássico. 

 

7. Mudança de coordenadas 
 
 transformação de coordenadas cartesianas em esféricas 
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φθ cosrsenx = , φθsenrseny =  e θcosrz =  

 
2222 zyxr ++= , 

222
cos

zyx
z
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=θ  e 

x
y=φtan  

 
para realizarmos estas transformações, nós usamos a regra da cadeia. Supondo que temos 
uma função de r, θ e φ: ( )φθ ,,rf . Agora substituindo os valores de r, θ e φ em ( )φθ ,,rf  
temos, 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( )zyxzyxzyxzyxrf ,,,,,,,,,, ξφθ =  
 
a regra da cadeia nos diz como a derivada parcial de ( zyx ,, )ξ  está relacionada com 

( )φθ ,,rf , de fato 
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para converter estas equações para equações de operadores precisamos retirarξ .  
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utilizando estas equações de operadores e aplicando-os no dois lados de 2r , θcos  e 

φtan  
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e se diferenciarmos r  com respeito a y e z, nó obteremos 2222 zyx ++=
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logo teremos  
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agora diferenciando o segundo termo da transformação de coordenada 
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da mesma forma para as outras diferenciações de θ. 
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