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1. i para um sistema isolado

o momento angular total de um sistema isolado ¢ uma constante de movimento. O
que deixa evidente a conservagao do momento.
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L=Fxp [2.1]
sendo p =mv
L L L
L=ixp=|x y z [2.2]
p,\ py pZ
€ suas componentes sao
L. =yp.—zp, [2.3]
L, =zp —xp, [2.4]
L =xp, - p, [2.5]

3. i em Mecanica Quantica

L=/xp [3.1]
L=-ih(rx) ou L= —zh(r X—j [3.2]
Ox
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componentes

~ 0 0
L =-ihl y——z— 34
« = (yaz Zayj [3-4]
~ L[ 0 0
Ly = _lh(Za_xEj [35]
~ d 0
L =—-il|x——-y— 3.6
= (xay yaxJ [3.6]

4. Comutacao

verificando as propriedades das componentes do momento angular

|L..L|=inL . |L,.L.|=inL s [L,L])=inL,

L., Ly] =|wp. - D, 2D ~ w.|=[wp.. ]+ [Zpy, .|
|L..L,)= p..2lp, + [z, p.]x
I_Lx,LyJ =—ihyp, +ihxp,
L..L,|=inlxp, +yp,|
|L..L,|==inL,

[Ly,Lz J = lsz —Xp,,Xp, —ypr = [XPy,ypz]+ vax,ZpyJ
\L,.L.]=2[p,.x]p, = ylx. p.]p.
lLy,LZJ = —ithy +ihyp,
|.Ly’LZJ :ihl.ypz _ZpyJ
|L,.L.|=inL,

[,.L]= [xpy =YD YP. Zpy] = lxzvy,ypzl + [ypx,ZpyJ
[2,.L]=xlp,.y]p. +2ly.p,|p.
[L,,L.]=—ifxp, +ifzp,
[Z,.L.]=itlzp, —xp.]

[Z,.L]=inL,

as componentes do momento angular ndo comutam !



considerando o operador L*, o qual corresponde o quadrado em magnitude do momento
angular. O operador L* = L% + Li + L ¢ hermitiano desde que Ly, Ly, € L, sejam

hermitianos.
2.z, ]=0, |22,L,|=0; |*,1.]=0

12,1 |=|+ 2+ 12,
ERAE ILi,Lx|+[Li,Lx]+ 12,

0
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|21, |==inL, L. —inL L, +inL L, +inL L.
l2.z.]=0

|22.L,]=0.porque |2, L |=12L, -1, 1> =1} -} =0
assim |L2,L,|=0 ¢ |[12,1.|=0

[Lz’Lylzl.Li +Li +Li’Ly]
|2, |=|2. L]+ |2 L]
> Hy x>y 20y
|.L2’LyJ:LXlLX’Ly]-I_l.LZ’Lyle +LZI.LZ’LyJ+|.LZ’Lijz
|2,1,|=inL L. +inL L, +inL L, +inL L.
7.0

=g v v
|.L2’LZJ = [Li’LZJ+|.Li’LZJ
|.L2’LZJ = Lxl.Lx’LZJ+ lLX’LZJLx +Ly|.Ly’LZI+ [Ly’LZJLy
2,1, |==inL,L, —inL L +ihL L, +ihL L,
l22.1.]=0

suas componentes também mantém a regra de comutagao
I.Li’LzJ = LxLxLz _LzLxLx

lLi’Lz] = LxLxLz _LxLzLx +LxLzLx _LzLxLx

2L )=r e, L]+[L,. L)L,
[fon |-t v 1]



sendo Tue a soma dos dois termos ¢ zero, uma outra representagao 4 a anticomutacao
2 —_ . 2 .
lLX,LZ = —zh{Lx,Ly}. Concluindo que L° e L, comutam, isso porque L, L, e L,

ocorrem simetricamente com L.
2 —_

e |2,L.]=in|L.L,+1,L]

Principio de incerteza

AL DL >1h/2
AL’ (DL, 27/2
AL IMNL. 2Hh/2

5. Operadores escadas

aqui podemos introduzir dois novos operadores, chamados de operadores escadas
ou operadores deslocamento. O operador L,, ¢ chamado de operador levantamento; o

outro operador, L_, ¢ chamado de operador abaixamento. Estes sdo definidos como
segue:

L =L +il e L.=L —iL,

a relacdo inversa ¢

aplicando-os na relagdo de comutagdode L., L e L,

[L.L]=[c.L]+]L..L |
l..0.)=[e.L,-L.L.]+iL.L, -L,L.]
[L.,L.]=inL, +nL,

[LZ’L+] = hI.Lx +lL)/J
[L..L.]=nL,

as outras relacoes de comutacao sao obtidas similarmente e todas as trés sao

[L.,0.]=nL,, [L.,L)=-nL_,[L,,.L]=25L,



[Lx5L+] = [Lx’Lx] +i|.LX’Ly]

0
[Z.L)=iL.L,-L,L]
(A S —

hL

[Lx ’L+] = th—z

[LX’L—] = [Lx’Lx] _il.LX’Ly]
0
[L,.L.]=-inL.

[* comuta com cada uma das componente, este também comuta com L,. Portanto,
podemos adicionar a esta relagao

2.1, |=0

O efeito dos operadores escadas:
Noés podemos mostrar que dois autoestados simultineos de L’ e L. sdo

distinguiveis por numeros quanticos

6. Igualdades com 7 dos spins

Em mecéanica quantica ha duas espécies de momento angular:

1. momento angular orbital, resulta do movimento de uma particula
através de um espago ou trajetoria (orbita) ¢ similar ao momento angular
classico.

2. momento angular de spin, ¢ uma propriedade intrinseca de muitas
particulas microscopicas e ndo ha analogo classico.

7. Mudanca de coordenadas

transformagao de coordenadas cartesianas em esféricas



ﬁx = —ih(yi - zij - ﬁx = —ih(sen w% +coté@cos ¢%0J

iy = —ih(z— —xa—j - iy = —ih(_COS ¢% +cot 6?58”¢ai¢}

x =rsenfcos¢, y =rsenbkeng¢ ¢ z =rcosf

z
rP=x’+y’+z°, cosf=———c¢ tan¢:Z

[x2+y2+22 X

para realizarmos estas transformacoes, nds usamos a regra da cadeia. Supondo que temos

uma fungdo der,8e @ f (r,H, ¢). Agora substituindo os valores de », 8 e @em f (r,H, ¢)
temos,

Slrley.2).6x.y.2) gl y.2) = £(x.7.2)

a regra da cadeia nos diz como a derivada parcial de & (x, y,z) estd relacionada com

f (r,H, ¢), de fato
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%), (55, 56 [5), 5 (3
0z )., or )g,\02)., \08), ,\ 0z 0@ 0z ).,

para converter estas equagdes para equagdes de operadores precisamos retirar & .

o ) ) (50 e 50
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utilizando estas equagdes de operadores e aplicando-os no dois lados de r°, cosé e
tan ¢

I"2 :x2 +y2 +Z2

0 z[arj_ 0 (x2+y2+22)

R ’/' R —_——
or Ox /) Ox

2;{%} = 2x, substituindo o valor de x
X

r(?j =rsenfcos@

X
(ﬁj =sen@cos@
Ox ), .

: : 2 2 2 2 : I
e se diferenciarmos »~ =x~ +y~ +z”~ com respeito a y e z, n6 obteremos

or =senbsen ¢ (@j =cosd
). 0z ).,
logo teremos
(6—j =senlcos@
Ox),.

r
X
[@j =senbsen@
»)..

(@j =cos@
0z oy

agora diferenciando o segundo termo da transformacao de coordenada

z

[x2 +y2 +Z2

cos@ =

[ﬁ) icosﬁzi __
ox ),.00 Ox| /x2 +y? +2



substituindo os valores de z € x.

3

sen@(%j _ rcosbrsenfcos @
v,z

Ox r
( %j _ cosbrcosg
Ox ), . r

da mesma forma para as outras diferencia¢des de 6.

98) _ cosbrseng . (%j __sen8
dy - r 0z )., r

para tan @ = 2
x

(0_(0) __seng [ __cosg (6_¢J 0
Ox ), . rsen@’ \ dy s rsen@’ \ 0z oy



