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Método Variacional

O método variacional trata-se de um principio importante em Quimica Quantica,
ndo s6 porque permite obter solugdes aproximadas para a equacdo de Schrodinger como
também porque fornece um critério, o valor minimo de energia. Considerando a equacao de
Schrodinger.

HY =EY [0]

onde ¥ e E sdo autofun¢do e autovalor do Hamiltoniano, sdo solu¢des exatas desta
equacdo. Normalmente o Hamiltoniano ¢ de tal forma que a equacdo [0] ndo ¢ separavel,
qualquer que seja o sistema de coordenadas. Por essa razdo ndo ¢ possivel pensarmos em
obter uma expressdo analitica exata para W . Passemos entdo a examinar as propriedades

da funcional E(y ), definida como

~ I‘P*H‘Pdr

O v

:I‘P*H‘Pdr [1]

Esta ¢ a integral variacional. Uma fun¢do qualquer, que seja normalizada, bem comportada
e que satisfaz as condi¢des de contorno do problema, pode mostrar que esta fungcdo admite
que o valor esperado do operador Hamiltoniano para uma fun¢do de onda aproximada ¢

sempre maior que a energia exata £, correspondente a esse Hamiltoniano.
j\P*HLPdr > E, 2]

Em outras palavras, a fun¢do de onda aproximada conduz a menor energia. Assim sendo, 0s
coeficientes ¢, nas orbitais moleculares ¥ sdo determinados de modo a conduzirem ao
valor minimo de energia E associada com essa orbital molecular. Em relagdo a obtengdo de
solugdes aproximadas, o que se faz na pratica consiste em partir de uma fun¢do aceitavel,

com varios parametros ajustaveis, e variar esses parametros de modo minimizar E pois,
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segundo o principio variacional, conseguira obter-se uma melhor aproximacdo para a

energia do estado fundamental £

IZCZ‘P*HZ%‘WT Zchch‘PZﬁ‘Pj Dee;Hy
k k ko ki

- J‘ZCZT*ch‘Pdr - Zchch‘P;‘Pj _ZchjSkj
k k ko J

(E)

Provando a afirmacgao [2],

¥=Ya,¥, 3]
k

Substituindo [3] no lado esquerdo de [2]

IT*H‘I’dr :JZaZ‘PZI:IZaj‘deT :IZaZ‘P:ZajI:I‘der
k J k J
[¥ HYd =[Y W, Y a EWdi=3 Y ara,E,[¥, ¥ di=) % aja,E W3,
k J ko j ko j

(W HYdr =Y aa %8, [4]
ko j

) ) 1 se k=
onde 8,; € o delta de Kroenicker,

0 se k+

. *
como temos & ;; podemos conseguir o termo z aga, E,
k

IT*H‘I’dr :zaZakEk :z|ak|2Ek [5]
k k
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sendo que o nivel k é sempre maior E, > E,, onde E € o estado fundamental do sistema.
[¥ H¥ar :Zk:aZakEk sz:|ak|2E0 =E02k1|ak|2 6]
Através da normalizagao
[ HYdr =1 [7]

agora substituindo ¥

1= [ ap ¥y aWdi=) Y aja,[ ¥, ¥t
k J ko j

> > aga; [ W dt =1 [8]
ko j

abrindo a somatoria em j

Y > aras,; = la| [9]
ko k

Substituindo [9] em [6]

[¥ HYdr =E, 3> aza 5, [10]
ko

J‘P*H‘Pdr > E, [11]
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Isso mostra a prova. Por isso temos que ajustar bem a solugdo de ¥ muito bem para

atingirmos o estado E, (valor real) que ¢ o estado fundamental. Ajustar a fungdo V¥ ¢

ajustar a fun¢do de base computacionalmente.

Extensao do método Variacional

O método variacional apresentado na se¢do passada tem duas limitagdes. Primeira,
ele prové informacao de energia somente sobre o estado fundamental e da fun¢do de onda.
Segundo, ele prové um estado acima do estado fundamental somente. Nesta secdo
gostariamos de estender o método variacional.

Considerando que nos desejamos estender o método variacional para obter um valor
de energia estimada para o primeiro estado excitado.

Demonstrado que a fungdo variacional normalizada [5] e [§]

IT*H‘I’dr :z|ak|2Ek e J“PZ‘PJ‘dr =Z:|ak|2 =1
k=1 k=1

onde a, ¢ a expansdo do coeficiente em ¥ = Zak‘l’k . Tendo a; = <CDk |‘P> A fungdo ¥
k

que ¢ ortogonal para o estado fundamental real da fun¢do de onda @ . Entdo nds temos
ay =(®y|¥)=0e¢
e

[ m¥ar =Y |a,[ B e [¥,%,dt =) |a,|" =1 [12]

k=2 k=2

para k=1, temos E, 2 E, ¢ |ak|2Ek 2|ak|2El

MaPE 2 | E = £ |ay|* = E, [13]
k=1 k=1 k=1
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Combinando [12] e [13], temos o resultado:
j\P*FILPdr >E, ,se j'{f*m'dr =0 e j\P*FILPdr =1 [14]
a extensao do método variacional para altos estados excitados acima de E;.

J-‘P*tfl‘l’dr . . *
o, =Lk, S€ | TRat =), At == | 1, Rat =
I‘P v >E jqf dd j\P dd j\P ddt =0 [15]

Funcao Variacional Linear

Um tipo especial de fungao variacional ¢ usado largamente no estudo de moléculas,
¢ a Fungdo Variacional Linear ou Meétodo Variacional de Raleigh-Ritz. Uma fungao

variacional linear ¢ uma combinagdo de n fungdes linearmente independente f,, f,...f, :
n
Y=c fi+crfo+.c,fy=D.¢,f; [16]
j=1

onde ¥ ¢ a fungdo trial variacional e os coeficientes ¢; sdo pardmetros para ser
determinados pela minimizagdo da integral variacional. A fun¢do f; deve satizfazer a
condig@o de contorno do problema. Nos apresentamos que ¥, ¢; e f; sdo reais.

1

Aplicando o teorema variacional para a fun¢do variacional linear, nos temos

[ War =D f D e fid =2 e[ f1 fide 1]
j=1 k=1

j=1 k=1

Agora devemos definir a integral de superposigéo S ; como
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Su =[] fds [18]

sendo jk os elementos de matriz. Substituindo [18] em [17] temos

R ZE 3y ¢S [20]

Jj=1 k=1

Note que S, ndo ¢ necessariamente igual a & ;, desde ndo hd razdo para supor que a

fungdo f; sdo mutuamente ortogonais. O numerador da integral variacional ¢

I‘I’*HTdr :IZC;f;Hchfkdr :ZZC:ckjf;kadr
j=1 k=1

j=1 k=1

e usando a abreviagao

H . = [ f] Hffdn [21]
Reescrevendo o numerador
[¥ HYdr =" cle,dn [22]
j=1 k=1

Substituindo [22] e [20] na integral variacional W,

J‘P*H‘Pdt ;;cjckij

R 23
J D 3 W

Jj=1 k=1

w

Arranjando [23]
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WY > cienSu =2 cie,H [24]

J=1k=1 j=1k=1

agora devemos minimizar W para aproximar tdo perto de Ey (W >2E,). A integral

variacional W € uma funcdo de n varidveis independentes ¢, c,,...c,
W=W(c,c,,.c,)

Uma condig@o necessaria para minimizar uma fungdo W de muitas variaveis ¢ que a

sua derivada parcial a respeito a cada uma de sua variavel seja zero no ponto minimo.

ow

=0, i=12,.n 25
% [25]

agora nos diferenciamos [24] parcialmente em cada c; para obter n equagdes:

n n

ZC ckS/k+W ZZC O = ZZC CH o [26]
=1 k=1

z] t]lkl l]lkl

i=1,2,....,n

Agora

os ¢;j sdo varidveis independentes, € portanto

ch ch
—=0 se j#i —=1 se j=i

oc; oc.

1 1
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No6s temos entiao

n n n

n n
ZZC xSy =228y ]k+ZZc, wS =2 Sy + D ¢p
k=1 =1

zjlkl j=1 k=1 j=1 k=1

a n n
chck ik —ch i +Zc S [27]
=1 k=1

Ci J=

Onde nos temos desenvolvido

S,=8 =8, [28]

Resolvendo a equagdo [27] a partir desta relagdo, conseguimos compacta-la:

ZZC S = chSlk +Zc S chSik +chSik
k=1 k=1

l]lkl

a DSy = 2ch [29]
1 k=1

Ci j=

onde o fato de j ser uma variavel “qualquer” utilizada e recolocando S ; por H ; em cada

uma destas manipulagdes, nds temos o numerador da equacdo vai

ZZC o H Jk :2chHik [30]
k=1

l]lkl

o resultado depende de
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H;=H;=H;

Porque H ¢ Hermitiano, agora substituindo [25], [29] e [30] em [26]

ZWickSik = ZickHik, i=L2,..n

k=1 k=1

Rearranjando

S (H, =S, W),]=0, i=12,.n [31]

k=1

Sendo esta conhecida como Sistema de Equagdes Seculares. A equacdo [31] é um
conjunto de n equagdes simultaneas, linecares e homogéneas em n de c¢j, ca,...Cq
desconhecidos.

Uma solugdo trivial das equagdes seculares € todos os coeficientes cj serem nulos.

Qualquer solugdo fisicamente relevante exige que seja nulo o chamado determinante

secular, constituido pelos elementos H;; — ESj;

Hy —ESy|=0 [32]
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Aplicacdo do Método Variacional

Sabemos que agora temos a parte secular da integral variacional e podemos a partir
daqui aplicar o método variacional no estudo de energias de orbitais atomicos e

moleculares.

E ZI‘I’*H‘Pdf > E, Equagdo Secular \IHik _ESiK| —0

Para atomo as funcdes de base sdo os elétrons e para molécula as fungdes de base
sdo os orbitais moleculares. Ex: para o Benzeno hd 36 orbitais, ou seja 36 combinagdes

lineares. Logo ¥, sera

36
lI"q) = z 0,
i=1

e a sua determinante sera de 36x36. ha 42 elétrons no benzeno e 21 orbitais estdo ocupados
e outros 21 sdo virtuais. Sendo que o ultimo orbital ocupado ¢ chamado de HOMO
(Highest Occupied molecular Orbital) e o primeiro orbital ndo ocupado ¢ o LUMO (Lowest
Unccupied Molecular Orbital). Se soubermos a diferenga de energia LUMO ¢ HOMO,
podemos achar a energia de ionizagdo da molécula.

A energia total dos orbitais ocupados ¢ da seguinte forma

E; :Zn:(Ei +Eo+Ep)-2

i=1
Onde n ¢ o numero de orbitais ocupados, 2 o par de elétrons e E; nimero de orbitais, Ec

repulsdo coulombiana e Egx ¢ a energia de troca.
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Método Variacional para o Atomo de Hidrogénio

A partir da fungdo tentativa ¥, =e ™ para o estado fundamental do atomo de

Hidrogénio, calcule o valor de o que minimiza a energia.

Y, [H|Y
(o | ¥o,)
Sendo o Hamiltoniano H,
2
H:—l Li(ﬂ £]+ 1 2(sene 2]+ ! o |_Z [2]
2|2 or or) r?send Or or) r?sen’0 8(1)2 r
!
dt = r? senOdrdody [eorrnar= Zﬁ (a>0)
a

Como o atomo de Hidrogénio depende somente de r, o operador se reduz a

1[10(,0)] z
H=—2| =922 3
2L2 or (r arﬂ r 3]
v2 = 1 0 (FZ i) v 2 Lz d L,ﬂzi(ij
s2 or or F2 dr 220 dr\dr
2
24, & "
rdr g2

Substituindo [4] em [3]
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22
1_-» Z
H=-—-V*-=— 5
5 r [5]
Reduzindo a equacgao [1]
E=(¥, |H|\Pot> [6]
e aplicando o operador em [6]
1 Z
E=<‘1’a|—5V2 — ¥
1 1
E:_§<\Poc |V2|\P0t>_z<\yoc |;|Toc>
1 2d d* 1
E=——(¥q |;5+Ch—2|'{’a>—z<‘1’a |~['¥a)
1 d 1 d? 1
E:_<\Pa|;; \Pa>_5<lpoc|dr_2|\Pa>_Z<‘Poc|;|lPa> [7]

para que a variagdo funcional, 8E(W,, ), seja minima — SE(¥, ) =8(H)=0

d d
sendo que ;|‘I’a>:—e

dr

2
_W>:—0L‘e_°‘r>:—(x|‘1’a> e que d—2|‘Pa>:oc2|‘Pa>,
dr

teremos:

1 2 1
E:O‘<‘Poc |;|‘Pa>_a7<\yoc |lP0c> Z(‘Poc |;|1Pa>
2

Ezg_o‘__g
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Normalizando ‘¥,

(Yo [¥a)=1

!
lembrando que Ie_ar r'dr = n+ (a=0)

calculando o valor médio de <l>

Substituindo [10] em [8]

E:(oc—Z)oc—O‘7

E=0?-Zo-2—=%_7a
2 2

23

[9]

como JE(W, )=39 <H > =0, o minimo de energia sera obtido se derivarmos £ em relagdo a

o e igualando-se a zero,
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E 2% 7 050=z [12]
do 2

Substituindo [12] em [11], e lembrando que Z=1 para o 4&tomo de hidrogénio.

2
Ezg—(l)z—%ua

E=——ua. 13
2 [13]

Método Variacional para o Atomo de Hélio

Aplicando o método variacional para o a&tomo de Hélio e encontrando a energia do

estado fundamental a partir da fungdo tentativa.

3 3
15(1) =4/ e ¢ 1s(2) = ,/“—eo"2 [1]
T T

Um Hamiltoniano de N elétrons € M nucleos é

NMz o NN M7,7
H= ——Z Z DDV M ZZ [2]
12M k i=1 k=1 Tk iol ok k=lisk Ry
— \ ) -

o e repulsdo—nn
repulsdo—e n  repulsdo—e e P

No atomo de Hélio, consideremos os nucleos fixos, podemos omitir o termo de
energia cinética dos ntcleos para obter o Hamiltoniano puramente eletronico, separando-o

do nuclear. Sendo que hé 5 termos no Hamiltoniano do Hélio
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R 1{_» ) VA VA 1
H ojetrénico :_E[vi -V _E_Z_: 3]
l J y

¥ D ZXq)

ap ~ ¥ espacia spin
Vop =ls(ls(2) xa(a(2), ha 4 possibilidades de fun¢do de spin desde que

negligenciamos o efeito magnético.

A) ¥, =lsa()lsa(2)
B) ¥, = LsB (DIsB(2)
0) ¥, =lsa()Isp(2)
D) ¥, = lsa.(lsa(2)

Onde A) e B) sdo simétricas e C) e D) sdo antissimétricas.

lsa(l) 1sB(1)

1
C) ¥, =1sa(DIsB(2) — Isp (Dlsa(2) > ¥, = ﬁ Isa(2) 1sB(2)

1sB(1)  lsa(l)

D) ¥,, =1sB(Dlsa(2) —1sa(DIsB(2) = ¥y, = 1sB(2) 1sa(2)

-

Utilizando C)

¥y, =1lsa(DLsf (2) - 1sB (Dlsa(2)
¥, = (s(M1s (DB (2) - (Is(D1s(2))B (D (2)
¥, =LsOls)a)B2)- B (Dou(2)] [4]
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A parte espacial ¢ simétrica e lembrando que a func¢do de spin ja esta normalizada

¥ _Bi)h(?T (B (2) - B(D(2)] [5]
spin

Verificando a ortonormalizacdo da fung@o de spin

ZZ Ot(l)B(2) B (2)] —[oc(l)B(z) B(Ha(2)]=
3 Ia(DI S B -1 o« OBOY B2N(2)+ 6]
29 2 24 >

LS 3" a0y «2@p@+ L3 BOPY k@) =1
2 1 2 2 1 2

1/2

1/2 2
Slou(my)| = Y [B(my)|” =1 [7]

mg=—1/2 mg=—1/2

Desde que as fungdes oe 3 correspondem a diferentes autovalores do operador Hermitiano

A

S, eles sdo ortogonais.

1/2

Yo (m)B(my) =0 8]

mg=—1/2

Aplicando estas notacdes na verificacdo de ortonormaliza¢ao

| 1 1 1
5(1)-(1)—5(0)-(0)+§(0)-(0)+5(1)-(1) =1

1=1 [10]
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A integral variacional ¢

51—

[wae=%> [] (1s<1>1s<2>)*%[a<1>5(2>— B(De(2)] H(1s()1s(2))
1 2

Neste caso H nao atua na funcao de spin e a integral variacional torna-se

[ my = [ [(1s152)” HsO1sQ2))dvidvy 3 %|oc MB2) -2 [11]
1 2

1

Como a fung¢do de spin é normalizada, a integral variacional se reduz a
[ By = [ [(1s)1s2)” H1s()15(2))dvydvy [12]

Substituindo o Hamiltoniano [3] em [12]

IT*HT =[] (1s(1)1s(2))*{—% [v2 vi- % - % - rl }(ls(l)ls(Z))dvldvz [13]
ik Tk Ty

E= j 1s(1) " 1s(2)dv, j 1s(1) { }ls(l)dvl + j 1s(1)*1s(1)dv1jls(z)*{—%vﬂls(z)dv2

1y2
2
+| 1s()” —ls(l)dvl +[152) z 1s(2)dv2 +[] (1s(M1s(2))" (ls(l)ls(2))dv1dv2

Tij

Aplicando os operadores nas fungdes espaciais

3 3
4 ‘P>=i OL—eW">—0L \/a—ear">—a|‘l’>,
dr; dri |\ n T
/ﬁ;ﬂj>_ﬂ /ﬁeﬂrj>_ﬂ|qj>
n n

d
dl"j

d

Yy=
> d”']

(B (2) - B (2)Jdv dvy
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e que

d? 2 d? 2
—\¥Y)=a"|¥), —\¥Y)=a"|¥Y
Cho-ee. ey

Logo a expressdo de Energia na notacdo de Dirac torna-se

1 d 1, . d? 1 d 1, . d? 1 1 1

E=—{¥|—Z |\ - (9| 2|9 - (9| — ) - (| &) =z | = |\ 2 (¥ | — |9\ (| —| ¥
I e B P A B e b R M P e P R

1 o? 1 o? 1 1 1
E=ﬂ<‘1’|;|‘f’>—7<‘f’||‘f’>+°‘<‘1’|f|q’)‘j(‘l’”‘1’>—Z<‘I’|f|‘P>—Z<‘P|f|‘1’>+z<‘f’|f|‘?>

i — T — li T Tij

M 1 N — 1 — y

o M o o (5/8)a

E:—a2—2za+§a

como JE(WY, )=9 <H > =0, o minimo de energia serd obtido se derivarmos £ em relacdo a

o e igualando-se a zero,

d—E:—Zoc—22+§:O
do. 8

—2(0c+z):—§

a=—z+—
16

o =1.6875

Substituindo o valor de a na expressao de energia

E =(1.6875)% - 2(2)(1.6875) + 2(1 6875)

E=-2.8477 Hartree
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