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Neste trabalho podemos ver as propriedades da matriz de densidade e a sua utilidade

pratica na descri¢do de experimentos de RMN



Introducao

Hoje, com as sofisticadas seqiiéncias de pulsos da espectroscopia de Ressonancia
Magnética Nuclear (RMN) ¢ necessario que se saiba em detalhes como um sistema de
spin evolui no tempo. O que requer uma ferramenta adicional. A teoria da Matriz de
Densidade ou Operador de Densidade ¢ bem comportada para o tratamento de muitas
situagdes em RMN, ¢ largamente utilizada nesta area, particularmente na descri¢ao de
efeitos dos pulsos de r.f. sobre sistema de spin, além de descrever cada passo dado da

sequéncia de pulso (1), como também no tratamento de relaxacdo magnética nuclear(2).
Estado Puro e Mistura de Estados

Quando nés temos um estado perfeitamente conhecido, como por exemplo seus
numeros quanticos (n, /, j, m;), intensidade / ou freqiiéncia v, este ¢ conhecido como um
estado puro, o qual pode ser estudado a sua evolucdo temporal e a predicdo dos
resultados de vérias medidas sobre este. Porém, na pratica o estado de um sistema as
vezes ndo ¢ bem determinado(3). Um exemplo ilustrativo disto é o tratamento de um
feixe de luz vindo de uma fornalha, o qual pode conter luz circularmente polarizada como
linearmente polarizada(4). Neste caso, este ¢ um sistema que tem o minimo de
informacao ou informacao incompleta, este ¢ uma mistura de estado, o qual ndo pode ser
confundido com uma superposi¢ao de estado. Podemos aplicar sobre este uma ferramenta
matematica, a Matriz de Densidade, a qual facilita a aplicagdo simultanea dos postulados
da Mecanica Quantica e os resultados do calculo da probabilidade. Sendo que a matriz de

densidade atua no espago de estado do sistema dando a probabilidade deste.
Operador de Densidade

Existe em principio, um operador para cada informacdo que se deseja sobre o
sistema, como por exemplo os operadores que fornecem a energia, chamados de

operadores Hamiltonianos que sdo denotados pelo simbolo H. Mas também ha



operadores que nos informa a respeito da probabilidade de adquirir os resultados
desejados extraidos do espago de estado qualquer.
Para o caso especial de um estado puro, onde a principio toda informagao

necessaria sobre este ¢ completamente conhecida, o operador de densidade p(¢) ¢
definido:

pO) =¥ (O] [1]
¢ para 0s casos mais experimentais (reais), onde as circunstancias de operacionalidade

influenciam a forma do operador de densidade é:

p=2 PW )Y, | [2]

onde |‘Pl> ¢ um conjunto completo de um estado quantico ortonormal de algum estado, e

nés temos uma distribui¢do estatistica deste estado ortonormal governado pela

probabilidade P, de achar |‘Pl> num ensemble de estado. Sendo que a probabilidade ¢ de

Oal,e ZR =1. Note que o operador de densidade atua sobre um membro do ensemble

1

|‘Pi> para produzir a probabilidade de achar o sistema em |‘Pl> ,

p|\Pi>:ZPi|\Pi><\Pi|\Pi>

1
pl¥)=F|¥) [3]
se todos os membros do ensemble estio no mesmo estad0| Y, > , dizemos entdo, o
operador de densidade se reduz a
p =[P, ] [4]
e o sistema ¢ dito um estado puro com P, =1. Esta ¢ a forma irreduzivel do operador de

densidade, ou operador irredutivel, ou seja, a forma mais compacta que o operador de
densidade possa assumir.
O operador de densidade também pode ser expandido na forma de uma

superposi¢ao de estado.

p=pla)al+ plA)B| [5]



Matriz de Densidade

O operador de densidade ¢ representado na base {[un >} por uma matriz chamada

de Matriz de Densidade, cujo elementos sdo:

u,)=c, (0)c,(t) [6]

P (1) = (u,, | (1)

ou

Lo () = (11, [ F)Y |11, ) =, (D), (1)

onde ¢, (t)c,(t) é uma média sobre todo o sistema. A média nos garante que os

coeficientes sdo dependentes temporais. O que pode ser adquiridos muitas vezes, gerando
uma média. E como qualquer outro sistema fisico, este evolui no tempo. Sendo que a

evolucdo temporal do operador p(¢f) pode ser deduzida a partir da equacdo de

Schrodinger
d d
p=-(2,)(¥,]) [7]
d d d
Ep(t) = (E Y, >j<le | + | Y, >(E <\Pi |]

%p(t) = %H 0| P ONY 0|~ [V O)XY(O)|H (1)
p(t) p(t)

d 1
P =— (H(t)p(t) - p(t)H (1))
d 1
P =— [H (1), p(1)]
in % p()=[H@),p0)] 5]

Esta ¢ a evolucao temporal do operador de densidade, conhecida como equacdo de
Liouville ou Equag¢dao de Von Neumann. Se o Hamiltoniano ndo varia no tempo, a sua

solucao ¢



d .H
EU(Z‘)——Z;U(Z‘)

Ud H[
Yy=-i—(d
IU (t) zh_!t

considerando U, =1

U(t) — e—i(H/h)t
este € 0 operador de evolugdo associado a matriz de densidade

p(t) — e—(i/h)Htp(O)e+(i/h)Ht
ou da forma compacta
p(H)=U 4 (1)p(O)U; (0)

Se agora temos um ket |‘P> que ¢ um autovetor de H.

H|Y,)=E,|Y¥,)
zh— p(t)=0
4, 0= Q‘P(r)><\P(r)|)
dt nm
%pnm(r) . %H(z)|‘{’(t)><\P(t)| | O)EOH )
p(1) p(1)
2 O =—(E, pp — pE,)
d nm h nm nm n
d

4 PO~ h(E ~E, )P

d
h— H=\E, - F
l dtpnm() ( n m)pnm

[9]
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Matriz de Densidade Truncada

exp(-OpH;)
Tr {exp(—OpH j )}

p(0) =

_ (1+OpH,;)
p(0) = T

onde Tr{1} = (21 + )™ ¢ a matriz de densidade para um tnico spin é

_ (+0pH,)

0
PO I+

Jé para dois ou mais spins

pl0) = F P

Ser+n
Expansdo da Matriz de Densidade
P, +0=U(z, +0)p(O)z, +OU

p(z, +0)=UOU(z,)..U(z)U(r) pOU " (e )U ™ (r2)..U " (z,)U (1)

onde o operador U(t)

2 n 2 n
H H H H H
py=| 1=l 2 B o)1+ 2
oo op nh" oo op? nh"



Matriz de densidade e a RMN

Considerando um sistema de spin 2 colocado em um campo magnético. A um

tempo ¢, o sistema esta em equilibrio e neste caso o operador de densidade ¢ dado nas

bases {[+>, —>} pela distribuicao de Boltzmann(3-5).
1
— KT 0
peq = 1 E‘7> [17]
0 —| pKT
onde

E  =-hyB,eE  =hyB,

sendo E| +> e E| —> a energia Zeeman do sistema de spin considerado. Substituindo em

1 _hyBy

)

Puy = L ( n [18]
e

[17] temos,

N |

™ |

a temperatura ambiente e a um forte campo magnético a energia k7 >>hy, B, e logo,

hy B hv B _hy1Bo hv B
e kT z1+u.e kT zl_u

kT kT

por exemplo, a 298 kelvin (K) k7T =4x107>' joules (J) e a 100 MHz a energia de

transi¢io do spin para protons é E =rhy,B, = 6x107°J. a razdo E/KT ¢ acima de 107,



Usando a definicio da fun¢io exponencial e* =1+x+x>/2! +.., cada termo

~hy;By | kT

¢ bem aproximadamente de 1— (2y, B, / kT).

l 1+h]/1—BO 0
2 KT

Peg =
! 0 l[l_h]/IBO]

exponencial e

como podemos ver, a matriz de densidade ¢ diagonal para o tempo #, = 0.

A primeira descri¢do de um pulso de RMN nos mostra que a matriz de densidade

inicia com um excesso de magnetizacao ao longo do eixo z em fungao do sistema de spin

estar mergulhado num campo magnético B, do espectrometro.

11 0) hy,B (1 0
pw_z(o 1]+ kT (o —J 1ol
1,
1, hy,B
_ 1455 20
peq 2 kT VA [ ]

onde 1 ¢ o operador unitario, representado pela matriz unitaria, é invariante para qualquer
transformagdo, somente o segundo termo da matriz de densidade ¢ de interesse para a
RMN. Logo temos

hy By

peq kT Oz [2 1]

onde o, € a matriz de Pauli, da mesma forma podemos associar os operadores /, ¢ I,

com os observaveis o, ¢ o,. Os operadores o, ¢ o, sdo representados na base

)1




Aplicagdo da Matriz de densidade: Pulso 90°

Neste caso passaremos a chamar a matriz de densidade p,, = p(0); e somente

com o termo de interesse. Obtendo assim uma matriz de densidade parcial. E esta traduz
o Hamiltoniano de efeito Zeeman

_thIBo

POY=5"07

o, [22]

e para calcular o efeito do pulso de r.f., € necessario a introdugdo da matriz de rotagao.
Na descri¢do especifica da RMN em que os pulsos sdo dados nos eixos x e y, temos as

seguintes matrizes.

( cos(¢/2)  —isen($/2)
Yigro- _(—isen(¢/2) cos(¢/2) j 23]
(cos(¢/2) —sen($/2)
@/2y — (sen(¢/2) cos(¢/2) j [24]

sendo estas Matrizes Hermitianas U_(¢/2)x = UT_(¢/2)X € U_(¢/2)y = UT_(¢/2)y.

90°

X

VaVa¥

p(0) p(1) PQ)

O Hamiltoniano que descreve o pulso de 90° ¢ dado da seguinte forma

Hogpo (8)=H gy + Hy)(9) + H 5 (?) [25]



Explicitando o Hamiltoniano de cada termo
H90"x (t) = HZeeman + Hrf (¢) + Hrelax. (t)

Nos mostra que cada termo do hamiltoniano tem uma dependéncia sendo que H(0) ¢
aproximadamente uma constante, H(1) depende espacialmente e H(2) temporalmente.

Para o presente exemplo a matriz [23] ¢ utilizada,

U [ cos(¢/2) —isen(¢/2)
W2\ isen(¢/2)  cos(4/2)

e o célculo ¢ realizado da seguinte maneira

P =U_(1/2 PO, [26]

substituindo o valor do pulso na matriz de rotacao [23], temos

U _( cos(-x/4) —isen(-7z/4)
~(z/)x T | isen(—z/4) cos(—m/4)

o1
Umuy=2”{ilj [27]

U-l-(rc/2)x = UT-(ﬂ:/2)x [28]

E aplicando na matriz inicial p(0)

ChyBo (1 i1 0Y 1 —i
PO="4 (z’ 1](0 —1](—1' 1J

1)=—1L70 _Mi%
PO="5 [i 0)" 2 7



iy B,

,0(1)=Tﬁy [29]
1 ny,;B,
)=———L"0
o) S O

Determinamos a matriz depois do pulso de 90° p(l)e a sua evolugdo da matriz p(2),

utilizando do operador de evolugao descrito pela equagdo [11],
p(2)=U@0)pMU™ ()

p(2) — e—(i/h)Hl‘ p(l)e+(i/h)Ht

eia)t/z 0 0 _l e—ia)t/z O
p(2)= L —it/2 || : iot)2
20 0 e i 0 0 e

B p 0 e—iwt/2
p(2)= E (eiwz/Z 0 [30]

hyB . A . .
onde p= % Como trabalhamos no sistema de referéncia (rotating frame) que esta

rodando sobre o eixo z a uma freqiiéncia Q rad -s™', o qual é aproximadamente igual

ao sinal de referencia de r.f., @ rad -s™', logo podemos expressar p(2) nesta referencia

e para fazermos isso precisamos da matriz de rotagdo D, (%),

—(iQ)t/2
e 0
D, (t):[ 0 e(’mmj [31]

entdo se deixarmos p’ (¢) representar ,0(2)(: p(t)) nos eixo de coordenadas, logo temos

p’ (t)=Dq(t)p(t)Dg (1)

» p o IQ1/2 0 0 _jeiet ) o2 0
p ()= 2 0 L ID2 || ;=i 0 0 o2



. —i(Q-w)t
p%ﬂ=£[ 0 —ie® J [32]

2 iei(Q—a))t 0

em resumo, a matriz de densidade dependente do tempo para um spin (/= ’2) seguido de

um pulso de 90° no eixo de coordenadas girante ¢ dado por:
P’ ()= Do (U ; p(O)U; Dg' (1)

pr(t) :e—iglzte—ia)lzlp(o)eiw[zte—iﬂlzl

. —i(Q-o)
RN Z 0 —ie
p (1) _E(iei(Q—w)t 0 J [33]

Tendo realizado todos os passos a partir da matriz de densidade, agora podemos

escrever o Hamiltoniano deste experimento.

H 0 Z:_ .
o0y (1) 2 kT 2 kT 7 2 kT |&@or 0

H90°x ()= Ek—T{l to,+ (ei(ﬁ—a})t 0
1 hy, 0 —ie N
Hoyp (1) = EE{BO +Bio, + (emw)t 0

1 hy 0 —je (o)
Hoge (z)| ¥) = Ek_TI{BO +Bo, + (ei o 0 |‘P> [34]

Lhy,By LhyBy 1 h;/,Bo( 0 —ie_i(Q_w)’J

e o seu valor esperado ¢

(W[Hog |¥)=TrHoyp_p [35]



Seqiiéncia Spin-Echo

90° 180°

pO) p(D) p(2) PB) p4)

ip(0 -1} _p hy 1B
=— =~—~0,,onde p=
D 2{1 oj 27 P

Qo)
o' (2)= VA (;) ie
2 je!(-@) 0

mas como p(3) envolve um pulso de 180° temos que sanduichar p(3)

3) = Uygnor 02U T
p(3)=Ujgpey p( )U180°x

In(0 1 0 —i(Q-0)t \(0 —1
p(3)=-"L o
211 0)| o i) 0 1 0

Qo)
p3)=L| 0 re
2| jerit@-ox 0

p(4)=Uy p3UY;



@) _r e—i(Q—a))t/Z 0 0 _ iei(Q—a})t ei(Q—a))t/Z 0
TUTAL 0 e feieen 0 e i@ox

ip(0 -1} _p
p=" _P,
X 2(1 0) 277

1 hy; 0 _ie—i(Q—a))t
Hspin—echo ()= Ek_T{BO +le0y +[ei(Q_w)t 0 +Blyay

Polarizagdo Cruzada e o Conceito de Temperatura de Spin

1 iy 1 By PL
0)=——L05, =LL
0) > kT 0z=",0z

onde

[1]

substituindo [1] em pr. temos



p(1) = %Say

o termo p(1) relembra que a técnica Cross Polarization depende exclusivamente das

propriedades do nucleo 1.

e para determinar p(2)

-1
p(2)=Upyp(HU
e mostrando que p(2) no referencial girante p’ () representa p(2)(= p(2))

S
P’ (t) = DU Uysp(0)Uys Uy Dg

2 | ji Q-0 0



Calculo do sinal detectado S(t +t)

calculando o sinal S depois dos 7 eventos, temos inicialmente

S(r+1)=(M (1) =(M () +iM (1)) = Tr[phl . p(z + 1)

Apéndice: Descricio da Matriz de Densidade utilizando

o0 Maple

>MD:= <<1/2*exp (-E/kT) ,0>|<0,1/2*exp (E/kT)>>;

>U:=<<cos (theta/2) ,-isen(theta/2)>|<-isen(theta/2) ,cos (theta/2)>>;



1 . 1
. cos(2 6) —1sen(2 9)
(Lo 1,
1sen[2 j cos(2 j

>U:=<<cos (90/2) ,-isen(90/2)>|<-isen(90/2) ,cos (90/2)>>;

[ cos(45) —isen(45)
'_[—isen(45) cos(45)}

>u:=U"(-1);

1 J2 isen(45)
2 1 . 2 1 . 2
~—1isen(45) ~—1isen(45)
2 2
u =
isen(45) 1 J2
I . , 21 . 2
2 —1isen(45) 7 isen(45) |

>UT:=<<1,i>|<i,1>>;

>Ti=<<1,-i>|<-1i,1>>;

>b:=M*T;

>b*UT;
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