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1 Introducao

Em 1926, o fisico austriaco Erwin Schrodinger (1887-1961) publicou quatro trabalhos
nos Annales de Physique Leipzig (1) nos quais desenvolveu a sua famosa Mecanica Quantica
Ondulatoria, cujo resultado principal ¢ a equagdo para as Orbitas estaciondrias dos elétrons

atomicos, a igualmente famosa equagao de Schrodinger:

hz
VA B =0 (1]

Em relagdo ao trabalho de Bohr, o trabalho de Schrodinger foi bem mais completo. Uma

vez que preveé também o seguinte:

o As autofungoes sdo correspondentes a cada autovalor.
e Prevé o cdlculo da probabilidade de um determinado estado.
e Prevé o calculo da probabilidade de transi¢do de um estado para outro.

e Calcula os momentos angulares orbitais.

A equacao de Schrodinger nada mais € que uma equagao diferencial de segunda ordem,a

. . , 1 L.
qual podemos aplicar para um sistema como o dtomo de H e calcularmos os seus niveis de
energias correspondentes. Historicamente foi o primeiro sistema que Schrodinger tratou, onde os

autovalores de energia s3o os mesmos que previstos por Bohr.



2 Construcao da Equacao de Schrodinger

Primeiramente temos que resolver um problema de dois corpos. Neste caso, podemos
reduzir o sistema de dois corpos a um sistema de um corpo (2), considerando a massa reduzida
do sistema:

_ mm,

2]
m, +m,

Este ¢ o termo que ¢ introduzido na equag¢dao Schrodinger e podemos adquiri-lo através do
calculo do centro de massa e para acharmos o centro de massa temos que fazer a seguinte

igualdade m;r;=myr; e se variarmos r logo teremos o centro de massa. Considerando my>>m;

mn = nyh [3]
r=1n+rn (4]
H=r=n;i;n=r-mp [4.1]
Substituindo [4.1] em [3] obtemos,
K= mznjfml rer= ﬁr [5]

Como o proton e o elétron estdo translacionando e girando com velocidades proprias. Podemos

obter a expressao da energia cinética total do sistema e a velocidade angular.

2 2
mv. m,v
E 171 272

6
5 5 [6]
o="ep="22
" r
E. = ( 2 2 2 2)
Kk = Z\mpo” +mno [7]



sendo I= %(mlr]2 + m2r22) [8]

Substituindo [5] em [8]

[=Lf mme ) [9]
2\ m; +m,

p= [10]

EK:%urzmz [11]

No atomo de 'H o niicleo é massivo e o elétron tem massa reduzida p dada pela eq. [10]

de tal maneira que gira em torno do nucleo estacionario.

elétron

Figura 1: representacdo do 4&tomo de hidrogénio

O potencial de interagdo (coulombiano) do elétron-proton é dado pela relacao

Vi =— ze [12]
(%.7.2) 47[80()62 +y2 +22)1/2

Onde ¢ = carga do elétron, Z = carga do nucleo ( para o 'H, Z = 1)

A eq. de Schroedinger dependente do tempo para este sistema ¢ a seguinte relagdo,

conforme mostrado abaixo:



_;{%iﬁ}g) ¥y =220 [13]
ou numa nota¢do mais compacta: onde se consideramos o operador laplaciano
v, [14]
xT Yy oz
Assim a eq. de Schroedinger pode ser reescrita assim:
%VZ‘P+V‘P=ihaa—\f [15]
Cuja solugdo ¢ dada:
Pyng =Pyn® [16]

Onde y(x ., ¢ a funcdo onda independente do tempo dada pela resolugdo da eq. de Schroedinger

independente do tempo a seguir:

o,
- Xv lII(Jc,y,z) + V(x,y,z)\P(x,y,Z) - ElP(xJ'aZ) [17]
ou
n*|o* o> o’
- Z|:x_2 ? * Z_2 \P(x,y,z,) + V(x,y,z)\P(x,y,Za) =EY (x.y.2) [18]

Para resolvermos a equagdo acima ¢ melhor escreve-la em coordenadas esféricas e usar o

método de separacao de variaveis
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Figura 2: representagdo da interagdo couldmbiana entre o préton e o elétron,
aplicando as notacdes de coordenadas esféricas para resolver a equagdo de
Schrodinger.

De acordo com a Figura 2, r € o raio vetor posi¢ao do elétron,

r=yx*+)y*+2°
0 ¢ o angulo polar, o qual cresce a partir do eixo z para o plano xy

z

VX2 +yi+ 27

0 = arccos

e ¢ ¢ o angulo azimutal, o qual cresce de x para y.

Q= arctgl
X

x =rsenfcos¢
onde temos y =rsenéseng

z =rcost

E o laplaciano em coordenadas esféricas ¢ dado assim:

1 0 0 1 0
Vi =—— (P )+ ———
r? or r ar) r?sen6 00

1 0’
r*sen’ @ 0¢’

0
0—)+
(sen 89)

[19]

[20]

[21]

[22]

A equagdo de Schroedinger em coordenadas esféricas fica assim apods aplicarmos o operador

laplaciano esférico: eq. [18]



B2l 1 o ,0¥ 1 @ oY 1 'Y
— —{——(r 5] + r2 <ond g(sene—j + MW} + I/(r,g,(p)\}J(r,ﬁ,¢) = E\P(rﬁ,yﬁ) [23

Nota importante: Podemos escrever a fungdo de onda ‘¥ Como um produto de trés fungdes

r,0,0)

(3) tal que
(r,¢,0)=R(r)D(¢)O(0)

1. A primeira R(r) = dependéncia em r ( radial afastamento do elétron)
2. A segunda ©(0) = dependéncia em 0 (mostra a posi¢ao polar do elétron)

3. A outra funcdo ®(¢) = mede a posi¢do azimutal do elétron na sua trajetoria

Podemos realizar esta representacdo porque hd um campo de forca central na equagdo.
Aplicando agora a separagdo de variaveis. A equagdo [23] pode ser reescrita (veja notagdo da

derivada e o que deriva parte constante fica fora da derivada)

7100 d ( , dR 1RO d de 1R® d°®
arl” +rz sen@ db "

- - sen — |+ ——— |+ 1V ROD =EROD
2u r2 dr dr r*sen’ 0 d(oz} (r-0.¢)

do

r*sen@ dO

- 5 — sen @ — >
2u| = dr dr

7> {1@@ i[rz dRJJr 1RO d ( d®]+ 1R® d*®
do
[24]

— +V(r)RO® = EROD
rosen” @ do

2
Substituindo o potencial V(r )=-

e divindo por ROD a equagdo [23] fica:
dreyr

2 2 2 2
= Hi(”zd_Rj"'sen Hi(sened_(aj "‘2—’ur2sen2¢9 E + ¢ Z—Ld—(bz—mz [25]
R dr\ dr ® db do i

1 d’o
O do?

= —m* (constante)



2 2 2
= Hi(rzd_Rijsen Hi(senﬁﬁj +2—/;r2sen29 E+—5— |=—m’ [26]
R dr dr ® do do h

Multiplicando por r’sen” § todos os membros fica

2 2 2 2
sen Hli(rzd_RJ+sen ei(sened—e)j+id qz) +2—’§tr2 sen?d| £+ =0
R dr dr ® do do) @ do h 4re,r

Ou

r?sen’@ d ( ,dR rPsen’d d d® rlsen’0 d*®| 2u , e’
— | |t 5| senf— |+ ——— |+ —5rsen” 0| E +
Rre dr dr) ©r-senf do df) ®r-sen 6 do h

Isolando os termos em ¢ (passando ao segundo membro)

2 2 2 2
{sen mi(,ﬂ d_Rj+ Sen ei(senﬁd—e)ﬂ + 24 % sen? G(E + ¢ J = - P

1
O do

R dr' dr) © ao do )| n* Are,r

Note : do lado direito a equacdo depende s6 de ¢ e do lado esquerdo a dependéncia ¢ em 0 e r.
Como temos uma igualdade a constante de separa¢do (-m?) deve ser a mesma para ambas as

equacoes.

1 d>®
@ do’

=—m

2 2 2
sen Hi(rzd—Rj+S€n gi(senﬁd—(aj +2—‘urzsen249 E+-% =—
R dr\ ar ® do do)| n?

14’0
() d(p2

2 2 ’
sen Qi(rz d_Rj+ sen gi(senﬁd—(aJ R B S = —m?[27]
R ar\' a) © do do )| n? ane,r

= —m? (constante)

2



d*® 5 d’o
=—m ou

s > -+ m? =0 cujas raizesA = +im
D do do

logo a solucdo ¢

D(p) = Ne™™? [28]

que ¢ a solucdo particular, sendo m nimero quantico magnético. ®(¢) ¢ a funcdo onda atomo de

'H que contém toda a dependéncia em fungdo do Potencial ¢. Onde ¢ varia de 0 a 2m.

Normalizando a fungdo ®(¢)

(D|D)=1

2r

(@[@) = [N*e™? Ne™ dp =1
0

2z
(@[@) = N? [ e ™ dp =1 [29]
0
ou N[2z]=1 = N—L
N2
logo a fungdo vale
D(g) = —— e [30]

NGY

como O(p)=D(p+27)= ela ¢lnica

e™M? = MP M — | = ™M — | = cos 27m + i sen 27m

veja que satisfaz se m=02+1£2+3... m=inteiro ( nimero quantico magnético) escolhe a

solugdo A =im (movimento de giro elétron sentido horario).

Assim temos até o momento

‘P(r,e,¢>=ﬁem1e(r)®<¢) [31]



10

Tomando a equagao [27] (5.15),

2 2 2
Sen ei(rz d_Rj+sen Hi[sené’d—Gj +2—'ur2 sen’ 0| E + ¢ =—m?
R dr dr ® do de h?

Dividindo por sen’6 fica

2 2
li[rzd—Rj+ii[sen9@j L P P Y
R dr dr) © do do h? Are,r sen’ @

Separando os termos da R(r ) da fungao ®(0) fica

2 2
li[rzd—RJ+2—”r2 E+—S |- " —ii(sened—e)j [33]
R dr dr h2 dre,r sen’d O do do

devido aigualdade a constante de separacdo ¢ a mesma

2 2
li(rzd—Rj+2—”r2 E+-5 :—m——ii(senéd—(ajzl(l+l) [34]
Rdr\ dr) n? dre,r sen’@ O do do
2
L df2dRY 200l p € | g4 [35]
R dr dr) n* dre,r
Ou

m* 1 d do
( en@d—ej—l(1+l) [36]

Divide a [35] (5.19) por #* ¢ arrumando fica
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2 2
ii(rzd—Rj+2—“ E+—% |R=10+DR
P2dr\ dr) n® Areyr

ou [37]
2 2

L dfdR) 20y, e +I(+1)|R=0

r2dr\  dr h? Are,r

Esta ¢ a equacdo Radial — cujas solugdes sdo as funcdes de Laguerre. Apresentaremos a solucao

que ¢€: Solugdo particular:

2 3/2 —lf
Rn(r)=—(—] e YL [38]
na
O By ) N == [+ D&
Sendo L"+l(§)_{2n[(n+l)!]3 } §( D T - i+ 1 )i
Comf;‘zz
na

n=123., [=0123., m=I[-I+1,../-11

1 3/2
Sen=1,/=0, R,(r)= (—j 2e7"
a

2

Veja que se n=2, =1 temos dois /=0 e /=1, Nota a= >
mq

1 3/2 ; 1 3/2 .
Ryy(r)= (—j (2- _)e—r/2a e Ry(r)= (—j ——e
2a a a

2a NE)

A outra equacao:

sen@ do do

2
! i(se11¢s>“’—®j+[l(z+1)— me }@:o
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As solugdes desta equacdo sdo as funcdes associadas de Legendre. Os harmdnicos esféricos —

sdo solucdes das equagdes diferenciais: @(¢).0(0)representadas por

20410 |
Y, (0,9) = m B (0)e

d"p
onde  P"(0)= sen!” Hi
d(cos 6?)""‘

1 d'e -]
Pz(f)—z,l! J7

onde & =cosfd

A solugio geral para o atomo de Hidrogénio é : ¥, (r,0,9) = R, ()Y, (0,9) e /"™

Que pode ser escrita assim:

2 32, 21+1 (n—1-1)! b +1 [(”Jrl)']zfp —(i/ ) Ept
b d r, 9, =—(— 2 L P m 9 e
i (0.0) =) e 27! (5){2[ o Z Bt R e (LG
2
Com ¢ = ill

na

n=1,23... nimero quantico principal

[ =0,1,2,3... numero quantico de momento angular

m=/-l+1,.1-1, numero quantico magnético
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3 Numeros Quanticos

Cada conjunto de n, /, m define uma fun¢do de onda — que ¢ um estado eletronico do

atomo.

n=1 camada k
n=2 camada |
n=3 camada m
n=4 camada n
n=>5 camada o

As fungdes de onda de cada camada sdo chamadas de orbitais.

a) para cada valor de n, hd n-1 valor de /

n=1 =0
n=2 [=1
n=3 [=2

n define o estado de energia

b) para cada valor de | ha (21+1) valor de m. -/I<m <!/

Il
|
—

N
S 3 3

Il
- O

¢) para cada valor de n ha n’ autofuncdes. Exemplo, se n =3, ha 9 autofungdes



m=-2
m=-1
[=2 -I<m<l] m=0
m=1
m=2
m=-—1
=1 -I<m<l] m=0
m=1

m=20

14

Concluindo, quando resolvemos a equacao de Schrodinger para o d&tomo de hidrogénio,

obtemos as energias para os niveis energéticos (E,) e os orbitais atdmicos (Wy1m). Temos entdo

um diagrama de niveis energéticos no interior do 4tomo, i. e., dizemos que um atomo se constitui

de um sistema energético quantizado.

Foi no Annales 80, que Schrodinger estudou o efeito Stark através de sua Mecanica Quantica

Ondulatoria (1).

Hydrogenic radial wavefunctlons - 25 orbital

Hydrogenic radial wavefunctions - #p arhital

Hydrogenic radial wavetunctions - 3p orbital

man'? T wan'?
i 4 T — T
L R, Ror

\ - g " ) e i
zxin'® 0. — ExTI

[] Ll
¥ a2
R ! lz]“@ ]J] wp(=.of 4) where o= 22r (4 | z)E F3 1 lz]-’i -1 4 i 6 22!
s T = senplmal 4 TE ay Z . T (4 = = Ao exp(—of 6) where o= 22rfa,
22% |4, 2 R“'-mlﬂ] peup(= ol d) where 2% 22 la, 6" |2, 7 "
Z=1 z=1
Z=1
Hydrogenlc radlal wavetunctions - Jd orbltal Hydrogenic radial wavefunctions - 1s orbital Hydrogenic radial wavefunctions - 3s orbital

oM 15 15

1! Ex]r[I 1x10
R, R,, Ry,

.-/ i 2
(1S S
0 i
22 o

1 z % ] . 55
K"”-M—D]" I expl(-.0f 6) where o= 2201 ay

Z=1

al2
Y
R,,= 2[7] expl(—.of 2) where .o=2Z2rfay
%y

Z=1

axin’®

11z % 1
R,,= W Z (56— 24{7+§,z72) exp(— ol 6) where o= 2Zr

Z=1
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4 Funciao de Onda na Concepc¢ao de Max Born

Born (1928) deu um passo a esta dificuldade propondo uma interpretagdo estatistica das
funcdes de ondas do elétron, & qual, devido as inimeras vantagens apresentadas, tem sido
amplamente aceita. Born sup0s que as ondas ndo tém existéncia real, e assim, as define como

ondas de probabilidade.
O produto ¥'¥ ou |‘I’|2 em um ponto representa a densidade de probabilidade de

encontrar o elétron, ou um outro corpusculo qualquer, em um ponto X, y, z, num dado instante ¢ e

igualdade

|‘P|2dxdydz = |‘P|2dv

Representando a densidade de probabilidade de encontrar o mesmo elétron em um
elemento de volume dv, e também o numero de elétrons dentro do mesmo volume. Esta
interpretacao teve um pleno acordo com as condigdes de Schrodinger (5).

Em processos vibratorios o conhecimento da amplitude ¢ importante como o
conhecimento da freqiiéncia propria; analogamente, ¢ de se esperar que, em mecanica
ondulatoria, esteja ligado um importante significado fisico a funcdo de onda ¥ ou antes, ao
quadrado do seu médulo, visto ser evidente que o valor instantdneo da propria fungdo oscilatoria
ndo pode desempenhar qualquer papel em virtude da sua alta freqiiéncia. O motivo por que se
toma o quadrado do médulo € que a propria funcdo de onda (devido ao coeficiente imaginario da
derivada em ordem ao tempo da equacdo diferencial) ¢ uma quantidade complexa, enquanto as
grandezas suscetiveis de interpretagdo fisica devem evidentemente ser reais (6).

Suponhamos que no estado caracterizado pela funcao de onda ¥; se efetua uma medicao
que conduz com certeza a um determinado resultado, e que o mesmo fazendo o estado no estado
¥,, conduz ao resultado 2. Admite-se entdo a combinagao linear de W¥; e V>, o que significa que
toda fun¢ao de forma C¥; + C¥, (C; e C, , constantes) representa um estado em que a mesma
medicdo pode dar um resultado 1 ou o resultado 2. Podendo afirmar, que se conhecemos a
dependéncia dos estados com respeito ao tempo, dependéncia a qual ¢ dada pela fungdo ¥; (x,t)
e em outro, por ¥, (x,t), pode-se notar que qualquer combinagao linear destas da também a
possivel dependéncia de um estado do tempo. Estas afirmagdes constituem o conteido do

principio de superposi¢do dos estados — um principio positivo fundamental de mecéanica quantica

(7).
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5 Valor Esperado da Func¢iao de Onda

Consideramos uma particula e onda associada, a fungdo ¥ e se essa funcdo ndo se
anula num intervalo entre » e » + dr, na medida de sua posi¢d@o ha uma probabilidade finita dessa
particula ser encontrada. Nao podemos, atribuir a coordenada um valor bem definido, no entanto,
¢ possivel especificarmos uma posi¢cado média da particula.

Imaginemos a medida da posicao da particula no instante t, a probabilidade de encontra-

la entre » e » + dr ¢ dada pela equagdo.

Brp = ‘//*(r,t)‘//(r,;) (16)

onde P, ¢ a probabilidade de encontramos a particula. Repetindo essa experiéncia a uma certa
freqiiéncia no mesmo instante e registrando os valores de Py, podemos usar a média dos valores
observados para caracterizar a posi¢ao da particula no instante t.

Este valor ¢ representado por <r>, valor esperado da coordenada r. Veja abaixo como

podemos demonstrar matematicamente este calculo.

+00
<r>= IrIJ(,,,t)dr (17)

—00

como: B, ;) =¥ W

+00
substituimos (16) em (17) temos que: < r >= _[’”W*(r,t)‘//(r,t)d” (18)

—00



6 Aplicacao da Equacao de Schrodinger

Tabela 1: Exemplos do operador Hamiltoniano para o movimento de uma particula de massa m em
diferentes campos de for¢a definidos pela func¢do (operador) potencial V.

Operador
(a) Particula livre -~ V=0 g n d*
X ¢ - 2m dxz
: 2 2
(b) Dbarreira de v-v, Ao nt d_ (x<0; x>0)
potencial *—— R 2m d
0 a X . 2 g2
7 he d

————+V¥,(0<x<a
o 1 o )

(c) Oscilador nd* 1

K V=(1/2)Kx? Jaa - += Kx2
harménico ~— 2mad 2
1 Vg

Tabela 3: Exemplos do operador para atomos e moléculas.[4.A]

Operador H
a) Atomos de . 2 2
(a) H = _h_vz _Ze
um elétron 2m r
(b) Atomos de . B o Ze? e
. . H:‘EZV - . 227
muitos elétrons i=1 P i i il

(c) moléculas Z_vz __sz ZZZ e ZZ_+ZZZ Z,e’

i j>i lj a pra
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6.1 Poco de Potencial nao relativistico

Considerando um potencial degrau unidimensional definido por

V(x)zO,x<0
V(x)=V,,x>0

Supor que uma energia incidente da esquerda para a direita tem energia E = 4V,. Neste exemplo
podemos calcular a probabilidade de que a onda sera refletida (coeficiente de reflexdo).

Analisando o contorno do problema, para V' (x) =0 quando x<0, o potencial na regido I ¢ nulo e

consideramos a particula livre. A equagdo de Schrodinger se reduz a.

n? o’y
2m ox? !
%Y, 2
B zel :h_TElPI
¥, 2
8x21 h_TE\Pl =0
sendo &/’ :@
h
2
O k2B, =0
ox

As raizes da equagao:
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A +kf=0, 2% =—kl, A =ik,

Y, = Ade kix 4 Be ~Hix

Ae™ s onda incidente
sendo

Be ™ s onda  refletida
Solugdo geral

_ —iEt/h
¥, =¥,e
| 4 ik —ikyx )\P —iEt /N
¥, =(4e™ + Be ™ e

¥, :Aei(kleEt/h) +Befii(k1x+Et/h)

Na regido II ha um potencial V'(x), sendo assim a particula sofre uma ag¢ao do potencial.

Considerando &}, = ;—T [E-7,]

V¥, +k; ¥, =0
Achando as raizes da equagao
A +ki =0, A =—k;, A =xik,

¥, =(ce™* + Do)

A solucao aceitavel ¢

_ ikyx
Y, =Ce



Solugdo geral

_ iEt/h
_ ikpx iEt/h
Y, =Ce"*"e

\Pu — Cei(kzx—Et/h)
logo temos as duas fungdes para as duas regides I e 11

¥, = de *1* 4+ Be “™*1* para x<0

Y, = Ce™* para x>0

Analisando as condi¢des de contorno

20

a) ¥, o=Yy |z Ae™* + Be 1 = Ce™2
A+B=C deve ser continua no ponto x=0
b) A sua derivada também
oY oY ; . :
. 1 |x:0: - 17 |x=0 l-klAelklx _ilee ik1x :l-kzcelkzx
X X

ik, (4 - B)=ik,C

k
A-B)=-%C
(4-8)=1

Montando o sistema
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Achando B Achando C
A+B=C A+B=C
+ k + k %(—kll—:kzj'i‘B:C
A-B=-%:C A-B="2C-(-]) !
ky ky
B 1(k +k,
k k cAlw )Y
2A=k—2C+C 2320( __2] 1
1 1
k, +k
C=-2B g]
A:£(1+k—2] g Clh-k ( |
2 ky 2 k,
Substituindo os valores de A,Be Cem ¥, ¢ ¥,

¥, _C ki +k, oilkix=Et /1) +£ ky —k, o-ilkix=Et/n) |
2 k, 20 Kk

v, :g ki + ky ei(klx—Et/h)+ ki —k, e—i(klx—Et/h) x<0
2 k, k,

Y, = _23( kl - kz ]ei(kszt/h)
ki

Obedecendo ao principio da complementaridade temos a combinacdo linear do dois estados da
fungdo de onda

r.

o

w =Y+,

lPTOtal :g M ei(k]X—Et/h)+ M e_i(klx—El/h) —2B kl _kz ei(kzx—Et/h)
2 ky k, k,
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