ANDRE TOMAZ DE CARVALHO

METODO DE REFINAMENTO HIERARQUICO PARA SOLUCAO

DE REDES RESISTIVAS NAO LINEARES

Dissertagao apresentada a Escola Politécnica da
Universidade de Sao Paulo para obtengao do Titulo

de Mestre em Engenharia.

Area de Concentragdo: Sistemas Eletronicos

Orientador:

Prof. Livre-Docente

Flavio Cipparrone

Sdo Paulo
2004



il

“Pelas bochechas enrugadas de FEnguivuck escorreram duas

lagrimas.

“-Foi tudo em vdo!, solucou ele. O trabalho de toda uma vida,
minhas investigagoes, as observagoes feitas ao longo de tantos anos...
Tudo em vdo! Quando finalmente trazem a ultima pedra para o meu
edificio cientifico, quando finalmente podia termind-lo, quando podia,
enfim, escrever o ultimo capitulo... verifico que ndo serve pra nada, que é
completamente supérfluo, que ninguém quer saber dele, que ndo vale um
tostdo, que ndo interessa a ninguém, porque o tema ja ndo existe!

Acabou-se, ponto final!

“Foi sacudido por um solu¢o que parecia um ataque de tosse. A
velha Urgl olhou-o com compaixdo, acariciou-lhe a cabecinha calva e

murmurou.

“-Pobre velho Enguivuck! Ndo desanime! Havemos de encontrar

]

outra coisa.’

(Michael Ende, A Historia Sem Fim.)

“Run, rabbit run

Dig that hole, forget the sun,

And when at last the work is done

Don't sit down it's time to start another one”

(Waters, Gilmour and Wright, The Dark Side of The Moon)

s

“All we have to decide is what to do with the time that is given us.’

(Gandalf, J.R.R. Tolkien, Fellowship of the Ring)



il

Para Fernando e Telma; para Chous e
Chuca Menyuca; para Braus e Brother

Adriano, com muito carinho, do Milos.



v

AGRADECIMENTOS

Minha sincera gratiddo ao orientador e amigo Prof. Flavio Cipparrone,
companheiro de desafios e vitdrias, de projetos e realizagdes, de quem tive a honra

de aprender muito.

Ao Prof. Luis de Queiroz Orsini, ¢ ao Prof. Yaro Burian Junior, pelos muitos

e valiosissimos comentarios e sugestoes.

Também de forma especial sou grato a Prof. Denise Consonni e ao Prof.

Victor Nascimento, por todo apoio recebido na elaboragdo deste trabalho.

Aos colegas Luis Medeiros, Fabio Grandi e Alex Lopes, que navegaram

comigo no mesmo barco nestes trés anos de estudo e de trabalho.

Aos meus pais, Fernando e Telma, e aos meus irmaos: pela alegria, pela

saudade, pelo carinho, pelas oragdes e pelo incentivo.

Aos amigos, professores e funciondrios do Departamento de Sistemas
Eletronicos — PSI, e a todos aqueles que empregam seus melhores esforgos para que
a Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo continue sendo uma referéncia no

ensino de Engenharia no Brasil, muito obrigado.

Agradeco a Deus por ter aproximado de mim tantas pessoas extraordinarias,
tantos ombros amigos nos quais pude me apoiar no decorrer destes anos, sem 0s

quais nao me teria sido possivel concluir este trabalho.



RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos um estudo sobre a analise de redes elétricas
constituidas por geradores independentes de tensdo, geradores independentes de
corrente ¢ resistores nao lineares com caracteristicas monotonicamente crescentes.
Estudamos detidamente o algoritmo de Katzenelson aplicado a solucao de redes LPP
com resistores de caracteristicas monotonicamente crescentes, que constituem casos
particulares destas redes ndo lineares mais genéricas. Como principal resultado,
apresentamos o Método de Refinamento Hierarquico, que encontra a solug¢do da rede
ndo linear resolvendo uma série de interpolagdes LPP cada vez mais acuradas da rede
origina. O método proposto, que possui garantia de convergéncia
independentemente da solucgdo inicial arbitrada, revelou ser uma eficiente ferramenta

computacional para analise de redes ndo lineares.
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ABSTRACT

In this work we develop a study about the analysis of eletrical networks
constituted by independet voltage generators, independet current generatos and
nonlinear resistors with monotonical increasing characteristics. We study loongly the
application of Katzenelson’s algorithm to solve piecewise linear networks with
monotonical increasing resistors, that are particular cases of those more general
nonlinear networks. As main result, we present the Hierarchical Refining Method,
which finds the solution of the nonlinear network by solving a series of piecewise
linear interpolations each time more accurate from the original network. The
presented method, which has guarantee of convergence independently of the initial
solution arbitred, revealed itself to be an efficient computational tool for nonlinear

network analysis.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A andlise de redes em regime permanente ¢ um problema da mais alta
importancia em engenharia, com inumeras aplicacdes praticas, ndo s6 no campo da
analise de circuitos elétricos, como também em sistemas fisicos andlogos, tais como

redes hidraulicas ou em sistemas elétricos de poténcia.

Neste trabalho desenvolveremos um estudo sobre a andlise em regime
permanente de redes elétricas constituidas por geradores independentes de tensao,

geradores independentes de corrente e resistores ndo lineares.

1.1. Apresentaciao do Problema

Em primeiro lugar, convém limitar nosso campo de estudo, restringindo as
caracteristicas da rede em foco. Seja 77 uma rede elétrica conexa e ndo separavel. Ja
dissemos que 7 serd constituida por resistores e por geradores independentes de

tensdo e de corrente. Assume-se que 77 ndo contenha conjuntos de corte constituidos
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apenas por geradores de corrente; nem tampouco lagos constituidos apenas por

geradores de tensdo.

A relagdo constitutiva de cada resistor Ry serd representada por uma funcao
gr, na qual ji = g (), onde jix e vy representam, respectivamente, a corrente que flui
através de R; e a tensdo entre seus terminais. Admite-se que g; serd sempre uma

funcao continua, bijetora, monotonicamente crescente definida no dominio dos reais.

A solu¢do de uma rede com estas caracteristicas ¢ definida como sendo
qualquer conjunto de tensdes e de correntes em seus ramos que satisfacam as Leis de

Kirchhoff e as fun¢des caracteristicas de seus resistores.

Uma analise formal das condi¢des de existéncia e unicidade da solucao de
redes dessa natureza foi apresentada por Duffin [1], e seu principal resultado foi

sintetizado por Chua [2] no seguinte teorema:

Teorema Fundamental das Redes Resistivas: Existéncia e Unicidade da Solucao.

Seja 7 uma rede resistiva que contém apenas resistores bipolares, fontes
independentes de tensdo e fontes independentes de corrente. Admite-se que 7 ndo
contém lagos constituidos exclusivamente por fontes de tensdo, nem conjuntos de
corte constituidos exclusivamente por fontes de corrente. Se a curva caracteristica v-j
de cada resistor ¢ uma fungdo estritamente monotonicamente crescente, € se

lim j =+, entdo, independentemente dos valores instantdneos de todas as fontes

v—>too
de tensdo e de corrente, a rede 7 possui uma e somente uma solu¢do em todo instante

L.

A demonstracdo desse teorema ¢ demasiado complexa e sera omitida neste

texto, podendo ser encontrada em [1].

A solugdo da rede, que pelo enunciado existe e € Unica, raras vezes, contudo,
apresenta solug¢do analitica. Em geral, sua solu¢do sera obtida por um sistema de
equacdes algébricas ndo lineares, requerendo a utilizacdo de métodos numéricos de
solucao.

\

O problema da andlise reduz-se, portanto, a aplicagio de um método

numérico eficiente de solu¢cdo da rede com minimo custo computacional.



21

1.2. Uma Breve Revisao

Diversos autores propuseram métodos de solugdo para esse tipo de redes.
Birkhoff e Diaz [3] apresentaram um método similar ao método de Seidel, o qual
introduz um processo de relaxacdo na solu¢do de equagdes lineares. Katzenelson e
Seitelman [4] descreveram um método iterativo com prova de convergéncia em um
numero finito de passos. Minty [5] propds um método baseado na aproximagao da
caracteristica monotonicamente crescente dos resistores por uma funcdo em
“escada”, encontrando a solugdo da rede em um ntmero finito de passos por um

processo de busca.

Katzenelson [6] apresentou em 1965 um método de solucdo a partir da
aproximacao da caracteristica de cada resistor ndo linear da rede por uma fungdo
linear por partes. O método proposto por Katzenelson destacou-se por sua
simplicidade, eficiéncia computacional e garantia de convergéncia, dando origem
posteriormente a diversos trabalhos nesta area e a toda a teoria das redes lineares por

partes (piecewise linear networks).

1.3. Metodologia Proposta

O proposito deste trabalho consiste em apresentar um método computacional
capaz de chegar a esta solugdo, através de sucessivas interpolacdes lineares por

partes da rede nao linear.

O método de solugdo proposto consiste, primeiramente, em selecionar alguns
pontos da curva caracteristica de cada resistor e substituir cada fun¢do nao linear dos
resistores por uma fun¢do linear por partes, oriunda de uma interpolagao linear por

partes realizada entre pontos selecionados da curva caracteristica original.

O passo seguinte ¢ resolver a rede linear por partes resultante utilizando o
algoritmo de Katzenelson, que converge para a solucdo exata da rede linear por

partes em um numero finito de iteragdes.

A solu¢do da rede ndo linear original ¢ obtida através de sucessivos
refinamentos das interpolagdes lineares das fungdes caracteristicas dos resistores,
resolvendo-se, a cada iteragdo, uma rede linear por partes derivada da rede original.

A convergéncia do método de refinamento verifica-se quando o erro de cada
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interpolagdo linear for suficientemente pequeno. A solugdo da ultima rede linear por

partes obtida sera a solu¢do da rede nao linear original.

Por fim, destacamos que o método aqui proposto ¢ inovador em relacdo aos
algoritmos tradicionalmente empregados na solu¢do de redes ndo lineares,

destacando-se sobretudo por sua garantia de convergéncia.

1.4. Mapa da Dissertacao

Nos capitulos seguintes, revisaremos os conceitos fundamentais da teoria dos
circuitos e desenvolveremos o estudo do algoritmo de solugdo baseado no método de

Katzenelson.

No Capitulo 2 definiremos formalmente os bipolos elétricos da rede e
revisaremos aspectos relevantes de sua topologia. Finalmente, enunciaremos a

Primeira e a Segunda Leis de Kirchhoff de acordo com a topologia do circuito.

No Capitulo 3 introduziremos dois métodos de analise da rede: o método da
Analise Nodal, bem como sua variante, o método da Analise Nodal Modificada; € o
método da Andlise de Cortes. Para cada método, chegaremos ao equacionamento de

redes resistivas tanto lineares quanto ndo lineares.

No Capitulo 4 apresentaremos a teoria das redes resistivas lineares por partes

e o algoritmo iterativo proposto por Katzenelson para sua solucao.

No Capitulo 5 descreveremos o algoritmo de solucdo de redes resistivas ndo
lineares com elementos de caracteristicas monotonicamente crescentes, obtido
através de um processo de Refinamento Hierarquico sobre o algoritmo de

Katzenelson.

No Capitulo 6 apresentaremos resultados de simulagdes computacionais sobre
a aplicacdo do algoritmo de Katzenelson e do Método de Refinamento Hierarquico

na solucdo de redes nao lineares.

Finalmente, no Capitulo 7 apresentaremos nossas conclusdes € uma breve

discussao a respeito dos resultados obtidos.
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Capitulo 2

CONCEITOS BASICOS DA TEORIA DOS CIRCUITOS

Neste capitulo faremos uma revisdo de alguns conceitos pertinentes a Teoria
dos Circuitos, tendo em vista assentar os fundamentos tedricos para o
desenvolvimento dos métodos de analise de redes apresentados nos capitulos

seguintes.

2.1. Circuitos Concentrados

Circuito elétrico, também chamado rede elétrica, por defini¢do, ¢ qualquer
malha ou caminho fechado pelo qual pode circular um fluxo de cargas elétricas. Os
circuitos elétricos podem ser classificados em circuitos concentrados e circuitos

distribuidos.

Circuitos concentrados sdo obtidos através da conexdo de elementos

concentrados. Um elemento concentrado, por sua vez, ¢ todo elemento que possui
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dimensdes despreziveis em relagdo ao comprimento de onda correspondente a sua

freqiiéncia normal de operagdo. Caso contrario, diz-se que o circuito ¢ distribuido.

Toda a teoria dos circuitos elétricos (ou redes elétricas) pode ser derivada da
Teoria Eletromagnética a partir da hipotese simplificadora de que todos os seus
elementos sao concentrados. Tal simplificagdo ¢ de grande importancia, tanto tedrica
quanto pratica. Do ponto de vista tedrico, a teoria dos circuitos simplifica a
modelagem matematica da teoria eletromagnética, substituindo entidades vetoriais
por grandezas escalares. Sob o aspecto pratico, embora se tratando de uma
aproximacao da Teoria Eletromagnética, a Teoria dos Circuitos presta-se a solugao
de uma grande quantidade de problemas de engenharia. Pode-se dizer, em certo
sentido, que a Teoria dos Circuitos estd para a Eletromagnética, assim como a

Hidraulica est4 para a Mecanica dos Fluidos.

Em sintese, Orsini [24] enuncia da seguinte forma o critério de validade da

Teoria dos Circuitos:

“A Teoria dos Circuitos Elétricos so pode ser aplicada a sistemas elétricos

Z’/ll

cuja maior dimensdo seja muito inferior a v, , onde A, é o comprimento de onda,

no vdcuo, da onda eletromagnética de maior freqiiéncia a ser considerada no

’

sistema.’

Um aspecto importante dos circuitos concentrados ¢ que estes podem ser
modelados em analogia com sistemas mecanicos constituidos por um conjunto de
particulas em mutua interacdo. Essa propriedade serd explorada adiante, ao

estendermos nossa analise a redes hidraulicas.

Deste ponto em diante, a menos que se manifeste o contrario, referir-nos-
emos sempre a circuitos concentrados (para os quais € valida a Teoria dos Circuitos),
e cada circuito elétrico serd modelado pela interligagdo de elementos concentrados

chamados bipolos elétricos.

2.2. Bipolos Elétricos e Direcoes de Referéncia

Um bipolo elétrico, por definicdo, consiste em um dispositivo elétrico com

dois terminais acessiveis, através do qual pode circular uma corrente elétrica.
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Em um bipolo elétrico, a cada instante, a corrente que entra em um de seus
terminais € igual a corrente que deixa o outro terminal; e a diferenga de potencial
elétrico (ou tensdo elétrica) entre seus terminais pode ser determinada sem
ambigiiidades através de medicdes fisicas. Em outras palavras, em um bipolo
elétrico, a corrente que flui através do elemento e a tensao ao longo do mesmo sdo
grandezas bem definidas. A cada instante, portanto, ha duas variaveis de interesse

associadas a um bipolo: a corrente que o atravessa e a tensao entre 0s seus terminais.

A fim de avaliarmos corretamente a valor dessas variaveis, ¢ de fundamental
importancia estabelecermos sentidos de referéncia para a tensdo e para a corrente no
bipolo. Indicaremos o sentido da tensdao pelos sinais mais e menos colocados
proximos aos terminais do bipolo, € o sentido da corrente pela dire¢do da seta sobre o

mesmo.

A Fig. 2-1 ilustra as duas convengdes possiveis para o sentido da tensdo e da
corrente. A primeira situagao chama-se convengao do receptor, na qual uma corrente
positiva entra pelo terminal de maior potencial elétrico do mesmo. A segunda
situagdo chama-se convencdo do gerador, na qual uma corrente positiva sai pelo
terminal de maior potencial elétrico do bipolo. Note que, na convengdo do gerador,
tensao e corrente positivas implicam que o bipolo fornece poténcia elétrica, e que, na
convenc¢do do receptor, tensdo e corrente positivas significam que o bipolo recebe

poténcia elétrica do restante do circuito’.

Figura 2-1 - Convencio do receptor e convencio do gerador para os sentidos da tensio e da

corrente em um bipolo elementar.

" Note que os sentidos convencionados para a tensdo e para a corrente em um elemento indicam a
disposigdo correta em que podem ser conectados os instrumentos de medig¢do sobre o elemento.
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2.3. Definic¢ao dos Bipolos Elementares

O modelo de um circuito elétrico € construido através da interconexdo de

varios bipolos elétricos elementares.

No nosso estudo, analisaremos redes elétricas constituidas por trés tipos de

elementos:
e Resistores;
e (Geradores (ou fontes) independentes de tensao; e

e Geradores (ou fontes) independentes de corrente.

Resistores sdo bipolos elementares passivos, que nao introduzem energia no
sistema. J& os geradores, que tém precisamente a fun¢do de introduzir energia
elétrica no circuito, sdo chamados bipolos elementares ativos. Examinaremos

brevemente cada um deles em seguida.

2.3.1. Resistores

Um bipolo elétrico ¢ chamado resistor sempre que existir uma relagao

funcional do tipo
S, j,0)=0 2.1)

entre a tensdo entre seus terminais, a corrente que o atravessa € o tempo [24].
Representaremos os resistores pelo simbolo na Fig. 2-2. Se esta relagdo ndo depender
explicitamente do tempo, o resistor ¢ dito fixo ou invariante no tempo. Caso

contrario, o resistor sera variavel no tempo.

Vv

Figura 2-2 — Resistor elementar.
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Um resistor fixo, em muitos casos, pode ser descrito por uma das seguintes

relagdes:

v=r(j) 2.2)
ou Jj=8W) (2.3)
onde v e j sdo medidos com a convengado do receptor.

Um resistor do tipo (2.2) ¢ dito controlado por corrente, ao passo que um
resistor do tipo (2.3) € dito controlado por tensdo. As relagdes (2.2) e (2.3) serdo
também chamadas relagoes constitutivas dos resistores, € seus respectivos graficos

serdo chamados curvas caracteristicas.

\r =) pJ = &)

J

_Y

0 J 0
Figura 2-3 — Curvas caracteristicas de resistores.

Note que, se impusermos que o resistor ¢ um elemento passivo, isto €, que sO

possa absorver energia, sua curva caracteristica deve estar situada apenas no primeiro

e no terceiro quadrantes do plano-(v, j), de modo que tenhamos sempre a energia

absorvida pelo bipolo: v.j > 0.

Diz-se que um resistor fixo ¢ ideal quando sua curva caracteristica ¢ uma reta
passando pela origem do plano-(v, i). Um resistor linear fixo ¢ definido pelas

seguintes relacdes constitutivas:
v=R.j (2.4)

J=G.v (2.5)
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onde R e G representam duas constantes chamadas, de resisténcia e condutancia do
resistor, medidas (no SI) em ohms (Q2) e siemens (S) respectivamente. As equagoes
(2.4) e (2.5) sdo as conhecidas expressdes da Lei de Ohm. Note que, ainda que a
caracteristica de um resistor possa ser representada por uma fun¢ado linear, o resistor
sO sera ideal se sua curva caracteristica interceptar a origem. Em outras palavras, um

resistor ideal sera sempre um bipolo passivo.

Um resistor fixo ndo linear ¢ aquele em que sua curva caracteristica no plano
(v, j) corresponde a uma funcao ndo linear. Um exemplo tipico de resistor ndo linear

¢ o diodo, cuja curva caracteristica ¢ esbogada da Fig. 2-4.

A = 8W)

— 0 v

Figura 2-4 — O diodo como exemplo de resistor niio linear controlado por tensao. Curva

caracteristica do diodo e respectiva aproximacao linear por partes.

Dizemos que um resistor (ou qualquer outro bipolo elétrico) possui terminais
intercambiaveis quando o sentido de sua insercdo no circuito ndo altera o
comportamento do sistema. Graficamente, isto implica que sua curva caracteristica
serd simétrica em relacdo a origem. Note que todo resistor ideal possui terminais

intercambidveis, ao contrario do diodo, representado na Fig. 2-4.

2.3.2. Geradores Independentes de Tensao e de Corrente

O gerador independente de tensdo ¢ um bipolo cuja tensdo entre seus
terminais ¢ constantemente igual a uma dada funcao do tempo, independentemente
da corrente que o atravessa, representado pelo simbolo da Fig. 2-5 Quanto essa

funcdo ¢ constante ao longo do tempo, diz-se que o gerador € um gerador de tensdo
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continua. A corrente em um gerador de tensdo ¢ determinada exclusivamente pelo

circuito externo ao mesmo.

(j_

@

.—

Figura 2-5 — Gerador de tensio elementar representado segundo a convencio do gerador.

Um gerador ideal de corrente ¢ um bipolo que fornece, por seus terminais,
uma corrente de valor fixado por uma dada fun¢do do tempo, independentemente do
valor da tensdo entre seus terminais, representado pelo simbolo Fig. 2-6. A tensdo no

gerador de corrente também depende exclusivamente do circuito externo ao mesmo.

o}

Figura 2-6 — Gerador de corrente elementar representado segundo a conven¢io do gerador.

2.4. Topologia de Redes

Apo6s a defini¢do dos elementos do circuito, convém estudar agora suas
associagdes, que constituirdo o circuito propriamente dito. Os bipolos elementares
podem ser associados interligando seus terminais por condutores perfeitos,
equipotenciais. Uma associacdo qualquer de bipolos serda chamada rede de bipolos
[24]. Aos terminais dos elementos da rede chamaremos nds, e cada elemento

individualmente sera chamado ramo da rede.

2.4.1. Circuitos Elétricos e Grafos

A fim de indicar geometricamente a interligacdo de bipolos em uma rede,

representaremos a rede fisica por um grafo.
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Um grafo ¢ uma entidade matematica definida por um conjunto de nds e de
ramos, em que cada ramo conecta exatamente dois nos. O processo de abstragdo da
rede fisica ao grafo encontra-se exemplificado na Fig. 2-7. Note que cada bipolo da
rede ¢ representado simplesmente por uma linha, ndo importando qual a sua
natureza. Estas linhas sdo os ramos (ou arestas) do grafo. Os pontos de encontro dos
terminais dos bipolos serdo representados por pontos, designados por nds (ou

vértices) do grafo.

O —=

Figura 2-7 — Abstracio da rede elétrica ao grafo.

Note que a definicdo de grafo dada acima abrange, por exemplo, casos
especiais em que um né pertencente ao grafo nao possui ramos conectados a si, ou
casos em que um ramo comega € termina no mesmo nd. Estes casos ndo serdo aqui

considerados, por terem pouca importancia no estudo de circuitos.

Seja um grafo Y. Um grafo Y; sera um subgrafo de Y se e somente se cada no
ou ramo de Y; pertencer também a Y. Em outras palavras, um subgrafo consiste num
subconjunto do grafo original, que pode ser obtido a partir deste ultimo pela exclusao
de nos ou ramos. Um subgrafo constituido por apenas um n6 ¢ também chamado

subgrafo degenerado.

Um grafo orientado consiste em um grafo no qual cada ramo esta associado a
uma direc¢ao de referéncia. No processo de abstragdo da rede ao grafo, essa diregao ¢
determinada pela convencao adotada para o sentido da corrente elétrica no ramo da
rede. Desta forma, um grafo orientado pode ser definido como um conjunto de nos e
de ramos orientados, conforme a defini¢do acima. A Fig. 2-8 ilustra o processo de

abstracao da rede 7 ao grafo orientado correspondente.
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Figura 2-8 - Abstracio da rede elétrica ao grafo orientado.

Na Fig. 2-8, diz-se que o ramo 4 incide sobre os n6s N, ¢ N3, e que esse

mesmo ramo 4 esta saindo do n6 Nj e entrando no n6 N».

Matriz de Incidéncia

Considere a novamente rede representada na Fig. 2-8 com seu respectivo
grafo orientado. De um ponto de vista analitico, o grafo da Fig. 2-8 pode ser descrito
como uma lista de nds e de ramos orientados, com a indica¢do de que ramos saem e
entram em cada n6. Esta descri¢do pode ser feita convenientemente através de uma
notagdo matricial. Sejam b e n; 0 nimero de ramos e de nés de um grafo Y. A matriz
de incidéncia A, ¢ definida como sendo uma matriz retangular de », linhas e b

colunas, na qual o (i, k)-ésimo elemento a;, ¢ definido por:

1 se o ramo k sai dond i
ay =1-1 se o ramo k entra no no i (2.6)
0 se 0 ramo k nao incide sobre 0 nd i

Note que, como cada ramo sai de um unico n6 e entra também em um Unico
no6 do grafo, cada coluna da matriz A, contém um elemento igual a 1, um elemento
igual a —1, e todos os outros elementos iguais a 0. A matriz de incidéncia do grafo da

Fig. 2-8 é:

Ramo: 1 2 3 4 5 6

NI [1 1 0 0 0 0O
N2 |-1 0 I -1 0 0

A= N3 |0 0 0 -1 0 (2.7)
N4 [0 0O O 0 1 1
N5s |0 -1 -1 0 0 -I]
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onde as colunas de A, correspondem aos ramos da rede em ordem de numeracao, e

as linhas de A, correspondem respectivamente aos nds Ny, N, N3, N4 e N5 da rede.

2.4.2. Lacos, Conjuntos de Corte e Arvores

Nesta secdo faremos algumas defini¢cdes a respeito dos grafos com o objetivo
de introduzirmos trés conceitos fundamentais para a andlise de redes: lagos,

conjuntos de corte e arvores de um grafo.

Chama-se caminho entre dois nds qualquer conjunto de ramos do grafo que

interligue esses nos, sem levar em conta a orientacao dos ramos.

Diz-se que um grafo é conexo se existe pelo menos um caminho entre
quaisquer dois nds pertencentes ao grafo. Por convengdo, assume-se que um grafo
constituido por apenas um no6 ¢ um grafo conexo. Em um grafo ndo conexo, cada um
de seus subgrafos conexos ¢ também chamado de parte separada. Note, portanto,

que um grafo ndo conexo deve ter pelo menos duas partes separadas.

Figura 2-9 - Grafo conexo e grafo niao-conexo.

Um grafo conexo Y ¢ dito planar quando for possivel desenha-lo num plano
(ou sobre uma superficie esférica) de modo que seus ramos ndo se cruzem em
nenhum ponto que ndo seja um n6 do grafo. Nesse caso, diz-se que o novo desenho ¢

a representagdo topologica do grafo.

Um grafo Y ¢ dito articulado quando este pode ser dividido em dois subgrafos
nao degenerados que se interligam em Y por apenas um nd. Este n6 ¢ também
chamado articulagdo ou vértice de corte. A Fig. 2-10 exemplifica alguns grafos
articulados e ndo-articulados. Um grafo ndo articulado ¢ também chamado ndo

separdvel.



33

LA

Figura 2-10 — Acima: exemplos de grafos articulados. Abaixo: grafo ndo-separavel.

Observacao.

Do ponto de vista da andlise de circuitos, se uma rede ¢ constituida por um
grafo articulado e se ndo existe acoplamento entre os elementos dessas duas partes
articuladas, a analise da rede reduz-se a andlise de duas sub-redes independentes.
Este fato ¢ evidente para o caso de dois subgrafos ndo conectados. Para o caso de um
grafo articulado, veremos adiante que a Primeira Lei de Kirchhoff implicard que ndo
haja fluxo de corrente entre as duas sub-redes, e que o fato de ambas possuirem um

ndé em comum nao impde nenhuma restri¢ao a tensao nos ramos do circuito.

Um subgrafo L de um grafo Y ¢ chamado /ago de Y se as seguintes condigdes

sdo satisfeitas:
a) L € conexo;
b) Em cada n6 de L incidem exatamente dois ramos;

c¢) Cada ramo de L conecta-se a exatamente dois nos.

Note que a condigdo (c) ja estava incluida previamente na definicao de grafo.
Na Fig. 2-11, note que o grafo possui trés lacos distintos: {5, 6}, {1,4, 5,7} e {1, 4,
6, 7}.



34

5

Figura 2-11 — Exemplos de lagos.

A remogdo de um ramo em um grafo é uma operagdo pela qual elimina-se do
grafo o segmento de reta que representa o ramo, mantendo, contudo, os dois nds que

o ramo conecta. A Fig. 2-12 ilustra a operagao de remog¢ao de ramos em um grafo.

Remover ...

Figura 2-12 — Operaciao de remocio de ramos em grafos.

Chama-se conjunto de corte (ou simplesmente corte) de um grafo Y com s

partes separadas a um conjunto de ramos de Y tais que:

e A remocao de todos os ramos do conjunto de corte faz com que o grafo

resultante tenha (s + 1) partes separadas;

e A remocdo de todos menos um ramos do conjunto de corte faz com que o

grafo resultante continue com s partes separadas;

Note que, particularmente, o conjunto de ramos conectados a um nd ¢ um
conjunto de corte do grafo, visto que um no6 isolado constitui uma parte separada do

grafo.
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Figura 2-13 — Exemplos de arvores de um grafo.

Chama-se drvore T de um grafo conexo Y a um subgrafo de Y que satisfaca as

seguintes propriedades®:
a) T ¢ um grafo conexo;
b) 7' ¢ maximal, isto é, contém todos os nos de Y;
c¢) T ¢ aciclico, isto €, ndo contém nenhum lago.

Uma arvore pode ser compreendida ainda como sendo o conjunto de ramos
que permanece quando se remove o menor numero possivel de ramos de ¥ de modo a

eliminar todos os seus lagos.

E facil verificar que um grafo pode possuir muitas arvores distintas. Pode-se
mostrar que, se um grafico possui # nos, € se hd um Unico ramo conectando cada

(n—2)

possivel par de nos, este grafo possui n arvores distintas. Para esta familia de

r sz 8 1: .. r
grafos, note que um grafo com 10 nds possuird nada menos que 10° distintas arvores.

Dados um grafo Y e uma arvore 7, os ramos de 7 sdo chamados ramos da

arvore, e os ramos de Y que nao pertencem a 7" sdo chamados ligagoes.

2.4.3. Teorema Fundamental dos Grafos: Propriedades da Arvore

Os conceitos lago, conjunto de corte e darvore sdo de grande importancia em
teoria dos grafos. Apresentaremos agora o Teorema Fundamental dos Grafos, que

une esses trés conceitos estabelecendo importantes propriedades da arvore.
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Teorema.

Dado um grafo conexo Y com n, nés e b ramos, e uma arvore 7 de G:
a) Existe um unico caminho ao longo da arvore entre quaisquer dois nos;
b) Existem (n; —1) ramos da arvore e (b — n, + 1) ligagdes;

c¢) Cada ligagdo de T constitui, junto com o caminho Unico na arvore que interliga

seus nos, um unico lago, chamado lago fundamental associado a ligacao;

d) Cada ramo da arvore T define, junto com algumas ligagdes, um Unico conjunto de
corte de Y, chamado conjunto de corte fundamental (ou simplesmente corte

fundamental) associado ao ramo da arvore.

Prova.

a) Suponha que houvesse dois caminhos distintos ao longo da arvore entre dois nds
N; e Na. Como alguns ramos desses dois caminhos constituiriam um lago, a arvore

conteria um lago, o que contraria o requisito (c) da defini¢do de arvore.

b) Seja 7'uma arvore de Y. Entdo 7 ¢ um subgrafo de Y que conecta todos os seus nos
e que, portanto, possui #, n6s. Se um nd6 de T possui apenas um ramo da arvore
incidindo sobre ele, este n6 ¢ chamado no terminal de T. Como T ¢ um subgrafo
conexo que ndo contém nenhum lago, 7 terd pelo menos dois nods terminais.
Removamos agora da arvore um de seus nds terminais e seu respectivo ramo de
incidéncia. O subgrafo restante deve ainda ter pelo menos dois nds terminais.
Continuemos removendo da arvore todos os seus nos terminais e seus respectivos
ramos de incidéncia até que reste somente um ramo da arvore. Este ramo incide
sobre dois n6s. Como havia n, nés, a arvore T devia ter originalmente (n, — 1) ramos.
Como todos os ramos de Y ndo pertencentes a 7' sao chamados ligacdes, existem (b -

(n,—1))=(b—n,+ 1) ligagdes.

¢) Seja uma ligagdo /; que conecta os noés N; e N,. Por (a), existe um unico caminho

na arvore entre N; e N,. Este caminho, juntamente com a ligacdo /; constitui um lago

* Alguns autores precisam que uma arvore que contém todos os nos do grafo chama-se drvore de
espalhamento.
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unico, visto que a arvore nao possui nenhum outro caminho entre N; e N, para

compor um laco distinto de /;.

d) Considere um ramo b; de T tal qual é mostrado na Fig. 2-14. Remova b; de 7. O
grafo resultante desta operacdo ¢ constituido por duas partes separadas (e
conectadas), digamos 77 e 7>. Como toda ligagao conecta dois nds pertencentes a 7,
consideremos o conjunto L de todas as ligagdes que conectam um n6 de 77 a um nd
de 7. Observe que as ligagdes de L juntamente com o ramo da arvore b; formam um
conjunto de corte. Note que nenhuma ligagdo nao pertencente a L pode constituir um
outro conjunto de corte associado ao ramo b, visto que essas ligagdes juntamente

com caminhos em 7 ou em 7, constituiriam lacos.

Figura 2-14 — Ilustracio das propriedades de um corte.

2.5. As Leis de Kirchhoff

Neste ponto, voltar-nos-emos ao enunciado e a consideracdo detalhada das
leis basicas que regem a Teoria dos Circuitos: a Primeira e a Segunda Lei de

Kirchhoff.

2.5.1. A Primeira Lei de Kirchhoff (PLK)

Consideraremos agora a Primeira Lei de Kirchhoff aplicada aos nés da rede, e
em seguida ampliaremos seu conceito mostrando que a lei também se aplica a

conjuntos de corte.

A Primeira Lei de Kirchhoff aplicada aos nds da rede enuncia que:
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“ . . 14 . ’
Para qualquer circuito elétrico concentrado, para qualquer um de seus nos,
e a cada instante, a soma algébrica das correntes de todos os ramos que saem ou

entram neste no é igual a zero”.

O sinal algébrico da corrente em cada ramo serd determinado em relagdo a
convencao previamente adotada para o ramo. Para cada n6, a expressao matematica

da PLK chama-se equagdo do no ou equagdo nodal.

Observacoes:

e A PLK impde uma restri¢do linear as correntes nos ramos que incidem sobre
cada né do circuito. Em outras palavras, a PLK expressa-se em cada n6 por
uma equagdo linear (com coeficientes constantes) cujas variaveis sdo as

correntes dos ramos que incidem neste no.

e A PLK aplica-se a qualquer circuito concentrado, ndo importando se seus
elementos sdo lineares ou ndo lineares, ativos ou passivos, fixos ou variantes

no tempo, etc.

e Tendo em vista que a corrente em um ramo expressa o fluxo de cargas
elétricas que passam através do ramo, fica claro que a PLK implica que ndo
ha acumulo de cargas elétricas em nenhum nd. Em outras palavras, a PLK

expressa a conservagdo da carga elétrica em cada n6 do circuito.

e Evidentemente a PLK ndo se aplica a circuitos distribuidos. Por exemplo, no
caso de uma antena de radio transmissor, existe uma corrente na base da
antena, ao passo que a corrente no topo da mesma ¢ nula. Nesse caso, o
comprimento da antena ¢ aproximadamente um quarto do comprimento de
onda correspondente a freqiiéncia de operacdo; logo, ndo se trata de um

circuito concentrado.

O enunciado mais geral da PLK aplica-se aos conjuntos de corte da rede. O
conceito fundamental envolvido € que, se imaginarmos o circuito dividido em duas
partes quaisquer, a soma algébrica das correntes que sai de uma das partes sera igual
a zero, como conseqiiéncia direta da conservacdo da carga elétrica no circuito.

Ampliando o enunciado anterior, podemos reescrever:
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“Para qualquer circuito elétrico concentrado, para qualquer um de seus
conjuntos de corte, e a cada instante, a soma algébrica das correntes em todos os

ramos que pertencem ao conjunto de corte é igual a zero”.

o~

O sinal algébrico da corrente em cada ramo serd determinado em relagdo
convencao previamente adotada para o ramo. Para cada conjunto de corte, a

expressdao matematica deste enunciado chama-se equagdo do conjunto de corte.

Observe ainda que, se o somatério da corrente em cada conjunto de corte €
igual a zero, o somatorio das correntes nos ramos que incidem sobre cada né também
serd nulo. Para visualizar este fato, note que ¢ sempre possivel escolher um
determinado corte que isole um n6 do restante do circuito, identificando assim esse
conjunto de corte com os ramos que incidem sobre o nd. Na Fig. 2-15, observe que o
Corte 1 foi escolhido em torno do n6 destacado. Neste caso, a equacao do conjunto

de corte serd igual a equacao nodal para este no.

Figura 2-15 — Corte feito em torno de um né do circuito.

2.5.2. A Segunda Lei de Kirchhoff (SLK)
A Segunda Lei de Kirchhoff enuncia que:

“Para qualquer circuito concentrado, para qualquer um de seus lagos, e a
qualquer instante, arbitrado um sentido de percurso para este laco, a soma

algébrica das tensoes nos ramos pertencentes ao lago é igual a zero”.

O sinal algébrico da tensdo em cada ramo sera determinado pela rela¢do entre
o sentido de percurso do lago e o sentido convencionado para a tensdo em cada ramo.
Para cada lago do circuito, a expressdo matematica deste enunciado chama-se

equagado do lago.
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Observacoes:

e A SLK impde uma restricdo linear as tensdes nos ramos pertencentes a um

laco.

e A SLK aplica-se a qualquer circuito concentrado, ndo importando se seus
elementos sdo lineares ou ndo lineares, ativos ou passivos, fixos ou variantes

no tempo, etc.

e Tal como a Primeira Lei, a Segunda Lei de Kirchhoff ndo ¢ valida para

circuitos distribuidos.

Em geral, a Segunda Lei de Kirchhoff pode ainda ser estendida para um

caminho qualquer da rede, como segue:

“Para qualquer circuito concentrado, a qualquer instante, a tensdo entre
dois de seus nos é igual a soma algébrica das tensoes nos ramos pertencentes a um

caminho qualquer que conecta esses dois nos na rede”.

Note ainda que o sinal algébrico da tensdo em cada ramo serd determinado
pela relacdo entre o sentido do caminho escolhido entre os dois nos e o sentido

convencionado para a tensao em cada ramo.

2.6. Sumario

Neste capitulo fizemos uma revisdo dos conceitos fundamentais da teoria dos
circuitos, os quais serdo utilizados adiante no desenvolvimento deste texto. Foram
definidos os bipolos elétricos elementares e alguns conceitos de topologia de redes.
Finalmente, enunciamos as Leis de Kirchhoff, a partir das quais obteremos o

equacionamento da rede com vistas a sua solu¢ao.
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Capitulo 3

ANALISE DE REDES

Segundo Desoer [26], o problema geral da andlise de redes elétricas pode ser

enunciado da seguinte forma:

“Dados o grafo de uma rede, as caracteristicas de seus ramos, as entradas
(isto é, as formas de onda das fontes independentes) e suas condigoes iniciais, pede-

se calcular tensoes e correntes em cada ramo do circuito”.

Em outras palavras, analisar uma rede elétrica significa calcular, para cada
instante, um conjunto de tensdes ¢ de correntes em seus ramos que satisfacam as Leis

de Kirchhoff e as relagdes caracteristicas de seus ramos.

Quando essa andlise ¢ feita apds a entrada do sistema em um estado de
equilibrio, diz-se que a andlise ¢ feita em regime permanente. Quando a analise leva
em conta o processo de transicdo ou acomodacao de um estado inicial do circuito até

um estado de equilibrio, diz-se que a analise € transitoria.
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Neste capitulo descreveremos dois métodos de equacionamento de redes com
vistas a sua analise: o método da Andlise Nodal e o método da Andalise de Cortes.
Como a formulacdo de cada um dos dois métodos ¢ conseqiiéncia exclusiva da
aplica¢dao das Leis de Kirchhoff ao circuito, ndo existe restricdo quanto a natureza
dos elementos envolvidos: os elementos da rede podem ser lineares ou nao lineares,
fixos ou varidveis no tempo, passivos ou ativos. Atendo-nos ao escopo deste estudo,
exemplificaremos a utilizagdo desses métodos empregando-os na formulacdo de
redes resistivas lineares e ndo lineares constituidas exclusivamente por resistores e

fontes independentes.

3.1. A Analise Nodal

Seja uma rede 7 constituida por n; n6s e b ramos. Ao todo, existem b tensoes
e b correntes como incognitas. Sem perda de generalidade, pode-se supor que o grafo
¢ conexo, ou seja, que possui apenas uma parte separada. (Se a rede tiver partes

separadas, sempre ¢ possivel unir essas partes conectando-as a um né suplementar).

O primeiro passo da andlise sera escolher um no arbitrario de referéncia.
Normalmente escolhe-se como né de referencia a ferra do circuito. Designaremos o
n6 de referéncia por Ny, e os demais nos do circuito, também chamados de nos

independentes, por Ni, Na, ..., Nn onde n = nt —1.

3.1.1. Equacées Nodais e Matriz de Incidéncia Reduzida

Comecaremos o estudo do método da Analise Nodal enunciando uma

importante propriedade das equagdes nodais de um circuito:

A PLK implica que as n equagdes nodais correspondentes aos nos independentes de
um circuito sdo /inearmente independentes (LI).

Demonstracao:

Considere as n; equagdes nodais da rede 7. Cada uma dessas equagdes
expressa a PLK em termo das correntes nos ramos ji, jo, ..., j»; portanto, cada uma

dessas equagdes ¢ uma equagdo algébrica linear homogénea nas variaveis ji, jo, ..., js.



43

Seja &, =0 a representagdo da equagdo resultante da aplicagdo da PLK ao n6

Ny da rede 7, para k =1, 2, ..., n,. Para 0 n6 N; na Figura 3.1, &, =0 representa:

Jo ¥ Js— J; = 0.

Figura 3-1 — Um no tipico para ilustracio da PLK.

n/‘
Observe que, pela definicao acima, zgk = 0. Isto significa que, somando-se
k=1

todas as equagdes dos nds da rede, todos os termos da equagdo resultante se
cancelam. (Este fato pode facilmente ser visualizado se observamos que a
contribuicdo da corrente de cada ramo orientado na equagdo de seu no inicial sera
simétrica a contribuicdo dessa mesma corrente na equacdo de seu n6 final). Conclui-
se, portanto, que as n, equacdes nodais obtidas para a rede 7 sdo linearmente

dependentes (LD).
Mostraremos agora que as n equagdes &, =0, &, =0,...,¢, =0 (lembrando
que n =nt —1) sdo LI

Suponha em primeiro lugar que as n equagdes acima sdo LD. Isso implicaria
que, apds uma eventual reordenagdo das equacdes, existisse uma combinacao linear

das primeiras k expressoes &, &,, ..., & (k <n) com respectivos coeficientes ndo

nulos ¢, a,, ..., a, tal que:
o ++a,g =0 (3.1

Considere agora o conjunto de todos os nds Ny, Na, ..., N correspondentes a

&, €,y & €m(3.1). Considere ainda o conjunto dos nds restantes de 7, mostrado
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na Figura 3.2. Dado que 7 ¢ conectada, existe pelo menos um ramo / que conecta um
no6 do primeiro conjunto a um né do outro. Logo, o termo da corrente j; aparecerd em

uma e somente uma das expressoes &, &,, ..., & , haja vista que o ramo / estd

conectado a apenas um nd do primeiro conjunto. Assim, ndo pode haver

k
cancelamento da corrente j; na soma Zaigl. , 0 que contradiz a equacdo (3.1). Este

i=1
argumento ¢ valido para qualquer combinagdo linear possivel. Portanto a afirmacdo

de que as expressoes &, &,, ..., €, sdo LD ¢ falsa, e fica demonstrado que quaisquer

n equagoes nodais da rede serdo LI. ¢

Restante da rede

Figura 3-2 — Ilustracfo utilizada para provar que as n equacées da PLK sdo LI.

Mostraremos agora a expressao matricial da PLK para todos os nos de 7 a
excecdo do nd de referéncia. Observe que a PLK afirma que a soma das correntes

que saem de cada no € igual a zero. A PLK pode ser escrita da forma:
Aj=0 (3.2)
onde j ¢ o vetor de correntes nos ramos € possui dimensao bx1:
Ji
.| /2
1= .
T

e A = (aj) ¢ uma matriz n x b definida por:
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1 se oramo k saidond i
a, =4—1 se o ramo k entranond i (3.3)
0 se 0 ramo & ndo incide sobre o nd i

Note que o produto Aj resulta em um vetor de dimensdao n, no qual cada

elemento expressa a soma das correntes que saem de um n6 da rede.

Evidentemente, a regra de defini¢do da matriz A acima ¢ a mesma dada para a matriz
de incidéncia A, definida no capitulo anterior. A Unica diferenca entre essas duas
matrizes € que A possui uma linha a menos que A,. Com efeito, a matriz A pode ser
obtida a partir de A, excluindo-se a linha correspondente ao nd de referéncia. Por

esse motivo, a matriz A € chamada matriz de incidéncia reduzida.

Exemplo 3.1:

A titulo de ilustragdo, considere o circuito da Figura 3.3, que contém 3 nos e

6 ramos.
N2 S \/5\2, 'NJ
A Ri )
Ni R3 (T I2
Ei
No

Figura 3-3 - Circuito do exemplo 3.1.

Note que todos os ramos, inclusive o gerador E;, sdo representados de acordo

com a convengao do receptor.

Tomando o né Ny como no6 de referéncia, a matriz A, obtida de acordo com

(3.3), sera:
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E1 Rl R2 R3 J1 J2

Vv vbovy

N—-> 1-1 0 0 1 0
A=N,—> 0 1 1 0 -1 0
Ny;,—»l0 0 -1 1 0 -1

Pela equacdo (3.2), temos:

[ Ji |
1 -1 00 1 o]’®
Aj=|0 1 1 0 -1 o]’®|=0
00 -11 0 —1]’/®
Jn
| T2 ]

o que corresponde a PLK aplicada aos nés Ny, N, e Nj:

NoO Ni: Jon—Juntin=0
No6 No: JuntJr—Jn=0
N6 Ni: —JretJrs—Jpn =0

3.1.2. Tensoes Nodais e Segunda Lei de Kirchhoff

Sejam ey, ey, ..., e, as tensdes nos no6s Ny, Ny, ..., N, da rede 7 medidas em
relacdo ao n6 de referéncia. Chamaremos e, e, ..., e, de tensoes nodais, as quais

serdo usadas como variaveis da rede na analise nodal.

A SLK assegura que as tensdes nodais da rede sdo definidas sem
ambigiiidades. Isto é, se calcularmos a tensdo em um ndé em relagdo ao nd de
referéncia através da soma algébrica das tensdes nos ramos ao longo de um caminho
entre 0 n6 de referéncia e o n6 em questao, a SLK assegura que o valor obtido sera

sempre independente do caminho escolhido entre os dois nds.
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Seja v; a tensdo no k-€simo ramo da rede. O vetor de tensdo nos ramos possui

dimensdo b e é definido como:

Y
V)
V= .
Vp
As tensdes nos ramos vy, Vv, ..., v, podem ser tratadas como componentes de

um vetor em um espaco vetorial linear b-dimensional. Deste modo, cada conjunto de
tensdes nos ramos da rede define um ponto no espago vetorial linear h-dimensional
E".

Observe que, cada vez que se aplica a SLK a um lago da rede 7, obtém-se
uma restri¢do linear para as componentes do vetor v. Geometricamente falando, isso
significa que a equacao de cada lago restringe o vetor v a um hiperplano no espago
E".

Mostraremos a seguir que a SLK restringe v a um subespaco n-dimensional
de E”, ¢ que cada ponto nesse espago ¢ unicamente representado em termos das

tensoes nodais e, e, ..., €,.

Em primeiro lugar, observe que, em conseqiiéncia da SLK, as tensdes nodais
el, €, ..., e, sdo linearmente independentes. Para verificar tal fato, basta observar
que, dada uma arvore da rede, o caminho entre cada n6 e o no de referéncia sera

sempre um subgrafo distinto.

Seja e o vetor cujas componentes sdo ey, ey, ..., €,. Mostraremos agora que o

vetor v ¢ determinado pelo vetor e pela expressdo:
v=A'e (3.4)

t s . . c 1A . .
onde A" ¢ a matriz de incidéncia reduzida transposta.

Demonstracio:

Para mostrarmos esse fato, ¢ necessario considerarmos dois tipos de ramos:

ramos conectados ao nd de referéncia e ramos nao conectados ao no de referéncia.



48

Para um ramo conectado ao n6 de referéncia, a tensdo no ramo serd igual a

uma tensao nodal ou ao seu negativo.

Para ramos ndo conectados ao n6 de referéncia, note que sempre existird um
lago que contenha esse ramo (e seus dois nds) e o n6 de referéncia, dado que a rede é
conectada. Assim, pela SLK, a tensdo no ramo poderd ser expressa como
combinagdo linear de duas tensdes nodais. Logo, para os dois casos enunciados

acima, a tensdo no ramo depende linearmente das tensdes nodais.

Para mostrarmos que essa relagdo de dependéncia é expressa pela equagao
(3.3), observe que v; € a tensdo no k-€simo ramo da rede, para k=1, 2, ..., b; e que ¢;
representa a tensdo nodal do né Ni, para i =1, 2, ..., n. Logo, se o ramo k conecta o

no N; ao né de referéncia, teremos:

e se oramo k saidond i

V =
k ;.
—e, se o ramo k entra nond i

1
Por outro lado, se o ramo k sai do n6 N; e entra no né N, teremos:
Vk = Ci - €.

Como em um ou outro caso v, devera ser expressa como uma combinagao

linear das tensdes nodais ey, e, ..., e,, podemos escrever:

Vi TR 4T Cip | &
Vail _|€a C» Can || €2
Vp Cpi Cpn |L€n

onde cada elemento ¢y; € igual a 0, 1 ou —1 de acordo com as regras acima.

Note agora que, ap6s alguma consideragao dos sinais, podemos escrever:

1 se oramo k saidond i
c; =3-1 se oramo k entranond i (3.5)
0 se 0 ramo k ndo incide sobre o no i

Comparando agora as equacdes (3.3) e (3.5) vemos que ¢y = aj para

k=1,2,..,b epara i=1, 2, ..., n. Logo, temos que a matriz C = (¢y;) ¢ igual a
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transposta da matriz de incidéncia reduzida A, pelo que fica demonstrada a equagao
(34). ¢
Observacao.

Note que, ao escrevermos as equacdes (3.3) e (3.5) consideramos o sentido
dos ramos do grafo de acordo com o sentido da corrente nos ramos do circuito,
adotamos implicitamente a convencao do receptor para todos os ramos da rede a fim
de expressarmos coerentemente as leis de Kirchhoff.

Exemplo 3.2:

Considere novamente a rede da Figura 3.4.

N2 Rz N3

Ji Ri1

Figura 3-4 - Circuito do exemplo 3.2.

Sejam os vetores de tensao nos ramos e de tensoes nodais, respectivamente:

Vel
Vri
€
Vr2
V= e=|e,
Vr3
€3
Vi
V2

De acordo com a equagdo (3.4), teremos:



ou ainda:

1 0O O
-1 1 0 |-
€
0o 1 -1
)
0O 0 1
€;
1 -1 0 |-
0 0 -—1]
Ve =€
le = _el +e2

Ve =€, — €5
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Note finalmente que o sentido das tensdes e correntes nos geradores foi

estabelecido de acordo com a convengado do receptor. Isso implica que, para fornecer

poténcia ao sistema, os valores de tensdo e de corrente nos geradores deverdo ter

sinais opostos.

3.1.3. Formulac¢iao da Rede

As equacoes:

Aj=0

v=A'e

(PLK) (3.2)

(SLK) (34
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sdo as duas equagdes fundamentais da Analise Nodal. Ambas sdo obtidas a partir do
grafo da rede e das Leis de Kirchhoff, o que faz com que sejam independentes da

natureza dos elementos da rede.

As variaveis envolvidas na solugcdo da rede sdo as tensdes e correntes nos
resistores, as tensdes nos geradores de corrente e as correntes nos geradores de

tensao.

O equacionamento elementar da rede pelo método da Analise Nodal consiste
em combinar as equagdes (3.2) e (3.4) com as relagdes constitutivas dos ramos, de

modo a obter-se n equagdes nas n variaveis ey, ey, ... , €.

Nao obstante, esse sistema de n equagdes torna-se inconsistente ou
indeterminado quando a rede possui geradores independentes de tensdo, haja vista
que, em um gerador de tensdo, ndo existe uma relagdo que permita determinar a

corrente no ramo em fung¢ao de suas tensoes nodais.

Essa limitagdo sugeriu uma sistematiza¢do do método de solugdo, introduzida
por Ho e outros em 1975, que ficou conhecida como o método da Andlise Nodal

Modificada.

A 1déia basica na Analise Nodal Modificada ¢ dividir os ramos da rede em
dois grupos: ramos tipo impeddncia e ramos tipo admitincia. Um ramo sera do tipo
impedancia quando sua corrente for utilizada como incégnita da rede.
Simultaneamente, cada ramo tipo impedancia devera fornecer ao sistema uma nova
equagdo, oriunda da aplicacdo da SLK a esse ramo, de modo que o sistema

permanega determinado.

Assim sendo, a Analise Nodal Modificada utiliza como variaveis: as tensoes
nodais e as correntes nos ramos tipo impedancia. As equacdes que aparecem na

formulagdo da Analise Nodal Modificada sdo de dois tipos:
e Equagdes da PLK para os n6s independentes;
e Equagdes da SLK para os ramos tipo impedancia.

Com isso o sistema passa a ter numero de equagdes igual ao niimero de

incognitas, e sua solucao pode ser determinada.
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O método da Analise Nodal Modificada consagrou-se por sua ampla
utilizagdo em programas computacionais de simulagao de circuitos eletronicos. Uma
das principais vantagens do método ¢ que sua formulagio pode ser facilmente obtida
por inspecao direta da rede, praticamente para quaisquer tipos de elementos (bipolos
ou quadripolos) incluidos no circuito. Entretanto, ndo mostraremos aqui o
procedimento genérico de obtencao das equagdes para quaisquer tipos de elementos.
No dominio do problema que estamos considerando, os ramos tipo impedancia serdo
somente geradores independentes de tensdo, e os ramos tipo admitincia serdo

resistores ou geradores independentes de corrente.

A seguir, faremos uma abordagem formal da Andlise Nodal Modificada
aplicada ao nosso problema, e em seguida apresentaremos um método direto de

obtencdo da formulagdo por inspecdo da rede.

Aplicacdo a Redes Resistivas Lineares

Seja 7 uma rede resistiva linear invariante no tempo com b ramos € 7, nos.
Admite-se que 77 € conexa e nao separavel. Cada ramo de 7 ¢ constituido por um dos
seguintes bipolos elementares: ou por um resistor, ou por uma fonte independente de
tensdo, ou por uma fonte independente de corrente. Designaremos por m, p € g,
respectivamente: o nimero de fontes independentes de tensdo, o nimero de resistores

e o numero de fontes independentes de corrente da rede 7.

Dados os valores das fontes independentes, a solu¢do completa da rede 7
consiste em calcular p tensdes e p correntes nos seus resistores, m correntes em seus

geradores de tensdo e g tensdes em seus geradores de corrente.

Seja A a matriz de incidéncia reduzida de 7. Ordenaremos as colunas de A de
modo que estas correspondam, em seqiiéncia da esquerda para a direita, primeiro aos
geradores de tensdo, depois aos resistores, e por Gltimo aos geradores de corrente da

rede.
Particionamos assim a matriz A em trés sub-matrizes:

A=[Ay | A, |A,] (3.6)
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onde as colunas de Ag , Ag € Ay correspondem respectivamente aos ramos que

contém os geradores de tensdo, os resistores e os geradores de corrente da rede.

Particionaremos o vetor j das correntes nos ramos da rede igualmente em trés

sub-vetores:
Je
(3.7)

onde jg, jr © js sdo os vetores de corrente nos geradores de tensdo, nos resistores e

nos geradores de corrente da rede, respectivamente.

Segundo essa notagdo, a expressao matricial da PLK dada pela equagao (3.2)

¢ escrita da forma:

ik
[Ac [ Ax | A ]ie |=0. (3.8)
Iy
ou, equivalentemente:
(3.9)

Aglg + Aglp + AJjj =0.
Utilizando o mesmo critério adotado acima, particionamos o vetor v das

tensdes nos ramos da rede da seguinte forma:

Vi
vV=|Vg (3.10)
v,
e reescrevemos a equacao (3.4) da forma:
VE lAEt
v |[=| AL le (3.11)
VJ ‘AJt

A relacdo constitutiva de cada resistor k serd expressa por uma fungdo linear

do tipo:
(3.12)

Ji=G,v,, vparak=1,.,p.
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Em notagdo matricial, podemos escrever para todos os resistores de 7:
jr =GV, (3.13)

onde G ¢ chamada matriz de condutancia dos ramos. Note que G é uma matriz

diagonal de ordem p da forma:

G, 0 0
0 G, :

G=| . o (3.14)
0 G

Substituindo (3.13) em (3.9), obtemos:

Apjg TARGV, +A,j; =0. (3.15)
Mas por (3.11) temos que:

v =Ag'e. (3.16)
E substituindo (3.16) em (3.15):

Agjy +ARGA'e+ A j. =0. (3.17)
Ainda da equagdo (3.11), obtemos a relacao:

Ale=v,. (3.18)
Combinando agora as equacoes (3.17) e (3.18) em um sistema, temos:
Agjy +ARGA e+ A j. =0

AEte:vE
(3.19)

ARGARt | AE {i}:{_ AJjJ} (3 20)
Ao e Ve

G, =AGA,' (3.21)

ou, na forma matricial:

Chamando agora:



55

i, =—Aj;, (3.22)

G, [Ag)e) |k 3.3
A L0 ] |ve (329

ou, de forma ainda mais compacta, fazendo:
Tnm = t ’ X= ._ ’
Ag 0 Je

TamX=1u (3.25)

obtemos finalmente:

u= {'—} (3.24)
VE

temos:

onde Tym ¢ chamada matriz da andlise nodal modificada, x é o vetor de varidveis da

rede e u € o vetor de fontes independentes.

O sistema de equagdes (3.23) contém (n+m) variaveis, representadas pelo
vetor e de tensdes nodais e pelo vetor jg de correntes nos geradores de tensdo da

rede.

O bloco superior de equagdes escalares de (3.23) contém n equagdes
provenientes da PLK aplicada a os nos da rede — também chamadas de equagoes

nodais.

O vetor is ¢ chamado vetor das fontes de corrente equivalentes. Note que cada
elemento de is representa, para cada nd, a injecao liquida de corrente no nod

proporcionada pelas fontes de corrente.

A matriz G, ¢ uma matriz quadrada de ordem n, chamada matriz das

condutdncias nodais.

O bloco inferior de equacgdes escalares do sistema contém outras m equagoes,
obtidas através da aplicagdo da SLK nos ramos dos geradores de tensdao. Deste modo,
o sistema possui (n+m) equacdes, ¢ pode ser resolvido para as variaveis e € jg. As

tensdes nos geradores independentes de corrente podem ser obtidas a partir da

equagdo (3.11), pela qual v, = A,"e.



Exemplo 3.3:

Considere novamente o circuito representado na Figura 3.5.

N2 S \/E\zf 'NJ
A Ri )
Ni éRs (T I2
Ei
No

Figura 3-5 - Circuito do exemplo 3.3.

Seja G sua matriz de condutancias, dada por:

56

A matriz de incidéncia reduzida da rede sera, de acordo com a ordem fixada dos

ramos:
1|-1 0 0
A=A, |Az |A]=1]0l1 1 0
00 -11

A equagdo da rede sera:

10
-1 0
0 -1
-1 1 0
0 1 -1
G|o o 1
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G, -G, 0
G,=|-6G, G +G, -G,
0 -G, G, +G,
E ainda:
1 0 J _jJI
is:_AJjJ:__1 0 {.J1:|: Jn
0 -1 Jr2 sz

Assim, podemos escrever o equacionamento completo da rede da forma:

G, -G, 0 1| & —Jn
~G, G,+G, -G, |0|e | | i,
0 -G, G+G |ole | | jn
1 0 0 0] 7. | v

Existéncia e Unicidade da Solucao

Analisaremos agora sob que condi¢des (3.23) tem solu¢do. Em primeiro
lugar, consideraremos o caso em que a rede ndo contém geradores independentes de

tensdo. Note que a equagdo (3.23) reduz-se a:

Gue = is. (3.26)

Lema.

Qualquer circuito resistivo contendo apenas resistores lineares de condutancia
positiva e fontes independentes de corrente possui solu¢ao Unica.
Demonstracio.

Dado que todas as condutancias da rede sdo positivas, note que a matriz das

condutancias da rede G serd uma matriz diagonal positivo-definida, isto é:
Vaz0=2a'Ga>0, (3.27)
onde a ¢ um vetor de dimensdes apropriadas.

Para qualquer vetor de tensdes nodais e = 0, note que:

e'G e=e'(A,GA ' Je=(A.'©)'G(A'e). (3.28)
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Mas por (3.16) v, = A,'e. Assim temos que:
Vv, 20= v, 'Gv, >0 . (3.29)

Note ainda que, como as linhas de Ag sdao LI, o vetor v = ARte =0<=e=0.

Conseqiientemente, v, =0 <> e =0. Logo, a partir de (3.27) deduzimos que:

Vez0=¢e'G,e>0 (3.30)

que significa que G, ¢ igualmente positivo-definida.

Logo, det(G,)> 0, e pela regra de Cramer, o sistema Gpe = is possui uma

unica solu¢ao dada por:
e=(G,)i,. (3.31)

Consideraremos o caso geral, em que a rede contém também geradores

independentes de tensdo. Repetiremos a equagdo da rede:

Go [Ap) €| |1, 3.32
A0 ie] Lvel (32

Observe que o bloco superior de equacdes escalares ¢ a expressdo da PLK
aplicada aos nés independentes da rede. Note ainda que m varidveis foram
adicionadas ao sistema representando as correntes nos m geradores de tensdo. Dado
que o posto de G, ¢ igual a n (pois G, €é ndo-singular), conclui-se que o bloco

superior de equagdes contém n equagdes linearmente independentes.

Para que o sistema seja determinado, ¢ necessario que o bloco inferior de

equagdes escalares contenha outras m equagdes linearmente independentes. Para que

isso ocorra, basta que as linhas de A,' (ou colunas de A, ) sejam LI.

Note que cada coluna de Ag contém um elemento igual a 1 na linha
correspondente ao nd inicial do ramo; um elemento igual a —1 na linha
correspondente ao nd final do ramo; e todos os outros elementos iguais a 0. Dado
que, por hipdtese, a rede nao contém lacos formados exclusivamente por geradores

de tensdo, observe que as colunas de Ag serdo necessariamente LI. Segue, portanto,
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que o sistema (3.32) ¢ possivel e determinado, € que sua solugdo, utilizando agora a

notagdo introduzida em (3.24), ¢ dada por:

x=(T,, ) 'u. (3.33)

nm

Obtencio da Formulacio por Inspe¢iao da Rede

Como foi dito anteriormente, uma forte vantagem do método de formulagao
pela Andlise Nodal Modificada ¢ que as equacdes da rede podem ser

sistematicamente obtidas por inspecao do circuito.

O processo descrito a seguir envolve a classificagdo dos ramos e sua inclusdo
na formulacao da Analise Nodal Modificada. Os ramos do tipo admitancia poderao
ser resistores ou geradores independentes de corrente, e os ramos tipo impedancia
identificam-se com as fontes independentes de tensdo. Como resultado, queremos

obter a matriz Ty, 0 vetor u ¢ a identificagdo das variaveis contidas no vetor X.
Descreveremos o processo em duas etapas: inclusdo dos ramos tipo

admitancia e inclusdo dos ramos tipo impedancia.

Inclusao dos ramos tipo admitancia.

Para incluir os ramos tipo admitancia na formulagdo da Analise Nodal

Modificada, adota-se o processo descrito a seguir.

A sub-matriz G, (correspondente as primeiras n linhas e n colunas de Tym)

pode ser determinada diretamente do circuito pela seguinte regra:

O elemento (j, j) da diagonal principal ¢ dado pela soma das condutincias

incidentes no no j da rede, sendo chamado condutancia propria do né j.

O elemento (i, j) da matriz, com i# j, ¢ dado pelo negativo da soma das

condutancias dos ramos que interligam diretamente os nds i e j, sendo chamado

condutdncia mutua entre os nésiej.
Se a rede tiver n + 1 nds, os indices i ¢ j variam de 1 a n.

O vetor is (correspondente as primeiras # linhas do vetor u) pode ser obtido a

partir da seguinte regra:
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A j-ésima linha do vetor das fontes de corrente equivalentes ¢ dada pela soma
algébrica das correntes de geradores de corrente independentes que incidem no no j
(ndo de referéncia) da rede. A corrente ¢ tomada com sinal positivo ao entrar no no,

€ negativamente no caso oposto.

Se arede tiver n + 1 nds, o indice j variade 1 a n.

Os primeiros n elementos do vetor x serdo as tensdes nodais do circuito, que
coincidem com o vetor e.
Inclusdo dos ramos tipo impedéancia.

Na inclusao de um ramo tipo impedancia, o primeiro passo sera acrescentar

uma variavel j; ao vetor X, correspondente a corrente no respectivo ramo.

As subseqiientes alteragdes em Tp, € em u serdo ditadas pelas Leis de
Kirchhoff para dar coeréncia ao sistema apo6s a inclusdo da nova variavel. No caso da
inclusdo de um gerador independente de tensdo que tem como nos inicial e final,

respectivamente, N; e N segue-se a seguinte regra:

Acrescentamos uma nova linha (de indice /) e uma nova coluna na matriz

Thm, cujos elementos serdo dados por:

Tam(LD) =1;
Tam(i.)) = 1;
Tom(Lf) = -1;
Tom(f)) =-1;

Acrescentamos mais um elemento ao vetor u, igual a tensdo do gerador
adicionado v;.
Exemplo 3.4:
No circuito da Figura 3.6, as condutancias proprias dos nos sio:
N6 Ni: Tam(1,1) = Gy
No6 Na: Tam(2,2) = G + G2
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N2 Rz N3

Ji Ri1

Ni éRs (T J2

E1

No

Figura 3-6 - Circuito do exemplo 3.4.

E as condutancias mutuas entre nés sdo dadas por:

Nos N; e Ns: Toam(2,3) = Tam(3,2) = -G

Observe ainda que a injecao liquida de corrente em cada no é:

N6 Ni: u(1)=—j11
No Nz: ll(2) :jjl
No N3Z ll(3) :jjz

Finalmente, introduzimos a fonte de tensdo E; na formulacdo. Sejam jg; € vg;
a corrente ¢ a tensdo no gerador E;. Os vetores de varidveis da rede e de fontes

independentes serdo, respectivamente:

€ Jn
e .
2
X = (] u= ']‘]1
e_3 J2
]El vEl

Dado que o gerador E; est4 entre os nds Ny e N, temos ainda que:
Toam(4,1) =-1;

Tnm(1,4) = '1;
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Escrevendo tudo numa mesma equacao matricial, obtemos finalmente a formulagdo

da rede:

G, -G, 0 1| & —Jn

~G, G +G, -G, |0|e | | i
0 -G, GG |ole| | jnl
1 0 0 10]7. | [ v

que concorda com o resultado do exemplo 3.3.

Aplicacdo a Redes Resistivas Nao lineares

Aplicaremos agora a formulacdo da andlise nodal desenvolvida nos itens

anteriores a redes resistivas nio lineares.

Seja 77 uma rede resistiva ndo linear invariante no tempo com b ramos ¢ n,
nos. Admite-se que 77 € conexa e ndo separavel. Cada ramo de 7 € constituido por um
dos seguintes bipolos elementares: ou por um resistor nao linear, ou por uma fonte
independente de tensdo, ou por uma fonte independente de corrente. Designaremos
por m, p € g, respectivamente: o nimero de fontes de tensdo, o nimero de resistores e

o numero de fontes de corrente da rede 7.

As relagdes caracteristicas dos resistores ndo lineares podem representadas

por fungdes ndo lineares do tipo: j, = g,(v,) parak =1, .., p.

Seja:
g 0 - 0
r-? & (3.34)
0 g,

uma matriz diagonal de operadores tal que:

g)

g,(vy)

jo =T(ve) = (3.35)

gb(Vp)
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Note que I" expressa vetorialmente as relagdes constitutivas de cada resistor
da rede 7. Fazendo as modificagdes necessarias, a equagdo (3.19), para uma rede ndo

linear, ¢ escrita da forma:

Agip + ApT(Ag'e)+ A,j, =0
Afe=v, (3.36)

ou de forma mais compacta:

Gl e

onde f ¢ uma fun¢do ndo linear de multiplas varidveis.

A equagdo (3.37) € um sistema de (n+m) equagdes ndo lineares nas (n-+m)
incognitas da rede. Resolvendo para os vetores e e jg, obtém-se a solugdo completa
da rede. As tensdes nos geradores independentes de corrente poderdo ser obtidas pela
equacdo (3.11), e as tensdes e correntes nos resistores sdo obtidas utilizando (3.16) e

(3.13), respectivamente.

Exemplo 3.5:

Na Fig. 3-7, sejam R, R, e Rj; resistores nao lineares controlados por tensao,

cujas relagdes constitutivas sdo expressas respectivamente pelas funcdes:

Ji=80), j, =8,(,) ej;=g;(v;).

N2 R2 N3
~ I 1
>
I Ri )\
N1 R3 (P I
E1
No

Figura 3-7 — Circuito do exemplo 3.5.

Por (3.36) temos que:
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Agiy + AT(A L e)+ A,j, =0

t
Ape=v,

onde I' corresponde a defini¢do (3.34). Substituindo as matrizes calculadas nos

exemplos anteriores, obtemos a formulagdo da rede nao linear:

p
jal [-1 0 0] (-1 1 07]fe —in
0+ 1 1 oflff|o 1 —1lle||=] j,

3 0o -11 0 0 1 |e i

€ = Vg

Finalmente, observe que um sistema de equacdes ndo lineares desse tipo
geralmente ndo possui solugdo analitica. A solucdo da rede requerera o emprego de

métodos numéricos, tais como o que apresentaremos no Capitulo 4.

3.2. A Analise de Cortes

O método de formulagdo da rede pela analise de cortes ¢ de certa forma uma
generalizacdo do método da anélise nodal, uma vez que a PLK aplicada aos nés da

rede se trata de um caso particular da PLK aplicada aos seus cortes.

Na andlise nodal, n tensdes nodais tomadas em relacdo ao n6 de referéncia
sdo escolhidas como variaveis da rede, e a PLK ¢ aplicada a todos os nds (com
exce¢do do nd de referéncia) para obter n equacdes linearmente independentes em

termos dessas tensdes nodais.

Na analise dos cortes, uma arvore sera escolhida previamente, e as n tensoes
nos ramos da arvore serdo usadas como variaveis da rede. A aplicacdo da PLK aos
cortes fundamentais da 4arvore escolhida nos permitira escrever n equacdes

linearmente independentes em termos das # tensdes dos ramos da arvore.
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3.2.1. Implica¢cdes da Primeira Lei de Kirchhoff

Considere o grafo de uma rede 77 conexa, com b ramos ¢ 7, nos. Seja 7 uma
arvore arbitraria de 7. Existem n = n, — 1 ramos da arvore e [ = b — n, + 1 ligagoes.
Sejam os ramos de 77 numerados da seguinte forma: os ramos da arvore de 1 até n, e

em seguida as ligagdes, de n + 1 até b.

Observe que cada ramo da arvore define um tnico corte fundamental. Todos
os ramos de um corte fundamental serdo liga¢des, exceto o proprio ramo da arvore

que definiu o corte.

Considere o grafo mostrado na Figura 3.8. Os ramos da &rvore estdo

representados em negrito, € os cortes aparecem como linhas pontilhadas.

' Corte 1

Figura 3-8 - Cortes fundamentais de uma arvore em um grafo.

Em primeiro lugar, mostraremos que as n equagdes obtidas a partir da PLK
aplicada aos cortes fundamentais associados a darvore 7 sdo linearmente
independentes. Dado que cada uma dessas equacdes expressa a PLK em termos de i,

J2, .- jb, €Stas tratam-se de equagdes lineares homogéneas nessas mesmas variaveis.



66

Note que um corte separa o grafo da rede em dois subgrafos distintos. Diz-se
que dois ramos orientados (pertencentes ao corte) possuem o mesmo sentido quando
ambos saem de um mesmo subgrafo e, atravessando o corte, chegam ao outro
subgrafo. Caso os ramos tenham origem em subgrafos diferentes, diz-se que esses
ramos possuem sentidos opostos. Ao escrevermos o equacionamento da PLK, a
diregdo de referéncia do corte sera definida como sendo a direcdo do ramo da arvore

que deu origem ao corte.
A expressdao matricial da PLK no corte sera:

Qj=0 (3.38)
onde j ¢ o vetor de correntes nos ramos, ¢ Q sera chamada matriz fundamental de
corte.

Exemplo 3.6:

Na Fig. 3-8, numeramos os cortes da seguinte forma: o primeiro corte sera
associado ao ramo 1, o segundo ao ramo 2, e assim por diante. As equagdes da PLK

para cada um dos cortes serdo:

Corte 1: Jit+Js—Jjs=0
Corte 2: Ja—JstJjet+Jj; +Js=0
Corte 3: Jis—Js—J.+Jg =0
Corte 4: Ji—Js—J.=0

O que, na forma matricial, corresponde a:

Ji
Ja
I -1 0 0|/
Ja
0 -1 -1 —-1|J
0 -1 -1 0| Jj
Js
Jg

S o o =
S O = O
S = O O
— o O O
|
—_
—
—
—
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ou Q j =0, onde Q ¢ a matriz fundamental de corte da arvore T, de dimensdo nxb.

Se gir € o (k, i)-ésimo elemento da matriz Q, temos:

1 Se o ramo k pertence ao corte fundamental i
e se sua direcao coincide com a diregdo de
referéncia do corte i;

Gir = < -1 Se o ramo k pertence ao corte fundamental i (3.39)

e se sua direcdo opde-se a dire¢do de
referéncia do corte i;

0 Se o ramo & ndo pertence ao corte fundamental .

Note que, em conseqiiéncia da numeragao dos ramos adotada, a matriz Q tem

a forma:

b ramos
N

n conjuntos de corte (3.40)

(e
I
=
=

e

lan (n+1)ab

Onde 1, ¢ a matriz identidade de ordem n ¢ M ¢ uma matriz retangular de »
linhas e / colunas. Note que a matriz Q tem posto #, j4 que esta contém a matriz
identidade 1,. Logo, as n equagdes dos cortes fundamentais em termos das correntes

nos ramos sao linearmente independentes.
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3.2.2. Implica¢des da Segunda Lei de Kirchhoff

As n tensdes nos ramos da arvore ey, ey, ..., e, serdo agora as variaveis da

rede.

Observe que as tensdes nos ramos vi, Vs, ..., v, podem ser consideradas como
componentes de um vetor v em um espago vetorial £°. A Segunda Lei de Kirchhoff
restringird o vetor de tensdo nos ramos da rede v a um subespaco n-dimensional de

b , : ~
E”, e cada ponto nesse subespago podera ser unicamente representado em fungao das

n tensdes nos ramos da arvore ey, ey, ..., e, de acordo com a seguinte relagao:
v=Q'e (3.41)

onde Q' ¢ a matriz fundamental de corte transposta.

Demonstracao:

Seja C uma matriz de dimensdes apropriadas (b linhas e n colunas) que

satisfaca a seguinte igualdade:
v=Ce. (3.42)
Para provar (3.41), queremos mostrar que C = Q".

Consideremos as tensdes em todos os ramos da rede. Para os ramos que

pertencem a arvore, temos que:
Vi=ep, parak=1,2, ..., n. (3.43)

Por outro lado, a tensdo em cada ligacdo serd uma combinacdo linear das
tensOes nos ramos da arvore. Para visualizar esse fato, note que cada ligagdo forma
um unico laco com um determinado conjunto de ramos da arvore, chamado lago
fundamental associado a ligacdo. Aplicando a SLK a esse laco, vemos que a tensdo
na ligagdo fica unicamente determinada pelas tensdes nos ramos da arvore que

pertencem a esse lago fundamental.

Note ainda que uma ligagdo necessariamente pertencera a todos os cortes
fundamentais associados aos ramos da darvore que pertencem ao seu lago

fundamental.

Sendo assim, podemos escrever para a tensao na k-ésima ligacao:
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v, =20ki.ei , parak=n+1,..,b. (3.44)
i=1

onde, apds alguma consideragdo dos sinais, concluimos que c¢;; ¢ dado por:

1 Se o ramo k pertence ao corte fundamental i
¢ se sua dire¢ao coincide com a diregado de
referéncia do corte i;

Chi= -1  Se o ramo k& pertence ao corte fundamental i

(3.45)

e se sua dire¢do opde-se a direcao de

referéncia do corte i;

0 Se o ramo & ndo pertence ao corte fundamental i.

Observe ainda que equacdo (3.44) aplica-se a ndo somente as ligagdes, mas a
todos os ramos da rede, haja vista que o k-ésimo ramo da arvore pertence somente ao
corte k que ele mesmo originou, e que, evidentemente, sua direcdo coincide com a
dire¢do de referéncia do corte. Logo, a equacao (3.44) conduz ao mesmo resultado da

equacdo (3.43), com ¢y = 1 para todos os ramos da arvore.

Comparando (3.45) com (3.39), concluimos que c¢i; = gi, € portanto a matriz
C, definida pela relagdo v = C e, ¢ igual a matriz fundamental de corte transposta Q".
Exemplo 3.7:

Considere novamente a rede da Figura 3.8. Podemos escrever as seguintes

equacoes:
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V=V, V=V, =e, —e, —e,
Vg =V, =V, =e, —e

Na forma matricial, essas equagdes ficam:

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0 e
0 0 0 1el|
VSl 0 0)e |90
11 -1 -1,
0 1 -1 -1
0 1 -1 0|

3.2.3. Formulacao da Rede

Na analise de cortes, as duas equagdes basicas derivadas das Leis de

Kirchhoff sdo:

Qj=0 (3.46)
v=Q'e. (3.47)

Ambas sdo obtidas a partir do grafo da rede e das Leis de Kirchhoff somente,
o que faz com que sejam independentes da natureza dos elementos da rede. Estas
equacdes devem ser combinadas com as relagdes constitutivas dos ramos a fim de

obtermos a formulagdo completa do sistema.

As variaveis envolvidas na solugdo da rede sdo as tensdes ¢ correntes nos
resistores, as tensdes nos geradores de corrente e as correntes nos geradores de

tensdo. Seguiremos agora um processo analogo ao desenvolvido no item 2.3 para a
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Andlise Nodal a fim de obtermos a formulacao da rede pelo método da analise de

cortes.

Aplicacio a Redes Resistivas Lineares

Seja 77 uma rede resistiva linear invariante no tempo com b ramos ¢ 1, nos.
Admite-se que 77 é conexa e ndo separavel. Cada ramo de 7 € constituido por um dos
seguintes bipolos elementares: ou por um resistor linear, ou por uma fonte

independente de tensdo, ou por uma fonte independente de corrente.

Dados os valores das fontes independentes, a solucado completa de 77 consiste
em calcular as tensdes e correntes nos resistores, as correntes nos geradores de tensao

e as tensoes nos geradores de corrente.

Sejam m o numero de fontes de tensdo, ¢ 0 nimero de resistores pertencentes
a arvore, p o numero de resistores nas ligagdes, € ¢ o nimero de fontes de corrente da
rede. Seja ainda Q a matriz fundamental de corte da rede obtida a partir de uma

arvore T qualquer.

Reordenaremos agora as colunas de Q de acordo com seus respectivos ramos.
Disporemos as colunas da matriz de modo que, da esquerda para a direita, estas
correspondam primeiro as fontes de tensdo, depois aos resistores e finalmente as
fontes de corrente da rede. Observando essa ordem, ¢ possivel particionar Q da

seguinte forma:

Q=[0Q, Q. |Q,] (3.48)

Onde Qg, Qr € Qy sdo as sub-matrizes cujas colunas correspondem

respectivamente as fontes de tensdo, aos resistores e as fontes de corrente da rede.

Observando o mesmo critério de ordenagao dos ramos da rede, particionamos

analogamente os vetores v e j de tensdes e correntes nos ramos da seguinte forma:

ie )
i=lir V=|Vg |- (3.49)
iy \F

Utilizando esta notagdo, escrevemos a equacao da PLK:
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Ik
[QE | Qr | Q, j_R =0 (3.50)
Iy
ou, equivalentemente:
Qpie +Qrir +Q,i;, =0. (3.51)
Analogamente, a equagdo da SLK se escreve da forma:
t
vel |Q
Ve |=] Qg |e (3.52)
v, QJt
onde e corresponde ao vetor de tensdes nos ramos da arvore 7.
As relagdes constitutivas dos resistores fornecem-nos ainda:
ir =GV (3.53)
onde
G, 0 0
0 5 '
G=|. . N (3.54)
0O - - G

¢ a matriz de condutancia dos ramos, definida em (3.14).

Pela equacao (3.52) temos que:

t
ve =Qr €.

(3.55)
Usando (3.55) e (3.53) em (3.51) obtemos:

Q.jr +Q:GQ.'e+Q,j, =0. (3.56)
Por (3.52), temos ainda que:

t
Qre=v,.

(3.57)
Juntando agora (3.56) e (3.57) em uma mesma equacao, obtemos
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{QRG?; |QE}[£}:[‘Q_JJJ} (3.58)
QE | 0 |lJe Ve

Observe que a equacdo acima ¢ andloga a equacgdo (3.20) obtida para a
Analise Nodal. As variaveis do sistema sdo as tensdes nos ramos da arvore,
representadas pelo vetor e, e as correntes nos geradores de tensao jg. Os valores das
fontes de tensdo e de corrente, contidos respectivamente nos vetores Vg € jy sdo

parametros de entrada da rede, portanto conhecidos.

Para obter a solugcdo completa da rede, a aplicagdo das equagdes (3.52) e
(3.53) permite calcular as tensdes nos geradores de corrente, bem como as tensoes e

correntes nos resistores.

Chamando:

G, =Q,GQ,' (3.59)
e

i, =-Q,j,, (3.60)
obtemos:

{g‘;f:fv’f};"ﬂ =i 3.61)
ou ainda:

G e i
Qg 0 |ljg Vg
A matriz G4 ¢ chamada matriz de condutincias dos cortes, € o vetor is € o

vetor de fontes de corrente equivalentes.

A demonstracao de que o sistema (3.62) € possivel e determinado ¢ andloga a

demonstragdo apresentada no item 2.3, e, portanto, sera aqui omitida.
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Exemplo 3.8:

Na Figura 3.9 representa-se o grafo orientado correspondente a rede dos
exemplos anteriores. A arvore do circuito ¢ representada pelos ramos em negrito, € as

linhas pontilhadas indicam os conjuntos fundamentais de corte da rede.

—>
\
\
AY
| VAN
>
w N
V, it S S
nt RW . 2 TCorleB
it S I N U ——"LCone2
1 v, | YR3 (A
J‘_h EtY Ve
hh; ———————————————————————— ¥ Corte 1

Figura 3-9— Grafo orientado do exemplo 3.8 e seus conjuntos fundamentais de corte para uma

dada arvore.

Er:Ri Ry R3 J1 ]I,

1100 1|0 —rrcored

Q=[Q; | Q. |Q,]=|0|1 0 1 |-1 —1|R,(Corte2)
0/0 1 -1]0 1

R, (Corte 3)

A matriz fundamental de corte da rede sera:

Seja G a matriz de condutancias da rede, dada por:

Por (3.62), equacao da rede sera:
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Temos que:
0 0 1|6, 0 1 O
G,=0Q:GQ; ' =|1 0 1 G, 00 1
0 1 -1 G,|1 1 -1
G3 G3 G3
G,=| G, G +G, G,
-G, -G, G,+0G,
Temos ainda que:
0 1 ] - jjz
-Qujy=—--1 -1 {J.Jl}: Jntin |
0 1 2 - jjz
Logo, o equacionamento completo da rede correspondera a:
G3 G3 - G3 1| Ve —Jn
G, G+G, -Gy |0 Ve |_|Jntin
-G, -G, G,+Gy |0 Vre —Jn
1 0 0 |0 J Vg,

Formulagao Alternativa

Observe que na deducdo da equagdo (3.62) ndo fizemos nenhuma restricao a

75

escolha da arvore 7 que deu origem a matriz Q. Mostraremos agora que uma escolha

adequada de T pode simplificar (3.62) reduzindo o nimero de variaveis da rede.

Escolheremos agora uma arvore 7" de modo que todas as fontes de tensdo da

rede aparecam como ramos da arvore, ¢ todas as fontes de corrente figurem como

ligagdes no grafo da rede.

Mostraremos a seguir que ¢ sempre possivel encontrar uma arvore que

satisfaca tais requisitos.
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Como ndo existe nenhum laco na rede constituido exclusivamente por
geradores de tensdo, note que € possivel encontrar uma arvore da rede que contenha
todos os ramos dos geradores de tensdo (de acordo com a defini¢do de arvore dada

no item 2.4.2).

Suponha que a arvore encontrada contenha, além de todos os geradores de
tensdo da rede, algum gerador de corrente. Por hipdtese, o conjunto fundamental de
corte associado ao gerador de corrente conterd algum resistor da rede, pois ndo
existem conjuntos de corte constituidos exclusivamente por geradores de corrente.
Logo a arvore encontrada podera ser modificada, substituindo-se o gerador de
corrente por um resistor pertencente ao seu conjunto fundamental de corte. Assim, a
arvore resultante contera todos os geradores de tensdo e nenhum gerador de corrente

da rede.

Por fim, como ¢ sempre possivel encontrar uma arvore 7 que satisfaca essas
propriedades, ressaltamos que tal escolha ndo implica perda de generalidade na

formulac¢do da rede descrita adiante.

Antes de prosseguirmos, introduziremos alguma notagdo. Sejam E, R, ¢ J 0s
subconjuntos dos ramos da rede que contém, respectivamente, as fontes de tensao, os
resistores e as fontes de corrente. T denota ramos da arvore e L ligacdes. T(R)
denotard o subconjunto dos resistores da arvore, ao passo que L(R) sera o
subconjunto das ligacdes resistivas, e assim por diante. Finalmente, T(ER) indicara a

unido dos subconjuntos T(E) e T(R), que contém todos os ramos da arvore.

Seja Q a matriz fundamental de corte da rede. Se X ¢ um subconjunto dos
ramos da arvore 7, e se Y ¢ um subconjunto dos ramos de ligacdo, definiremos Qx,y
como sendo a sub-matriz de Q formada pela intercessdo das linhas de Q que
correspondem aos ramos do conjunto X, com as colunas de Q que correspondem aos

elementos do conjunto Y.

Por exemplo, QrEr),Lr) denota uma sub-matriz de dimensdo (m + ¢) X p
formada a partir da intercessdo das linhas correspondentes as fontes de tensdo e aos

resistores da arvore, com as colunas correspondentes as ligagdes resistivas.

As colunas de Q sao dispostas de modo que, da esquerda para a direita, estas

correspondam primeiro as fontes de tensdo, depois aos resistores da arvore, aos
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resistores das ligacdes e finalmente as fontes de corrente da rede. Observando essa

ordem, observe que a matriz Q podera ser particionada como segue:

E], ceey Em Iy, oo Tt Tt+1y ooy Tttp J], cees Jq

A A A A
r A4 AV A4 \
1n 0 Qre),L®)| QrE),Lu) T(E)
o - (3.63)
0 1¢ Qrwy,L®| Qrw),Ly T(R)

Onde 1y, e 1¢ sdo matrizes identidade de ordem ¢ e m, respectivamente. Note

ainda que, de acordo com a notacdo definida:
0 QT(E) L(R)
Q = ~‘7 (3.64)
TERR lt QT(R),L(R)

Qrwr = llt | QT(R),L(R)J' (3.65)

Observando novamente o critério de ordenacdo dos ramos da rede,

particionamos agora os vetores v ¢ j de tensdes e correntes nos ramos de forma

analoga:
de Ve
i v
j=|dx v=|2L| (3.66)
I Ve
jJ VJ

Onde os indices gt € r. 1dentificam respectivamente os resistores da arvore e

resistores das ligagdes.

A equagdo da PLK escreve-se da forma:
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Je

1 | 0 | Qrpww | QT(E),L(J)} Jrr
—|=0. 3.67
[0 | 1 | Qrw.uw | Qrw.Lw o7

Jr

Iy
O bloco inferior de equagdes escalares de (3.67) fornece:
j rr T QT(R),L(R)jRL + QT(R),L(J)jJ =0 (3-68)

ou, equivalentemente,

QT(R),RjR + QT(R),L(J)jJ =0 (3.69)
onde
. Jrr
JrL

Por outro lado, expressdo da SLK sera:

Vg 1 0
Yo || L 371
B t t - |- ( . )
VRrL QreLw | Q TwL® || Vgr
v, Q'rwiwy | Qrwrw
Donde temos que:
\% v
VR = |:ﬂ:| — QtT(ER),R|:_E:| . (372)
Ve Vet

Substituindo (3.72) e a relacdo constitutiva dos resistores (3.53) na equacao (3.69)

obtemos finalmente que:

V .
QT(R),RGQtT(ER)’R|: - } = _QT(R),L(J)JJ' (3.73)
VRt
Ou ainda:
QT(R),RGQtT(R)’RVRT = _QT(R),L(J)jJ - QT(R),RGQtT(E)’RVE (3.74)

Note que (3.74) representa um sistema de ¢ equagdes nas ¢ variaveis VRr.

Observe que Qg rGQ'rw.rk ¢ uma matriz quadrada de ordem 7, simétrica e
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positivo-definida (vide demonstragdao da equacao (3.30)). Logo, (3.74) possui uma

unica solucao.

Para obter a solugcdo completa da rede, a aplicagdo das equagdes (3.52) e
(3.53) permite calcular as tensdes nos geradores de corrente, bem como as tensdes ¢
correntes nos resistores. A corrente nos geradores de tensdo ¢ obtida do bloco

superior de equagdes escalares de (3.66), pelo que:
jE = _QT(E),L(R)jRL - QT(E),L(J)jJ : (3'75)

Observe que a reducdo do numero de varidveis da rede na equagao (3.74) foi
possivel gragas a escolha conveniente da arvore 7. Com a escolha de uma arvore que
contém todas as fontes de tensdo e nenhuma fonte de corrente, o bloco inferior de
equacdes escalares do sistema (3.67) resulta em um sistema de ¢ equacdes nas quais

ndo aparecem as m variaveis das correntes nos geradores de tensao.

Note que, na Analise Nodal, para cada gerador de tensdo ¢ acrescentada uma
variavel ao equacionamento da rede, resultando em um total de n + m variaveis; ao
passo que na Analise de Cortes, através de uma escolha adequada da arvore, para
cada gerador de tensdo podemos retirar uma varidvel do equacionamento da rede,
resultando em um total de # = n - m varidveis. No entanto, observe que a busca de
uma arvore com essas caracteristicas pode ser computacionalmente onerosa,

especialmente para redes grandes contendo muitos geradores de tensao.

Exemplo 3.9:

Considere novamente o grafo orientado da Figura 3.9. Note que a matriz

fundamental de cortes, convenientemente particionada, sera:

1{0 O] 1 ]0 -1
|:1 | 0 | QT(E),L(R) | QT(E),L(J)} =10 | 0 | 1 | -1 -1
0 | 1 | QT(R),L(R) | QT(R),L(J) 010 11-=110 1
Note que:
G, 0
. I 0 1
Qi rGQ 1) = 01 —1 G, 0
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-G, G,+G,

G +G. -G
Qnmﬁﬂyumnz{l } 3}.

Observe ainda que:

Gl

0
1 0 1 -G
QT(R),RGQtT(E)’R:{O 1 —J G, 0 :[ 3}
1

e que:

Q J _ -1 -1 le _ _le_sz
o 1 s in 1

Portanto, a formulagdo completa da rede serd, pela equagdo (3.74):

|:G1+G3 -G, :||:VR1:|:_{_J‘JI_]‘J2:|+|: G, :|V
-G, G, + G, || vp, Jr -G, "
Aplicacdo a Redes Resistivas Nao Lineares

Apresentaremos agora o equacionamento da Analise de Cortes para uma rede
resistiva ndo linear. O processo de extensdo do método ¢ andlogo ao feito na se¢do
2.3.4, e consiste basicamente na substitui¢ao da matriz de condutancias G pela matriz
de operadores nado lineares I', definida em (3.34), a qual expressa vetorialmente as

relagdes constitutivas de cada resistor da rede 7.

Feitas as alteragdes necessarias nas relagdes constitutivas dos resistores, a

equacao (3.58) no caso de uma rede nao linear ¢ alterada para:

QRF(QRte)+ QEJE + QJjj =0

oo (3.76)

ou de forma mais compacta:

AR

onde f ¢ uma funcao nao linear de multiplas varidveis.
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Analogamente, a equagao (3.73) aplicada a redes nao lineares fica:

V 0
Q T(R),R F(Q “TER)R |:_E}] =-Q TR,LWIJ - (3.78)

RT

Exemplo 3.9:

Na Figura 3.10, sejam R;, R, e Rj resistores nao lineares controlados por
2
tensdo, cujas relacdes constitutivas sdo expressas respectivamente pelas fungdes:

=20, j,=g,(v,) e j; =g,(v;). Novamente, escolheremos os ramos E;, R;

e R, como arvore da rede em coeréncia com os exemplos anteriores.

N2 R2 N3
~ I 1
>
I Ri )\
N1 R3 (P I
E1
No

Figura 3-10 - Circuito do exemplo 3.9.

Substituindo as matrizes calculadas nos exemplos anteriores em (3.76),

obtemos a formulacao da rede nao linear:

0 0 1 01 0]||lvy Je —Jrn
I 0 1|I1{0 0 1 [ve [+ O [+|=J,—J,n|=0
01 -1 1 1 -1 Viro 0 +jJ2

Observe que a segunda equagdo do sistema (3.76) reduzir-se-a a identidade:

VE1 = VEI.

Note ainda que as ndo linearidades introduzidas a partir das relagdes
constitutivas dos resistores freqlientemente impedem que esse tipo sistema de
equagdes ndo lineares tenha uma solucdo analitica. Nesse caso, métodos numéricos
devem ser empregados. No capitulo seguinte apresentaremos um método de solugao
que pode ser empregado com garantia de convergéncia, desde que as relagdes

constitutivas dos resistores da rede sejam expressas por fungdes monotonicamente
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crescentes e que estas satisfacam as condi¢des de Lipschitz [27] no dominio dos

Reais, isto é: Vve R— 3 K >0 talque %<k .
v

Observacoes.

Faremos agora alguns comentarios sobre a equacdo (3.78) que nos serdo uteis

no desenvolvimento do Capitulo 4.

v

. . ~ r E

Em primeiro lugar, note que o vetor de tensdes nos ramos da arvore | —
v

RT

contém implicitas as tensdes nos geradores de tensdo, que sdo valores conhecidos.

v . e g
A expressio Q! —L | ¢ aplicacdo direta da SLK. Como resultado desta
p T(ER),R p
RT

multiplicagdo, teremos o vetor cujas componentes sdo as tensdes em todos os
resistores da rede.
VE

Nt
Vg = QT(ER),R
RT

(3.79)

A aplicagdo do operador T'(v, ) fornece, através das relagdes constitutivas

dos resistores nao lineares, a o vetor ir, cujas componentes sdo as correntes em todos

os resistores da rede.
i, =T(vg). (3.80)

Observe ainda que a multiplicagdo Qg zix fornece um vetor ies cujas

componentes sao iguais ao somatorio da corrente nos resistores da rede em cada um

dos conjuntos fundamentais de corte dos resistores da arvore.
iy = Qrgyrir- (3.81)
Observando agora o lado direito da equagdo, note que o resultado do

produto Qg 1y, NOs dad um vetor cujas componentes sdo iguais ao somatorio da

corrente fornecida pelas fontes de corrente da rede em cada um dos conjuntos

fundamentais de corte dos resistores da arvore.
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jcs = QT(R),L(J)jJ (3.82)

Finalmente, note que a equagdo (3.78) trata-se da aplicagdo da PLK nos
conjuntos fundamentais de corte dos resistores da arvore. Em cada um destes cortes,

o somatorio das correntes nos resistores e nas fontes de corrente sera igual a zero.

jo +i, =0 (3.83)

cs

O vetor jes pode ser interpretado como sendo o vetor de fontes de corrente
equivalentes para cada conjunto de corte dos resistores da arvore. Em outras
palavras, sempre poderemos, sem que se altere a solug¢do da rede, substituir todas as
fontes de corrente por fontes de corrente equivalentes, dispostas em paralelo com os
resistores da arvore, cujos valores (respeitando-se a orientacdo de cada corte), serdo

dados pelas componentes de js.

Note ainda que inumeros arranjos de fontes de corrente na rede podem

resultar em um mesmo vetor j.s. Matematicamente, dizemos que a matriz Q) )

representa uma transformacao linear sobrejetora de jy em jo. Entretanto, para um
dado vetor js, a solugdo da rede serd a mesma para todos os possiveis vetores jy que
geram este mesmo jgs. Na teoria dos circuitos, isso se traduz em que, em qualquer
circuito, substituindo-se os geradores por geradores equivalentes, ndo se altera a

solu¢dao do mesmo.

3.3. Sumario

Neste capitulo desenvolvemos, a partir das Leis de Kirchhoff, dois métodos
distintos para a formulagdo de redes elétricas: o método da Analise Nodal e o método

da Analise de Cortes.

Para cada método, discutimos separadamente a formulagao de redes resistivas
lineares contendo resistores, geradores independentes de tensdo e geradores
independentes de corrente, e discutimos as condi¢des de existéncia e unicidade da

solugdo da rede para essa familia de circuitos.

Na apresentacdo do método da Analise Nodal, introduzimos o método da
Anélise Nodal Modificada para a obten¢do da formulagao da rede por inspegao direta

do circuito.
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Na Analise de Cortes, mostramos ainda que a escolha adequada de uma

arvore pode conduzir a uma formulacdo alternativa simplificada, com sistemas de
equagdes de ordem inferior.

Estendemos finalmente cada um dos métodos a formulagao de redes resistivas
nao lineares, definindo um operador ndo linear de condutancias para os resistores da

rede.
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Capitulo 4

TEORIA DAS REDES RESISTIVAS LINEARES POR
PARTES

Neste capitulo apresentaremos a teoria das redes resistivas lineares por partes,
que constituem uma categoria particular dentre as redes resistivas nao lineares

genéricas.

O primeiro trabalho sobre andlise de redes resistivas lineares por partes foi
apresentado em 1965 por Katzenelson [6]. Katzenelson desenvolveu um método para
encontrar a solu¢do de redes constituidas por resistores com curvas caracteristicas
lineares por partes monotonicamente crescentes. No mesmo trabalho, Katzenelson
provou que, para essa classe de redes, seu método sempre converge para a solu¢do
em um numero finito de passos, tratando-se portanto de uma eficiente ferramenta de

analise.

Em 1971, Kuh e Hajj [7] entenderam a aplicabilidade do método de
Katzenelson a analise de redes resistivas nao lineares arbitrarias com solucao unica

para quaisquer possiveis entradas. No mesmo trabalho, os autores desenvolveram
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ainda um método de calculo das caracteristicas de entrada e saida de redes resistivas
ndo lineares com multiplas solu¢des. Os dois métodos apresentaram bons resultados,

ainda que sem garantia de convergéncia.

Em 1972, Kuh e Fujisawa [30] apresentaram um importante trabalho sobre o
tratamento formal da teoria das redes resistivas lineares por partes, no qual se
destacam importantes resultados sobre as condi¢des de existéncia e unicidade da

solucao.

Chien e Kuh [22] propuseram em 1977 um método de andlise de redes LPP
que parte da subdivisdao do dominio da funcdao n-dimensional da rede em diversos
simplexes. Tal artificio apresentou vantagens principalmente no processo
ultrapassagem de fronteiras pelo algoritmo, que se reduz a substitui¢do de vértices

em um simplex.

Stevens e Lin [21] em 1981 desenvolveram um método de analise de redes
LPP utilizando a Teoria do Pivot Complementar, cuja principal contribuicdo reside

na determinacao de solu¢des multiplas de redes mais gerais.

Em 1989 Huang ¢ Liu [17] apresentaram um algoritmo simples para a
obtengdo todas as solugdes de redes LPP. Em 1994, Brzobohaty et al. [15]
apresentaram um trabalho na modelagem multidimensional de redes lineares por
partes. Pejovic e Maksimovic [14] publicaram, em 1996, um algoritmo de solucdo de

redes lineares incluindo elementos com caracteristicas descontinuas.

Como um importante avanco na teoria das redes LPP, Van Bokhoven e
Leenaerts [13] obtiveram formulas explicitas para solucdo de redes resistivas LPP em

1999.

Mais recentemente, em 2002, Camlibel ¢ Heemels apresentaram relevantes
estudos [10, 11] sobre a analise dindmica de redes LPP. Com efeito, esta parece ser
atualmente uma das mais promissoras fronteiras de desenvolvimento da teoria de

redes lineares por partes.

N3do obstante os diversos resultados obtidos nos ultimos anos no estudo das

redes LPP, neste trabalho, concentrar-nos-emos basicamente sobre o algoritmo de
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Katzenelson, tendo em vista sua prova matematica de convergéncia para a solucao da

rede.

Neste capitulo, inicialmente, definiremos resistores lineares por partes, e
deduziremos em seguida propriedades importantes de redes constituidas por
resistores lineares por partes e fontes independentes. Apresentaremos em seguida o
método de Katzenelson [6] para encontrar a solugdo de redes lineares por partes em
um nimero finito de passos e, ao final, discutiremos alguns aspectos computacionais

do algoritmo de Katzenelson.

4.1. Redes Resistivas Lineares Por Partes (LPP)

Redes resistivas lineares por partes sdo redes nao lineares que podem ser

caracterizadas por equagdes do tipo:
fx)=y, (4.1)

onde:
e f¢éuma funcio continua® linear por partes de R" > R";

e x ¢ um vetor em R"que representa um determinado conjunto de

variaveis da rede; e

e y ¢ um vetor arbitrario em R” cujas componentes representam as

entradas da rede.

O problema geral da interpola¢do linear por partes multidimensional ¢é
complexo, e ndo sera aqui tratado. No entanto, como observaram Fujisawa e Kuh
[30], a interpolacdo linear por partes de uma rede resistiva n-dimensional pode
reduzir-se ao problema da interpolagdo linear por partes da relacdo constitutiva ndo

linear de cada ramo.

Por esse motivo, analisaremos mais detidamente no item seguinte resistores

lineares por partes com curvas caracteristicas monotonicamente crescentes, que

¥ Restringiremos este estudo a redes lineares por partes expressas por um mapeamento continuo de

R" +— R". Para a consideragio de redes LPP contendo elementos com curvas caracteristicas
descontinuas, remetemos o leitor a referéncia [14].
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constituem aproximacdes dos resistores nao lineares mais genéricos enunciados no

Capitulo 1.

4.2. Resistores Lineares por Partes (LPP)

Um resistor linear por partes (ou resistor LPP) ¢ um resistor cuja relacao
constitutiva pode ser expressa por uma fun¢do continua linear por partes de R — R

[31].

Deste ponto em diante, a relacdo constitutiva de cada resistor LPP sera

descrita por uma fungdo G, tal que:

Ji =G (vg), (4.2)

onde G, (-) ¢ uma fungdo continua, linear por partes e monotonicamente crescente

de R — R, onde & ¢ um indice que se estende a todos os resistores da rede.

Restringir-nos-emos aos resistores controlados por tensdo, por dois motivos:
em primeiro lugar, porque a maioria dos elementos nao lineares utilizados na pratica
¢ do tipo controlado por tensdo [30]; e em segundo lugar, simplesmente para manter
a coeréncia com os métodos de formulacdo da rede apresentados no Capitulo 3.
Observe que a extensdo para resistores controlados por corrente pode ser facilmente

obtida por analogia.

A Fig. 4-1 ilustra a curva caracteristica de um resistor linear por partes

controlado por tensao.

Cada segmento de reta da curva caracteristica de um resistor LPP ¢ chamado
regido linear (RL), e os pontos de fronteira de cada regido linear sdo chamados

pontos de quebra (PQ).

Convencionaremos que os pontos de quebra e as regidoes lineares de um
resistor LPP sdo numerados em ordem crescente, da esquerda para direita. Assim, na
Fig. 4.1 o resistor possui 5 pontos de quebra, e 4 regides lineares. Note que, se um
resistor LPP possui x pontos de quebra, sua curva caracteristica apresentara (x — 1)

regioes lineares.
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A Jk = Gk (vk)

RL: RIL> RLs RlLa4

Figura 4-1 — Curva caracteristica de um resistor linear por partes controlado por tensio.

Note ainda que os pontos da curva caracteristica a esquerda do primeiro ponto
de quebra (PQ;) pertencem a primeira regido linear (RL;), e os pontos a direita do
ultimo ponto de quebra (PQs) pertencem a ultima regido linear da curva caracteristica

(RLy).

Assume-se que, para cada resistor LPP, G possui um numero finito de pontos
de quebra em qualquer intervalo finito. Segue entdao das propriedades acima que, em
cada intervalo finito, a derivada de Gy sera sempre positiva e limitada tanto inferior

quanto superiormente, e que seu limite inferior serd sempre positivo.

Exemplo 4.1:

Em analise de redes resistivas ndo lineares, a aproximacao das caracteristicas
ndo lineares dos resistores por funcgdes lineares por partes € um recurso
freqlientemente utilizado. Em alguns casos, a utilizagdo de modelos de resistores LPP
pode simplificar sensivelmente a andlise da rede, através da aproximacao local da
rede ndo linear por uma rede linear equivalente. Exemplo tipico de simplificacdo da
rede por uma aproximagdo LPP € a aproximacgado da curva caracteristica de um diodo

retificador ideal, representada na Fig. 4-2.



90

AJ =80V AJ =80V

I'J

- ]
0 v — 10

v
Figura 4-2 — Curva caracteristica do diodo retificador e sua aproximacio linear por partes.

De modo geral, note que, dados dois ou mais pontos de operacdo de um
resistor nao linear (obtidos diretamente da sua curva caracteristica, ou mesmo
empiricamente, através de medi¢cdes em laboratorio), ¢ sempre possivel obter uma
aproximagdo LPP de sua curva caracteristica através de uma interpolag¢do linear

desses pontos, como sugere a Fig. 4-3.

J A

=Y

Figura 4-3 — Aproximacio LPP de um resistor nio linear por interpolacéo linear de alguns

pontos de sua curva caracteristica.
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4.2.1. Bipolo Linear Equivalente de uma Regido

Considere um resistor LPP Ry cuja curva caracteristica ¢ esbogada na Fig. 4-4
em torno da regido linear i. Sejam A e B os pontos de fronteira da regido i, de modo

que:

A:(Va,ja):(vaka(va))’

B=Wv,,j,)= (Vb,Gk(Vb))-

A Jk
. B .-
JB o e ey i
A I
ﬁ———:%//ﬁ//i
- - 3 "' | :
Jki | Regidoi _,
je——=20
: I
1 I :
0 Va Vb Vi

Figura 4-4 - Curva Caracteristica de um Resistor LPP.

Observe que, dentro dos limites da regido i, isto €, para v, <v, <v,, a

relacdo constitutiva do resistor Ry € dada por:

Je=G.(v)=Guv, +J, (4.3)
onde
G, =tga=2t"Je (4.4)
vb - va
e

Jki = ja _Gkiva . (45)
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Note ainda que a relagdo constitutiva da equacao (4.3) vale igualmente para o

bipolo linear representado na Fig. 4-5.

-+

WA
J ki Cl) Gk.' Vi

Figura 4-5 — Bipolo linear equivalente de uma regiao.

Assim sendo, observe que, para cada regido linear de um resistor LPP,

podemos associar um bipolo linear equivalente como o apresentado na Fig. 4-5.

4.3. Mapeamento LPP no R"

Com a finalidade de deduzir propriedades importantes das redes LPP,
Katzenelson utilizou em seu citado trabalho dois recursos que permitem visualizar
melhor as caracteristicas da rede. O primeiro deles ¢ a formulagdo da rede pelo

Meétodo Alternativo da Analise de Cortes, ja enunciado acima no item 3.2.3.

O segundo recurso utilizado por Katzenelson consiste em fazer uma redugao
prévia das fontes de corrente da rede, de modo que cada conjunto fundamental de
corte possua nao mais que uma unica fonte de corrente, equivalente a associacao das
fontes de corrente da rede original. Em outras palavras, Katzenelson calcula a
associa¢do das fontes de corrente da rede original para cada conjunto de corte da
rede, e, em seguida, substitui as fontes originais pelas fontes de corrente

equivalentes.

Para manter a coeréncia com o trabalho de Katzenelson, utilizaremos estes
mesmos artificios neste capitulo. No entanto, salientamos que um e outro recurso nao

s30 necessarios para o funcionamento do método de solugdo da rede.

Com relagdao a formulagdo da rede pelo Método Alternativo da Andlise de
Cortes, note que, se a rede possui solugdo Unica, pouco importa a escolha das

variaveis da rede, desde que se chegue a essa solucdo, podendo ser empregada a
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Andlise Nodal Modificada, apresentada no Capitulo 3, ou ainda outros tipos de

formulacao, tais como a Analise de Malhas ou a Analise de Lacgos.

Quanto a redugdo prévia das fontes de corrente da rede, mostramos em 3.2.3
que a simples formulagdo da rede pelo Método Alternativo da Analise de Cortes ja
incorpora tal reducdo, isto €, independentemente da reducdo ou ndo da rede, as

equacdes obtidas serdo as mesmas.

Consideremos uma rede LPP 1, constituida por resistores LPP e fontes

independentes de tensdo e de corrente.

Seja uma arvore Tt de m tal que t contenha todas as fontes de tensdao e
nenhuma fonte de corrente da rede 1. Seja Q a matriz fundamental de cortes da rede

obtida a partir arvore t.

Sejam vg e jj, respectivamente, os vetores das fontes independentes de tensao
e das fontes independentes de corrente (entradas da rede), e seja vgr o vetor das

tensdes nos resistores da arvore (variaveis da rede).
A equacdo da rede LPP sera:

\"%
Q T(R),R F(Q ‘ T(ER),R {_E}] =-Q T(R),L(J) j J (4.6)

VRT

onde I' ¢ o operador vetorial ndo linear que expressa as relagdes constitutivas dos
resistores LPP de n; e Qrw), R, QrEr,r € Qrr),Lw) S30 as submatrizes de Q definidas

no item 3.2.3.

Note que, se fizermos a redugdo das fontes de corrente da rede de modo que
nao haja mais que uma fonte de corrente pertencente a cada conjunto de corte, o
vetor das fontes de corrente equivalentes para cada conjunto de fundamental de corte

sera CXPpresso por:

Jes = QrR)LWG) - I - 4.7)

A equacdo (4.6) sera portanto rescrita da forma:

t Vi .
QT(R),RF[Q T(ER),R {_:D = s (4.8)

VRr
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Dado que os resistores da rede possuem fungdes caracteristicas lineares por
partes e monotonicamente crescentes de R+ R, temos que, em decorréncia do
Teorema da Existéncia e Unicidade da Solugdo enunciado no Capitulol, a rede n
possuird, a cada instante, uma Unica solucdo para cada conjunto de entradas da rede:

(VE, j cs)-

Existe, portanto, uma funcao (caracteristica da rede) que faz o mapeamento

de (Vg, jes) em Vrr. O dominio dessa fungdo ¢ o espago V,xJ,, onde Vg e Ju

cs 2

denotam, respectivamente, os espacos vetoriais correspondentes a Vg € js.

Por outro lado, a equacdo (4.8) implica que, dados os valores de (Vg, Vrr),
podemos calcular diretamente o valor do vetor js. Isto €, existe uma funcao que faz o
mapeamento de (Vg, Vrr) €m jes, cujo dominio € V. xV,., onde Vigr € o espago

vetorial correspondente ao dominio de vgr.

Fixemos agora o vetor vg. Do que foi dito acima, temos que, para um dado

vetor Vg, 0 mapeamento j, > V,, se trata de uma fun¢do bijetora de J.; em Vzr.

Além disso, foi provado em [9] que os mapeamentos j., > Ver € Ver F Je

sdo continuos e satisfazem as condigdes de Lipschitz [32] em qualquer conjunto

- . S . 1 2
limitado dos seus respectivos dominios, isto é, para quaisquer pontos vgr ) e vgr @

existe uma constante positiva K tal que:

-]CS _JCS

>

. (2) . (1)”

@) )
<K.HVRT ~Vgr H

. D)

: (2)
onde Jes € Jes

@ 2

sdo, respectivamente, as imagens de Vgt "’ € VR .

Foi ainda demonstrado em [30] que nosso mapeamento LPP ¢ um
homeomorfismo, ou seja, a fungdo f: vy, — j., € sua inversa f o Jes P> Vrr sdo
funcdes continuas e bijetoras. Os espagos Vzr e J sdo também chamados conjuntos

homeomorfos.

A rede resistiva 1 da Fig. 4-6 sera utilizada para demonstrar a proxima

. . sk
propriedade de interesse .

™ A formulagdo completa desta rede foi descrita no Exemplo 3.9.
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(T J2

N2 R2 N3
~ I 1
> |
I Ri )\
N1 R3
E1
No

Figura 4-6 - Rede resistiva.

Sejam vy, v, e vs respectivamente as tensdes nos resistores R;, R, e Rs. Seja

e, atensdo do n-ésimo ponto de quebra na fungdo caracteristica do resistor Ri. Seja

ainda Ny o numero de pontos de quebra do resistor Ry.

Jig

ei e e, e, e/’

<V

Figura 4-7 - Curva caracteristica do resistor R; com N; = 5.

Escolhamos uma arvore t de m constituida pelos ramos E;, R; e Ry,

destacados em negrito na Fig. 4-8. Note que, sendo o ramo E; uma fonte de tensao,

VRT € jos S€TA0 vetores bidimensionais:
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vl . jcsl - jjl - j‘jz (_) Corte 2)
Vrr = e o =17 = .
V2 Jesa Ji (- Corte3)

e os espacos Vzr e J s serao planos, como mostra a Fig. 4-9.

—>
\
\
AY
R2M
>———e
w o)
V, it S S
nt Ry, 2 A Corte 3
VR S 1 S A SE— ——"LCone2
— 1 v, | YR3 (A
J*-.... E1 Y Ve
hh; ———————————————————————— *Corte 1

Figura 4-8 - Conjuntos fundamentais de corte.

Note o gerador ¢ representado de acordo com a convengao do receptor na
formulacao da rede.

Considere o espago vetorial Vzr. Note que, em Vzr, o lugar geométrico de
todos os pontos para os quais v; = ¢, paran = 1, ..., N; (onde N; ¢ o ntimero de

pontos de quebra da curva caracteristica do resistor R;), consiste em um conjunto de

retas paralelas ao eixo v,, como se representa na Fig. 4-10. Similarmente, o lugar
geométrico de todos os pontos para os quais v, = e, , paran = 1, ..., N,, consiste em

um conjunto de retas paralelas ao eixo v;.

r 3 3
1-’_» .]L'-i! 1

0 v! 0 jc:-]

Figura 4-9 - Espacos vetoriais Vzre J,.
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Para calcular o lugar geométrico analogo no espaco Vzr, para o resistor R3

(que esta fora da arvore), note que pela SLK temos:
Vy =V V=V, (4.9)
onde vg; € a tensdo da fonte E;.
Isolando v, e fazendo v3 = e; , comn = 1, 2, ..., N3, temos:
v, =V, + (v —ey). (4.10)

Assim, obtemos que o lugar geométrico para R; sdo retas com coeficiente

angular igual a 1, e que cruzam o €ixo v; nos pontos (0,v,, —e;).

A Fig. 4-10 mostra os lugares geométricos definidos acima no espago Vzr.

Note que essas retas dividem o plano V7 em diversas regioes.

/ /
_ ~ =

C’-) /
i /
Ve - €;

W
/ /

I 2 :
0 ¢ € C]1 Vv,

v

Figura 4-10 - Divisao do espaco Vzr em regides lineares

Generalizando para o caso de redes de maiores dimensdes, note que tais
lugares geométricos serao hiperplanos que dividirdo o espaco Vizr em regides

similares.
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A propriedade interessante dessas regides € que, dentro de cada uma delas, o

mapeamento v, > j. € linear.

Isso se deve ao fato de que, dentro de cada regido, os resistores da rede
comportam-se linearmente, uma vez que os limites de cada regido foram

determinados pelos pontos de quebra dos resistores.

Essa propriedade serd intensamente utilizada pelo algoritmo de solugdo da

rede descrito mais adiante.

4.4. Rede Linear Equivalente de uma Regido

Do que foi dito acima, a cada regido de Vzr € possivel associar uma rede
linear, chamada rede linear equivalente da regido. Essa rede terd uma topologia
idéntica a da rede original, sendo cada resistor LPP substituido por seu bipolo linear

equivalente na regido de Vzr considerada (vide item 4.2.1).

A Fig. 4-11 ilustra uma rede linear equivalente obtida para o circuito da Fig.

4-6.

Figura 4-11 - Circuito da Fig. 4-6 com a substituicio de seus bipolos lineares equivalentes.

Conforme a discussdo do item 4.2.1, a equagdo caracteristica do bipolo linear

equivalente para um resistor k em uma dada regido 4; do espaco Vxr serd da forma:
Ji =G () =Gy, +J, (4.11)

onde Gy e Ji; s@o, respectivamente, os coeficientes angular e linear do trecho da

curva caracteristica do resistor LPP correspondente a regido 4;. Alternativamente, Gy,
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e Ji podem ser interpretados como os valores da condutancia linear e da fonte de

corrente na representacdo dos bipolos lineares na Fig. 4-10.

Escrevendo a equacdo (4.11) na forma matricial para os (n+p) resistores da

rede, temos:
Jr =GV +J; (4.12)
onde

G, 0 J;

G = e ji= | (4.13)
0 G J

(n+p)i (n+p)i

G; serd a matriz de condutancias da rede linear equivalente na regido A4;, € j;i sera o

vetor das fontes de corrente originadas na linearizagdo dos resistores LPP.

De acordo com a equagdo (3.69), a PLK aplicada aos conjuntos fundamentais

de corte dos resistores da arvore estabelece que:

Qrwrir + Qraywds = 0. (4.14)
Substituindo (4.12) e (4.7) em (4.14) temos:

Qg (GiVi +Ji )+ =0 (4.15)

Mas pela equacao (3.72), note que:

VRrr t Ve
Vg = |:—} = Q' 1ER),R {—} (4.16)

VRL VRr

Substituindo em (4.15) temos:

v
QT(R),R(GiQtT(ER)’R|:_E:|+jiJ+jcs = 0 (417)

RT
Expandindo a equacao (4.17) obtemos:
(QT(R),RGiQtT(R)’R )VRT + QT(R),Rji + (QT(R),RGiQtT(E),R )VE + jcs =0. (4- 1 8)

Note que a equagdo (4.18) trata-se da PLK, que iguala a zero a soma das

correntes que fluem através dos cortes fundamentais determinados pelos ramos
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resistivos da arvore. As primeiras trés parcelas correspondem a contribuicdo das

correntes nos resistores LPP, e a quarta parcela corresponde a contribui¢do das fontes

de corrente. Finalmente, note que Q. xG;Q r®.r ¢ uma matriz quadrada, simétrica

e positivo-definida, e que o sistema (4.18) pode ser resolvido para vgr.

4.5. O Algoritmo de Katzenelson

Passaremos agora a descri¢do do algoritmo de Katzenelson para solucao de

redes resistivas LPP.

Observe que a formulacdo da rede LPP pode ser escrita simbolicamente

fll— [ |= e (4.19)
VRr

v
onde f denota um mapeamento de V, xV,, em J, € {—E} denota um vetor cujas

como:

VRT
componentes sao as componentes de vg e de vrr dispostas na ordem que a notagcdo
sugere, ou seja, em primeiro as componentes de vg, seguidas das componentes de
vrr- A equacdo (4.19) sera usada deste ponto em diante como uma notagao abreviada

para as equagdes da rede.

4.5.1. A Curva de Solucio

©

Considere os espagos Vzr e Ji. Seja ver ~ um ponto de partida escolhido no

espaco Vzr. O ponto correspondente no espago J. sera dado por:

A\
e =f@ *iO)D (4.20)
VRT

Note que a solugdo da rede serda um ponto VRr®”? que satisfaga a equacio:

A%
f[{—()D =j"", (4.21)
VRT

onde jcs(s"l) ¢ o conhecido vetor de fontes de corrente equivalentes, entrada da rede.
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Considere agora os pontos vir? que sao solugdes da seguinte equacao:

v
fq %D =i+ 2" = 1. (4.22)
\4

RT

onde {1eR|0<A<1}.

Igualando 4 a todos os valores possiveis entre 0 ¢ 1, o lado direito da equagao
(4.22) descrevera uma linha reta no espago J,; que sai do ponto jes” e chega até

jos ™.

Para um dado vg, a equacdo (4.22) descreve um mapeamento dessa linha reta
do espaco J,; no espago Vgr.

©

A imagem inversa da linha (jes jcs(s"l)) no espago Vxr terd as seguintes

propriedades:

o Paral=0, var” = vrr'” e parai=1, ver? = ver®;

e Dado que o mapeamento f ~ & continuo, a imagem da linha

Ges, jcs(s"l)) no espago Vzr sera uma curva continua que sai do ponto

0) (sol),
T

Vet ~ € chega até Vg ';

e Dado que dentro de cada regido o mapeamento £~ é linear, dentro de cada

regido de Vzr esta curva coincide com um segmento de reta.

A Fig. 4-12 exemplifica tal caminho, denominado curva de solugdo.

Figura 4-12 - Curva de soluciio no espacgo Vzr e sua imagem no espaco J..

v
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4.5.2. Solucao da Rede pelo Tracado da Curva

O algoritmo de Katznelson calcula a solu¢do da rede LPP tragando a curva de
solugdo desde um ponto inicial arbitrariamente escolhido ver® até a solugio da rede

I ~ , ) )
vrr®®. Esta operacdo sera descrita a seguir.

A curva de solugdo serd tragada utilizando o fato de que, dentro de cada

regido, o mapeamentovy, > j., ¢ uma fungdo bijetora e linear. Com efeito, o

mapeamento, dentro de cada regido, coincide com a fung¢do da rede linear

equivalente dessa regiao.

O primeiro passo do algoritmo consiste na escolha de um ponto de partida

ver” em uma regido qualquer 4y. Logo em seguida, pela equagio (4.20), determina-

se o correspondente ponto jcs(o) no espaco J.

Note que, pela fungdo linear da rede equivalente da regidao 4y, a imagem da

linha (jcs(o), jcs(soh) no espaco Vzr seria um segmento de reta que ligaria VRT(O) ao

(sol_0) (sol)

ponto Vgt , que pode ser calculado pela equagdo (4.18), fazendo jes = jes e

utilizando os parametros que caracterizam a regido linear 4yp: Gy ¢ jo. Em outras

(sol_0)

palavras, Vgr ¢ simplesmente a solu¢do da rede linear da regido Ay para um dado

+  (sol).
cs

J

V. 3
24 Vm Jes2 1

0 Vi 0

Figura 4-13 - Tracado da curva de solucio dentro da regiio A,
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O mapeamento linear de A4y, que coincide localmente com o mapeamento LPP
da rede, serd utilizado para tracar a curva de solucdo dentro desta regido. Queremos
portanto determinar qual o ltimo ponto do segmento (ver®, vrr®-") que pertence

ainda a regido A4y e a curva de solugdo.

(1

Seja ver ) o ponto de intercessdo da curva de solucdo com a fronteira da

regido Ay. Considerando a linha (ver®, vrr®-?), teremos:

%) O) (s0l_0) O]
Ver o =Ver t (Ve = Ver ), (4.23)

onde {4, e R|0< A <1}.

Em palavras, 1, expressa a fracdo do segmento de reta (vrr'”, VRT(SOLO)) que
serd percorrida pela curva de solugdo na regido A4, até que esta cruze alguma

fronteira.

Computacionalmente, o algoritmo calculara 4; observando a tensdo em cada
resistor LPP da rede, identificando, em suas curvas caracteristicas, eventuais
mudancgas de regido linear. Detalharemos este procedimento mais adiante, no item

4.7.2.

D

Note ainda que a imagem de Vgt ’ no espago J,; sera um ponto

jcs(l) = jcs(O) + 2’1 '(.cs(ml) - jcs(O) )’ (424)

situado em algum lugar sobre o segmento (jes”, jes“”").

. . . 8
Ao cruzar a fronteira, o algoritmo passa a considerar o ponto Ver™’
encontrado como pertencente a regido seguinte, digamos, 4;, O préximo ponto vrr™?
sera calculado a partir de VRT(M), da mesma forma que VRT(M) foi calculado a partir

de VRT(O) .

O processo continua desta forma até que, em uma certa regido A4,
_ c1: (An) __ (sol.n) /: : J
encontremos 4, = 1, indicando que o ponto VRt~ = VRr (interior a A4,) € a

imagem do ponto j“*” e, portanto, a solugdo da rede.
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Escolha do Ponto Inicial v,

n=n-+1

Y

Identificagao da
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Y

Solu¢do da Rede
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Linear: v,

Y
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Y
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Solugdo da Rede
Linear Por Partes

Figura 4-14 - Fluxograma do Algoritmo de Katzenelson
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4.6. Prova de Convergéncia

Neste item provaremos que o algoritmo de Katznelson converge para a
solu¢do da rede LPP em um nimero finito de iteragcdes. Serd provado que o tragado
da curva de solu¢do cruza um numero finito de fronteiras, e que, portanto, o

algoritmo converge em um nimero finito de passos.

Por simplicidade, considere novamente a rede da Fig. 4-6. No espago J, a

imagem da curva de solugio ¢ uma linha reta que liga o ponto jes™ a jes“*.

Considere as fronteiras da regido A4y no espaco Vzr. Estas fronteiras sdo
segmentos lineares. Logo, dado que o mapeamento de vy, — j. ¢ continuo e linear
dentro de cada regido, e como cada regido contém suas fronteiras, as fronteiras de 4y

podem ser mapeadas como segmentos de reta no espaco J.

Ora, se a curva de solucdo e uma fronteira possuem pontos em comum no

espago Vrr, uma de duas possibilidades existe:
e acurva de solugdo e a fronteira possuem um Unico ponto em comum; ou
e acurva de solugdo ¢ a fronteira possuem em comum um segmento finito.

O primeiro caso corresponde ao cruzamento de uma fronteira. No segundo, a
curva de solucdo permanece dentro de uma regido, haja vista que cada regiao inclui

também as suas fronteiras.

Seja S um conjunto de J. definido por:

1o =] <10 =30+ &, &> 0f (4.25)

<

Sl:{jcs |

Seja S, a imagem inversa de S; no espaco Vrr. O conhecido teorema de
analise [32] estabelece que, se 0 mapeamento ¢ continuo, a imagem de um conjunto
compacto (isto €, limitado e fechado) serd também um conjunto compacto. Logo, S,

¢ compacto, dado que S; é compacto e que o mapeamento ¢ continuo.
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N
/ S / \.“ .
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Figura 4-15 - Ilustraciio para a prova de convergéncia do algoritmo.

Por hipotese, a curva caracteristica de cada resistor LPP possui um nimero
finito de pontos de quebra. Logo, podemos afirmar que S, contém um nimero finito

de regides.
Conseqlientemente, o conjunto S; conterd um nimero finito de segmentos.

No entanto, a imagem da curva solugdo no espago J.; ¢ um segmento de reta

que liga 0s pontos jes” € jes"*.

Observe que as imagens da curva de solugdo e de cada fronteira mapeada no
Jes sdo segmentos de reta, e que, portanto, s6 se podem cruzar em um Unico ponto,

uma unica vez.

Como a imagem da curva de solugdo poderd cruzar cada fronteira mapeada
no J,; uma unica vez, havera um nimero finito de pontos de cruzamento. Logo, a

solucdo sera atingida em um numero finito de passos.

4.7. Aspectos Computacionais do Algoritmo

Discutiremos agora alguns aspectos computacionais do algoritmo, comegando

pelo célculo da variavel 4 citada no item 4.5.2.

Apresentaremos ainda o método da modificacdo de matrizes sugerido pelo

proprio Katzenelson para melhoria da performance computacional do algoritmo.

Finalmente, discutiremos o problema do ponto multi-fronteira e algumas

estratégias pertinentes a sua solugao.
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4.7.1. Calculo de 4

Ao enunciarmos a estrutura do algoritmo no item 4.5.2, dissemos que o
calculo de A seria feito com base nos valores de tensdo dos resistores LPP da rede.
Descreveremos esse processo a seguir.

Suponha que o algoritmo, em determinado passo, se encontre em uma regiao

(sol_x)

A, sobre um ponto VRT(x). Seja vgrr solu¢do da rede linear equivalente associada a

regido Ay.

Dentro da regido Ay, a curva de solu¢do coincidira com um trecho do

segmento de reta dado por:
Wer €V [Var = Vir™ + 1A, 0<A<1), (4.26)

onde

=) _ (s0l_x) )
AVir W = Vi —Var - (4.27)

Queremos determinar o maior valor de 4 para o qual vgr pertence ainda a
regido Ay. Em outras palavras, queremos determinar o valor da variavel A.+; ,que
., - 1 . .
exprimira a fragdo do segmento (ver™, ver®-") que pode ser percorrida a partir de

vrr™ sem que se ultrapasse qualquer fronteira de A.

Determinaremos o valor de A,+; observando individualmente a situacao de

)

cada resistor LPP. Pela equacgdo (3.72), no ponto Vrr ', a tensdo nos resistores da

rede sera dada por:

A%
VR(X) = Q'rERr)R % . (4.28)
VRt

Analogamente, as componentes do vetor Av g, em cada resistor da rede

podem ser calculadas por:

) t Ve
AV =QlrernRr| (4.29)
AV or

Para cada resistor Ry, calculamos assim sua tensdo atual v, e a pretensa

variagao dessa tensdo Av, . Associaremos a cada resistor Ry uma variavel auxiliar 4.



108

Situemos agora v na curva caracteristica LPP do resistor Ry, tal como na Fig.

4-16. Se a tensio (v, + Av, ) permanecer dentro da mesma regido linear de sua curva

caracteristica, faga A, =1.

Se, no entanto, a variagdo Av, acarretar uma mudanga de regido na curva

caracteristica de Ry faga:
Ay =——, (4.30)

onde ¢;" ¢ a tensdo do n-ésimo ponto de quebra do resistor, ultrapassado na variagao

de tensdo Av, .

L
i 2 = (sol_x)

0 €; € Vi € Vi v

Figura 4-16 — Ilustracio referente a obtencao de 4;.

A varidvel 1.4 serd, ao cabo deste processo:

Ay =min(2,), (4.31)
onde k ¢ um indice que se estende a todos os resistores da rede.

4.7.2. Trac¢ado da curva de solucao utilizando matrizes Jacobianas
Inversas

Mostraremos a seguir que a solucao da rede linear equivalente em cada regido
pode ser substituida, no tracado da curva de solucdo, pelo cdlculo da inversa da

matriz Jacobiana de cada regido linear. Esta propriedade sera utilizada com vantagem
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pelo algoritmo ao introduzirmos o método da modificacdo de matrizes no item

seguinte.

Considere uma regido linear 4; de uma rede LPP. Temos que:
t . t .
f(Vgr) = (Q T(R),RGiQ TR),R )‘V rr t QT(R),R.]i + (Q T(R),RGiQ T(E).R )VE =) (4.32)

Note que, para a regido linear 4;, a matriz Jacobiana da rede serd uma matriz

constante dada por:

G, = = (QT(R)’RGiQtT(R),R ) (4.33)

Substituindo em (4.32) temos:

G\ Vir + Qraons + Qe GiQ 1w Iy, = —je, - (4.34)

0)

Considere um ponto inicial VRT( em uma regido Ao, € as entradas do circuito

(V]

. 1 . ’
Vg e JCS(SO ). A imagem de ver'” no espago J,, seré:

jcs(O) = _GAOVRT(O) + QT(R),Rjo + (QT(R),RGoQtT(E)’R)VE . (4.35)

Note ainda que:

Ve =6 401" + Quagedo + Qo GaQrern ) (4.36)
e que:

Ver'” =G (1 + Qramo + (QrnGoQ o Ve ) (437)
Assim temos:

@ (4.38)

_ (sol_0) o) _ -1 40 (sol)
AVRT = Vgt ~Vpr = _GAG -(Jcs s

Ap0s o célculo de 4, , teremos ainda:

“y _ 0) -1 /. (s0l) . (0)

Ver = Ver 4G (e —e ) (4.39)

s () . (0 + (G (sol) _ « (0) :
Jcs - Jcs l'(.lcs Jcs )

Observe que na proxima regido, o algoritmo calculara:

22) _ (A1) -1 4. (s0l) o ()

Ver  =Ver 4G (e e ) (4.40)

) ) + 1 (i (so) _«+ (1) :
Jcs _.]cs 2'(Jcs Jcs )
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e assim por diante.

Do que foi exposto acima, conclui-se que, como a fun¢cdo LPP da rede ¢
continua, para tragar a continuacao da curva de solu¢do em uma nova regido A4; ,sera
suficiente o calculo da matriz Jacobiana inversa de sua rede linear equivalente:

-1
Gai .

4.7.3. Método de Obtencao das Matrizes Jacobianas Inversas

O processo de obtengio de Ga;" pela inversdo direta de Ga; em cada regido é
computacionalmente caro, especialmente para redes de grande porte, nas quais Ga;i
serd uma matriz de grandes dimensdes. No entanto, esse inconveniente pode ser
habilmente contornado ap6s a primeira iteracdo do algoritmo, através do artificio que
apresentaremos em seguida, o qual obtém a matriz Jacobiana inversa da nova regido

a partir da matriz Jacobiana inversa da regido anterior.

Considere novamente a curva de soluc¢ao da Fig. 4-17. O algoritmo calculara
G o™ no primeiro passo pelo método convencional de inversdo de matrizes. Contudo,
no passo seguinte, Ga;”' podera ser obtida a partir de Gag™" pelo método de
modificacdo de matrizes, o qual propicia diretamente a obtenc¢do da inversa de uma
matriz que seja a modificacao de uma outra cuja inversa ¢ conhecida.

1”) »
) Vm'
Z 2

/

(sol)
RT

A.i /

Figura 4-17 - Curva de Solucio.

A formula que utilizaremos ¢ a seguinte:
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F+IHK)' =F"'-F'I(KF'I+H")"'KF™' (4.41)

onde F, I, H ¢ K s3o matrizes de dimensdes compativeis e a inversa de H

supostamente existe.

Note que se I ¢ um vetor coluna e se K ¢ um vetor linha; se H ¢ uma matriz
Ix1 e se a inversa de F é conhecida, o calculo do lado direito da equagdo (4.41)

requerera nao mais que a inversao de uma matriz 1x1.

No exemplo da Fig. 4-17, dado que uma so6 fronteira tenha sido cruzada na
passagem de Ao para Aj, as redes lineares equivalentes para as duas regides diferirdo
apenas pelas caracteristicas de um bipolo linear equivalente. Seja AG, a diferenga no

valor da condutancia G, alterada na mudanca de regido.

Temos que:
G 0 O
G, = QT(R),R 0 G, O Q'tw)R (4.42)
0 0 G,
e que:
G, 0 0
G, =Qpr| 0 G,+AG, O Q'tw)r (4.43)
0 0 G,
Podemos escrever que:
0 0 O
G, =G +tQurr|0 AG, O Q'rw.r (4.44)
0 0 O
ou ainda que:
G, =G, +¢,AG,.c,", (4.45)

onde ¢; denota um vetor coluna igual a i-ésima coluna da matriz Qr),r.

Fazendo:
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I=c,
K=c, (4.46)
F'=G,,” '
H =[AG,]
teremos:
a1
1 a1 1 t 1 a1
Ga =G, -Gy 6, Gy e+ ¢,G, - (4.47)

AG,

Note que, quando a curva de solugdo cruza uma fronteira, o uso de (4.47)
requer apenas a inversdo de uma matriz 1 x 1 (ou seja, um escalar), visto que
t~ -1 1 o N
¢, G,, ¢,+——— | possui dimensdo 1x1.
A 2
Seguindo este método, apenas uma inversdo de matriz ¢ realizada, para a
regido inicial, quando o algoritmo inicia. As matrizes Jacobianas inversas das regides

seguintes sdo obtidas sucessivamente pela modificagdo da matriz correspondente a

regido anterior.

Finalmente, observe que o processo da modificacdo de matrizes gasta apenas
uma pequena fracdo do tempo requerido por uma inversdo matricial direta,

conferindo grande agilidade ao processamento do algoritmo.

Observacao.

O método de modificacdo de matrizes, embora reduza consideravelmente o
tempo de processamento, pode, no entanto, apresentar problemas de propagacdo de

erros numéricos no algoritmo.

Para tirar proveito da reducao do tempo de processamento sem comprometer
a qualidade da solugdo final, um artificio interessante pode ser a reinversdo da matriz
Gan' a cada x iteragdes. Isto ¢, para corrigir eventuais erros numéricos, de x em x
iteracdes o algoritmo ignora o método de modificagio de matrizes e calcula Ga,™
diretamente, como se estivesse reiniciando a partir do ponto atual o tragado da curva

de solugao.
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4.7.4. O Problema do Ponto de Intercessao de Fronteiras

Sempre que a curva de solugdo intercepta uma fronteira, continua seu curso
na regido adjacente. A identificagdo da regido adjacente € inequivoca quando a curva

de soluc¢do cruza uma fronteira de cada vez, como mostra a Fig. 4-12.

Nao obstante, a identificagdo da proxima regido pode apresentar alguma
dificuldade no caso da curva de solugdo atingir um ponto de intercessdo de duas ou

mais fronteiras, como sugere a Fig. 4-17.

ll': t I/,R.f

A, 1
‘\ /
‘rm [FAT) \
Vi I_‘“’ A, A,

Figura 4-18 - Ponto de intercessio de fronteiras.

Katzenelson [6] afirma que, nesse caso, a proxima regido pode ser
identificada por um mero procedimento de busca, no qual o algoritmo tenta continuar

o tragcado da curva em cada uma das regides adjacentes até lograr resultado positivo.

. . (0
Observe que, uma vez determinado o segmento que une os pontos jes' e

s(‘”l) no espaco J, a curva de solugdo estd também univocamente determinada no

Je
espago Vzr. O algoritmo de Katzenelson limita-se a tracar esta curva em Vir

conforme o procedimento acima descrito.

Se, ao tentar identificar a préxima regido linear da curva de solugdo, o
algoritmo escolhe a regido errada, ndo podera prosseguir o tracado da curva nessa

regido e retornard ao ponto de intercessao de fronteiras até encontrar a regiao correta.

A probabilidade da curva de solugdo interceptar um ponto de intercessdo de

fronteiras ¢ considerada pequena. Contudo, quando tal ocorre, o procedimento de
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busca da proxima regido pode se tornar muito longo, especialmente para redes muito
grandes, em que pode haver pontos de intercessdo nos quais incidam muitas
fronteiras. Observe que, ao atingir um ponto de intercessao de n fronteiras no espago
Vgr, 0 algoritmo tera que descobrir qual serd a proxima regido adjacente dentre 2"~

possibilidades.

Varios autores propuseram métodos para solucionar o problema do ponto de
intercessdo de fronteiras (freqiientemente referenciado na literatura como “the corner
problem”) contornando o custoso procedimento de busca da regido correta dentre

todas as regides adjacentes.

Chien e Kuh [22] propuseram um método de analise de redes LPP que parte
da subdivisdo do dominio da fung¢do n-dimensional da rede em diversos simplex. A
interpolagdo LPP multidimensional é realizada utilizando os vértices dos simplex.
Tal artificio simplifica o processo ultrapassagem de fronteiras pelo algoritmo, que se
reduz a substituicdo de um vértice antigo por um novo vértice no simplex “atual”,
isto €, onde se encontra momentaneamente a curva de solugdo. Nao obstante, Chien e
Kuh omitiram em seu trabalho o tratamento do ponto de intercessao de fronteiras,

admitindo que tal situagao muito raramente ocorrera.

Segundo Vlash [8], experiéncias em problemas praticos mostram que, mesmo
ignorando completamente o problema do ponto de intercessdo de fronteiras, o

algoritmo ¢ capaz de corrigir-se nas iteragdes subseqiientes e chegar a solugao.

Nesta secdo apresentaremos trés métodos de solugdo para o problema do
ponto de intercessdo de fronteiras: o0 método de Seitelman-Katzenelson, o método de

Kuh-Fujisawa e o0 Método da Reinicializagao.

O Método de Seitelman-Katzenelson

Considere a situacao em que a curva de solugdo, saindo da regido A4;, atingiu
um ponto VRT(M) pertencente as s fronteiras: H,, Ha, ..., H;. O problema consiste em
identificar a proxima regido que a curva de solucdo devera percorrer, sem empregar o

método direto de busca em todas as 2 " regides adjacentes.

O método de Seitelman-Katzenelson [4] propde que o algoritmo dé um

pequeno “salto” dv, sobre as fronteiras:
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b _ o @D

Ver Ver 0V, (4.48)

. K . . . C o~
chegando assim em um novo ponto ver™ que satisfaca as seguintes condigdes:

o vrr™ esta “perto” de vrr®D: e

( )

k , . ~
o vrr®™ esta mais perto da solugdo (em norma) do que o ponto Vgr

(sk)

O algoritmo considera entdo vgr = como sendo um novo ponto de partida e

o (sk)

e . . sk .
reinicia o algoritmo, calculando j,, = =f(v RT“ '), e continuando o tracado da curva

de solucio a partir de vrr®®

, como sugere a Fig. 4-19.

T

5
>

0 Jui
Figura 4-19 - Efeito do salto do método de Seitelman-Katzenelson no espaco J.
O novo ponto inicial ndo requererd uma nova inversdo da matriz de
condutancias nodais[6], ¢ podera continuar o tragado da curva utilizando matrizes
Jacobianas inversas. A obtencdo da matriz Jacobiana inversa da nova regiao podera

ser obtida por uma ou mais aplicacdes sucessivas do método de modificagdo de

matrizes descrito no item 4.7.3.

O novo ponto vrr® pode ser calculado como segue:
(sk) (A1) . (sol) s (M)
VRT = VRT + k‘(]cs - .]cs ) (449)

onde
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i = (V™) (4.50)
e k ¢ dado por:
=ik ). (4.51)
6"

A variavel4 k; representa a menor derivada da curva caracteristica do i-ésimo

resistor, e a minimizacao indicada ¢ feita dentre todos os resistores da rede.

. %, . A . . .
A matriz G ¢ a matriz de condutancias dos cortes de uma rede linear obtida a
partir da rede original pela substituicdo de cada resistor ndo linear por uma

condutancia igual a maior derivada da curva caracteristica do resistor substituido.

Finalmente, |G” H denota a norma quadrada da matriz G .

O Teorema de Seitelman-Katzenelson [4] afirma que, a equagdo (4.48),

escrita da forma:
(n+l) _ (n) + (sol) « (n)
Vet = Vgt +k'(Jcs —Jes )’ (452)

onde & ¢ dado por (4.50), converge para a solu¢do da rede independentemente do

ponto inicial arbitr7ado. Em outras palavras:

Vi = lim V" (4.53)

R
n—»0

Mais ainda, foi provado em [4] que o passo descrito pela equacdo (4.51)

converge de modo a diminuir o erro a cada iteragao.
Assim, o uso de (4.51) implica que:

e (sol) s (sk)

-]CS -]CS

<

i (M)H (4.54)

onde
Joo o =1V ™). (4.55)

.. k , . , . ~
Logo, 0 novo ponto inicial vgr™ estd mais proximo, em norma, da solugio

1)

I . . . ,
ver™ do que Vgr Desta forma o ponto de intercessdo de fronteiras ¢

ultrapassado.
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Consideraremos agora a convergéncia do algoritmo de Katzenelson
modificado, incorporando os “saltos” descritos acima sempre que o algoritmo cruzar
um ponto de intercessdo de fronteiras. Sera provado que o algoritmo converge em

um numero finito de passos.

Dado que (4.48) descreve um processo iterativo convergente, segue que o

algoritmo modificado também converge para a solucao da rede.

O fato de que a solugdo ¢ atingida em um numero finito de passos sera
demonstrado da seguinte forma: considere a solu¢ao da rede VRT(SOD localizada em
uma certa regido A. Dado que o algoritmo converge, a curva de solu¢do entrard

dentro de qualquer vizinhanga de vgr®®"

em um numero finito de passos. Quando a
curva de solucdo estiver dentro de A, a solugdo ¢ atingida em uma unica iteragao.
Logo, o algoritmo termina em um ntimero finito de passos.

1 . . . e ,
oD esteja localizado sobre uma fronteira, a regido 4 é

Caso o ponto Vgt
considerada como sendo a unido de todas as regides adjacentes ao ponto, € a

demonstragdo procede da mesma forma.

O Método de Kuh-Fujisawa

Suponha que, em uma certa itera¢do k, a curva de solugdo atinja um ponto

VRT(k) pertencente a ‘s’ fronteiras (hiperplanos), H;, Ha, ..., Hs.

Queremos encontrar a proxima regido onde a curva de solugdo continua.
Como o problema ¢ local em vrr™, podemos esquecer as demais fronteiras além de
Hi, H, ..., Hs.

A curva de solugo serd a imagem inversa do segmento que une jes a je**”

no espago J:

Aj=j " =i (4.56)

cs cs

Seja L uma linha reta com a mesma direcdo de Aj no espago J.. Logo, a

imagem inversa de L conterd duas semi-retas, sendo que uma das quais € paralela a



(k+1) (k)

VRT

(k)

VRr

— Vger € pertence a mesma regido que VRt
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&)

—Vgr € pertence a mesma regido de Vrr ; € a outra € paralela a

(k-1) ®D como mostra a Fig. 4-16.

Figura 4-20 - Ilustracio do Método de Kuh-Fujisawa.

O método de Kuh-Fujisawa [30] consiste em construir uma linha reta L, cuja

imagem inversa cruze uma e somente uma fronteira de cada vez, e, pelo tragado da

(k+1) (k)

imagem inversa de L, determinar o proximo vetor Vg, — Vgp

Para a construcdo de L, seus autores sugerem o processo de perturbagdo

descrito a seguir.

l.

. . k-1 /
Escolha arbitrariamente um ponto z, € 4,, onde vy,*" € 4,. L sera uma

reta no espago J.; que passa pelo ponto f(z;) e orientada com a mesma dire¢ao

do vetor Aj. Tragaremos a imagem inversa de L em A4, no espaco Vgr, a

partir do ponto z;.

Note que uma pequena perturbagdo aplicada a L pode ser encontrada tal que
sua imagem inversa atinja uma e somente uma fronteira ao sair da regido A;.

Sejam ZlMl e LM

z; ¢ L modificados, respectivamente. Assumamos que a
imagem inversa de L™' atinja uma fronteira, digamos, H;, em um ponto z,™",

e entre em uma regiao 4.

Tragamos a imagem inversa de L na regido A4, a partir do ponto z . Se a
imagem inversa ndo atingir nenhuma fronteira, entdo a regido 4, ¢ aquela

procurada, na qual estara a extensdo da curva de solug@o. Caso contrario, uma
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pequena perturbacdo aplicada a L™ pode ser encontrada tal que sua imagem

inversa atinja uma e somente uma fronteira de 4.

: M2 M2 : M1 M1 .
4. Sejam z, e L™, respectivamente z; ¢ L™ modificados. Assumamos que
. . M2 L. . . .
a imagem inversa de L™ atinja uma e somente uma fronteira, digamos, H, no

ponto ™"

, € entre em uma regido adjacente A4;. Observe que a segunda
modificacdo M2 deve ser suficientemente pequena, de modo que a imagem
inversa de L™ cruze H; do mesmo modo que o fazia anteriormente a imagem
inversa de LM'. Assim, a imagem inversa de L™? cruzara sucessivamente as

fronteiras H; e Ho.

ZXM(x-l)’ e LMD

5. Em geral, teremos , Cuja imagem inversa cruza

sucessivamente as fronteiras Hi, Hy, ..., Hic1). Tragamos a imagem inversa, de
LMD ha regido A a partir do ponto zM*D. Se a imagem inversa ndo
atingir nenhuma fronteira, entdo a regido A« € a regido procurada, € o
processo de busca termina. Caso contrario, uma pequena perturbagdo pode
ser achada tal que a imagem inversa de LM® atinja uma e somente uma

fronteira da regido Ax), cruzando sucessivamente H;, Hy, ..., Hix.1) da mesma

forma que também o fez LM,

6. O processo ndo pode continuar indefinidamente, porque o nimero de regides
¢ finito. Logo, ap6és um numero finito de passos, a regido onde estard a

continuagado da curva de solu¢do é encontrada.

Em sintese, Kuh e Fujisawa afirmam que ¢ possivel encontrar um ponto z de
modo que a imagem inversa de L ndo encontre nenhum ponto de intercessdao de
fronteiras. A regido procurada serd aquela em que a imagem inversa de L continuar

finalmente o seu tracado.

No entanto, os autores ndo abordaram mais concretamente os aspectos
computacionais do método, deixando em aberto o procedimento de obtengdo das

“pequenas perturbagdes” descritas anteriormente.

Em nossas implementagdes computacionais, levando em conta que o

cruzamento de um ponto de intercessao de fronteiras ¢ um caso considerado dificil de
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ocorrer, propusemos, no método de Kuh-Fujisawa, que o ponto z fosse calculado a

partir de uma modificacao de VRT(k), como segue:

e Calculamos a tensdo em todos os resistores da rede, dada por:

t Vg
Ve = Q 1ER,R| —
VRr

e O passo seguinte consiste em identificar, analisando suas curvas

caracteristicas, quais resistores encontram-se sobre pontos de quebra.

e Altera-se a tensdo em cada um dos resistores identificados, fazendo sua
tensdo igual ao valor médio das tensdes dos dois pontos de quebra que

delimitam sua regido atual.

&

e Recalculamos o novo ponto vgr'~ € o utilizamos para prosseguir com o

método.

O Método da Reinicializacao

Note que ambos os métodos apresentados acima orientam-se a utilizagdo do
método de modificacdo de matrizes para melhorar a performance do algoritmo, o
qual, por sua vez, utiliza as matrizes Jacobianas inversas de cada regido para o

tracado da curva de solucao.

Se prescindirmos do método de modificagdo de matrizes, dado que o
algoritmo de Katzenelson converge independentemente do ponto inicial, note que
sera suficiente, ao atingir um ponto de intercessio de fronteiras, eleger

convenientemente um novo ponto e reiniciar o algoritmo.

Este método, que carece de performance em relagdo a utilizagao da técnica de
modificacdo de matrizes, soluciona perfeitamente o problema do ponto de interce¢ao
de fronteiras, tendo sido utilizado com sucesso em nossas simulagdes

computacionais.

4.8. Performance Computacional

Enunciaremos agora alguns aspectos relacionados ao tempo que o algoritmo

de Katzenelson leva para chegar a soluc¢do da rede LPP.
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Pela natureza do algoritmo, observe que o tempo de processamento requerido

sera func¢do principalmente de dois fatores:
e Da dimensdo da rede simulada;

e Da distancia entre o ponto inicial arbitrado e a solugdo da rede.

O algoritmo possui, para fins de analise de desempenho, trés etapas distintas:

e Tempo de inicio — que corresponde a obtencdo das equacdes da rede e,

principalmente, da inversao da matriz Jacobiana inicial,

e O tempo que a curva de solucdo leva para cruzar uma regidao de uma fronteira

a outra;

e O tempo que a curva de solugdo leva para chegar a solugdo, uma vez atingida

a fronteira da tltima regido linear.

Experiéncias com simulacdes computacionais [6, 8] evidenciaram que a
maior parte do tempo de processamento do algoritmo ¢ gasta no processo do
cruzamento de fronteiras pela curva de solugdo. Utilizaremos este fato adiante, ao
apresentarmos o método de refinamento hierarquico para solugdo de redes ndo

lineares, no Capitulo 5.

Naturalmente, o custo computacional envolvido na inversdo de matrizes ¢
tanto maior quanto o for a dimensdo da rede calculada. Assim, para redes maiores,
recobra especial relevancia o método de obtencdo rapida das matrizes Jacobianas

inversas apresentado acima.
4.9. Sumario

Neste capitulo tratamos sobre a teoria das redes resistivas lineares por partes.

Inicialmente definimos resistores LPP e discutimos a obtengdo de bipolos

lineares equivalentes para regides da curva caracteristica de um resistor LPP.
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Em seguida, fizemos um estudo sobre as principais propriedades das redes
resistivas LPP, o mapeamento LPP no R" e a obten¢do de redes resistivas lineares

equivalentes para as diversas regides lineares do mapeamento.

Apods esta introducdo, desenvolvemos um estudo sobre o algoritmo de
Katzenelson para solucao de redes resistivas LPP. Destaques especiais foram dados
aos aspectos computacionais do algoritmo, tais como: o calculo de A, o tragado da
curva de solucdo utilizando matrizes Jacobianas inversas ¢ o método da inversao de

matrizes.

Finalmente, estudamos o problema do ponto de intercessdo de fronteiras,
apresentando dois métodos de solu¢ao consagrados na literatura, € enunciamos

alguns aspectos de performance computacional do algoritmo de Katzenelson.
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Capitulo 5

METODO DE REFINAMENTO HIERARQUICO

Neste capitulo apresentaremos o método de Refinamento Hierdrquico na
solugdo de redes resistivas ndo lineares cujos resistores apresentam caracteristicas
monotonicamente crescentes. O método proposto, a cada passo, realiza uma
interpolagdo LPP cada vez mais aproximada das curvas caracteristicas dos resistores,
e resolve a rede LPP resultante pelo algoritmo de Katzenelson. Mostraremos que a
solucdo da rede nao linear pode ser obtida através deste processo iterativo com

garantia de convergéncia em um reduzido tempo de processamento.

5.1. Solucio de Redes nao Lineares Utilizando Aproximacoes LPP
de seus Elementos

No Capitulo 4, foi demonstrado que o algoritmo de Katzenelson converge
para a solucao de uma rede LPP qualquer em um niimero finito de passos. O Método

de Refinamento Hierdrquico, apoiado na robustez do algoritmo de Katzenelson,
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obterd a solucdao da rede nao linear resolvendo, sucessivamente, interpolacdoes LPP

cada vez mais proximas da rede nao linear original.

Como destacaram Fujisawa e Kuh [30], o problema geral da aproximagdo
linear por partes multidimensional de uma rede pode ser decomposto nos diversos

problemas unidimensionais das aproximag¢des LPP de cada um de seus elementos.

Assim, podemos obter uma aproximag¢do LPP da rede ndo linear original,
substituindo cada um dos resistores ndo lineares por um resistor LPP, cuja curva
caracteristica ¢ obtida a partir da interpolagdo LPP da curva caracteristica do resistor

original.

A solucdo da rede LPP serd uma solucdo aproximada da rede ndo linear.
Observe finalmente que a solucdo aproximada serd tdo proxima da solugdo da rede
quanto menor for o erro das interpolagdes LPP de seus resistores. Por esse motivo,

faremos a seguir um breve estudo do erro em uma interpolacao LPP unidimensional.

5.2. Analise do Erro em uma Interpolacio LPP Unidimensional

Seja f'uma fun¢do cuja primeira derivada seja continua no intervalo fechado

[x,,x,]. Admite-se ainda que a derivada segunda de f existe para qualquer valor de x

pertencente ao intervalo aberto (x,,x,).

A interpolagdo linear por partes da funcao f entre os pontos xo € x; pode ser

expressa pela interpolagdo de Lagrange do primeiro grau 7, f(-):

X—x X=X,

N X (5.1

7 f(x) = f(x,)

: + f(x))

Xy —X
para x €[x,,x,].
Note que, pela defini¢do acima, 7, f(x,) = f(x,) e 7, f(x,) = f(x,).
Podemos reescrever (5.1) da forma:
7 f(x) = Do f(x0) + P, f(x,) (5:2)

onde
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D, = e @, = (5.3)
X, — X, X, — X,
Antes de prosseguirmos, note que:
®0+®1:1’ (5.4)
e que
Doxy +Dx, =x. (5.5)
Logo, temos que:
D(xy—x)+D,(x;, —x)=0. (5.6)
Utilizando a expansao da série de Taylor até o primeiro grau, temos:
" (x, —x)’
F0) = 100+ /0.y~ L = (5.7
onde x, <y, <x.
" (x, —x)*
F) = f@+ (0. + LRI (58)
onde x <y, <x,.
Substituindo (5.7) e (5.8) em (5.2), temos:
7 f(X) =[Py + D@, 1./ () +[DPy(x, —x) + D, (x; —x)]f"(x)
L QoS W)y =) DS () ) (5:9)
2 2
Substituindo (5.4) e (5.6) em (5.9) chegamos a:
oAl . — v)? D " ) 2
7 f(xX) = f(x)+ o-f (‘//02) (3 —X) s S (‘//12) (%, —x) (5.10)
Substituindo agora os valores de @, e @, definidos em (5.3), temos:
" 2 _ " V2 (v
ﬂ_lf(x):f(x)_i_f (l/IO)'(XO ‘x) (‘xl x)+f (Wl).(‘xl x) (x xO) (5'11)

2 (x, = x) 2 (x, = xp)

ou ainda:
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Xy~

() = f)+ & x)(x XO)K)C jf"(wo){ j)f"(w} (5.12)

Pela equacdo (5.12), encontramos o erro da interpolagdo linear da func¢do f

entre 0s pontos xy € x;:

7 f ()~ f(x) = LD Xo) K L jf”(wo)+[ al

2 X, — X, X,

- jf"(wl)} (5.13)
.

onde v, .y, €[xy,x].

Procuraremos agora um limitante superior para o erro dado pela equagao

(5.13). Substituindo f"'(w,)e f"(v,) pelo maximo valor da derivada segunda de f

entre xy € x;, € considerando a norma do erro, obtemos que:

700 - )] P
|| ||

X <x<x;

/]) (5.14)

(x, —x)(x —x,)
2

(xl X,)
2

Finalmente, note que o termo ¢ uma fungdo quadratica de x, cujo

(x, — xo)2

valor maximo ¢ encontrado em x,, = 1

,sendo y, . =

Logo:

(xl %) 7)) (5.15)

.Mﬂx(
0 <x<x

|2 f ()= frx) | <=
para x, < x < Xx,.

A equagdo (5.15) fornece um limitante superior do erro introduzido pela
interpolacdo linear por partes de uma determinada func¢do. Analisaremos a seguir

algumas caracteristicas desse erro.

Em primeiro lugar, note que o erro depende do comportamento da func¢do f no
intervalo considerado. Para o caso especial em que f ¢ uma funcao afim, sua derivada
segunda sera nula, e nulo também serd o erro de interpolacdo. Em geral, o erro sera
proporcional a0 maximo valor da segunda derivada da fungdo dentro de cada

intervalo de interpolagdo.



127

Por outro lado, destacamos que o erro de interpolacdo € proporcional ao
quadrado da distancia entre os pontos xy € x;. Esse fato recobra especial relevancia,
pois, de acordo com o valor da segunda derivada de f em um dado intervalo,
podemos controlar o passo da interpolagdo de modo a diminuir o erro da interpolacao

linear.

Esses dois fatos associados nos permitem distribuir pontos de quebra, sobre a
curva caracteristica de um resistor ndo linear, de tal modo que o erro da interpolacdo

linear seja tdo pequeno quanto desejarmos.

5.3. Janela de Interpolaciao

Pelo que vimos acima, quanto menor for o intervalo entre os pontos de
interpolac¢do (ou pontos de quebra) na curva caracteristica de um resistor nao linear,

mais proxima estard sua interpolacdo LPP da curva ndo linear original.

Conseqiientemente, diminuindo o intervalo entre os pontos de interpolagao
das curvas caracteristicas dos resistores nao lineares de uma rede, aproximamo-nos

da solugdo da rede nao linear.

Dado que a escolha dos pontos de interpolagdo pode ser feita livremente,
podemos fazer com que os intervalos entre esses pontos sejam suficientemente

pequenos, de modo a obtermos uma solugdo tao aproximada quanto queiramos.

O primeiro passo do processo de interpolagdo de um resistor LPP ¢ o
estabelecimento de limites dentro dos quais a curva caracteristica de cada resistor
ndo linear serd interpolada. Note que tais limites definirdo uma Janela de
Interpolagdo, que contera a parte da curva caracteristica compreendida entre o

primeiro e o ultimo pontos de quebra do resistor.
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A\l
=Y

Figura 5-1 - Janela de Interpolacio na curva caracteristica de um resistor nio linear.

A janela de interpolagdo devera ser escolhida de tal modo que contenha todos
os possiveis valores de tensdo e de corrente nos quais o resistor possa operar
enquanto conectado a rede. Assim, note que a janela de interpolagdo devera conter o

ponto da curva caracteristica do resistor correspondente a solucdo da rede analisada.

O primeiro problema com o qual nos deparamos ¢, portanto, a escolha de uma

janela de interpolacao para cada resistor ndo linear, de tal sorte que:
e A janela deve ser grande o suficiente para conter a solugdo;

e A janela deve ser o menor possivel, por questdes de performance

computacional.

Em outras palavras, queremos determinar a priori, antes de resolvermos a
rede ndo linear, limitantes superiores para os valores de tensdo e de corrente (em
moddulo) em cada resistor. Note ainda que, como conhecemos a curva caracteristica
monotonicamente crescente de cada resistor nao linear, essa janela pode ser expressa
pela maxima tensdo em que um resistor ndo linear podera operar em fungdo das

entradas da rede.

Matematicamente, queremos determinar V,,, tal que:
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v [V, (5.16)

Contudo, esta ndo ¢ uma questao simples, em virtude das caracteristicas nao
lineares dos elementos'’. Com efeito, Chien ¢ Kuh [22], a0 apresentarem o método
de subdivisdo do espago n-dimensional em varios simplex para a interpolagdo linear
por partes da func¢ao da rede, deixaram em aberto o problema da escolha adequada da

janela de interpolagao.

Chua [2] apresentou importantes resultados na determinagdo desses limites,

. . ~ . . . . +
no caso particular em que os resistores ndo lineares sejam estritamente passwos+I e
que a rede apresente exclusivamente: ou geradores independentes de tensdo ou de

geradores independentes de corrente.

Para fins praticos de implementagdao do Método de Refinamento Hierarquico,
optamos por deixar aberta a questdo da determinag¢do dos limites da janela de
interpolagdo, arbitrando uma janela suficientemente grande (tipicamente, algumas

ordens de grandeza superior aos valores das fontes da rede).

Freqiientemente se pode contar também com o bom senso do usudrio na
determina¢do da janela inicial de interpolag@o. Entretanto, caso a janela inicialmente
definida ndo satisfaga as condigdes necessarias, o algoritmo podera automaticamente

expandi-la para que esta contenha a solucao do sistema.

5.4. Escolha dos Pontos de Quebra

Apo6s a determinagdo da janela de interpolacdo, o passo seguinte na
interpolacdo LPP da curva caracteristica de um resistor ndo linear consiste na escolha

dos pontos de quebra.

Como vimos, o erro da interpolacdo entre dois pontos de quebra serad
diretamente proporcional a derivada segunda da curva caracteristica nesse intervalo,
e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre esses pontos. Logo, a fim

de reduzirmos o erro, devemos aumentar o numero de pontos de quebra,

* A titulo de ilustragdio, note que, nesse caso, ndo se pode aplicar o teorema da superposigao.
H Diz-se que resistor ¢ estritamente passivo sse vi. jir > 0, V (v, jir) # (0, 0).
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principalmente nas regidoes da curva caracteristica que apresentarem maiores valores

na segunda derivada.

Graficamente, significa que necessitaremos de um maior nimero de pontos de
quebra nas regides de maior curvatura da curva caracteristica. Por exemplo, na curva
caracteristica do diodo da Fig. 5-2, serdo necessarios mais pontos de quebra no

joelho do que nos extremos da curva a fim de reduzirmos o erro de interpolagao.

J A

Y /

Figura 5-2 - Distribuicio dos pontos de quebra em funciio da segunda derivada da curva

caracteristica.

No entanto, a estratégia de concentrar pontos de quebra em fungdo dos
valores da derivada segunda da curva caracteristica apresenta inconvenientes

computacionais.

Em primeiro lugar, destacamos o custo do calculo da derivada segunda para

todos os resistores da rede.

E depois, com a concentragdo dos pontos de quebra ao longo da curva em
funcdo de sua derivada segunda, teremos aumentado sensivelmente o custo
computacional da identificacdo das regides lineares, requerida pelo algoritmo de
Katzenelson. Para visualizar este fato, observe que, com pontos de quebra
uniformemente distribuidos ao longo da curva, a identificagdo da regido linear pode
ser facilmente concluida em funcdo da tensdo de operacdo do resistor. Por outro lado,

se os pontos de quebra ndo estdo igualmente espagados (como no caso, dispostos em
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fungdo da derivada segunda da curva), a regido linear de operagao s6 podera ser

identificada por um procedimento de busca em um lago de repeticao.

A solugdo pratica adotada consiste na escolha de um determinado numero de
pontos de quebra, uniformemente distribuidos sobre a curva caracteristica dentro da

janela de interpolacao como ilustra a Fig. 5-3.

_,.-' A

-Y

/

Figura 5-3 - Distribuicdo uniforme dos pontos de quebra na curva caracteristica.

5.5. O Algoritmo de Refinamento Hierarquico

Até o momento dissemos que a escolha da janela de interpolacdo serd
arbitrariamente grande, e que os pontos de quebra deverdo ser distribuidos

uniformemente ao longo desse intervalo.

Logo, a fim de obtermos uma solugao satisfatoria da rede nao linear, bastaria
escolher para cada resistor um nimero suficiente de pontos de quebra, tal que o erro
de interpolacdo fosse minimo.

Mais uma vez, encontramos aqui uma limitagdo computacional. Note que se a

r

janela de interpolacdo ¢ muito grande, e se necessitamos de uma distdncia entre
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pontos muito pequena, necessariamente teremos um numero de pontos de quebra

muito elevado.

Computacionalmente, trabalhar com vetores de dimensdes muito grandes
pode acarretar uma perda de performance, em decorréncia da paginagdo de memoria

requerida para armazenar esta grande quantidade de dados.

Por exemplo, suponha que uma rede possua 20 resistores nao lineares, cujas
curvas caracteristicas serao interpoladas em uma janela de —100 a 100 volts. Fagamos
a distancia entre os pontos de quebra igual a ImV. Teremos assim 200.000 pontos
para cada resistor, o que nos da um total de 4 milhdes de pontos de quebra para a

interpolacdo LPP de todos os resistores da rede.

Se cada ponto for representado por uma variavel real de ponto flutuante de 16
bytes (por exemplo, um tipo float na linguagem C), necessitaremos de
aproximadamente 64 Gb de memoria para representar a aproximagdao LPP dos

resistores da rede!

Além da grande quantidade de memoria requerida em func¢do do elevado
numero de pontos de quebra, hé ainda outro problema, inerente a aplicacdo direta do
algoritmo de Katzenelson neste caso. Como foi visto, o tempo gasto pelo algoritmo
para tracar a curva de solugdo depende essencialmente do numero de fronteiras

cruzadas desde o ponto inicial até a solucao.

Considere novamente o exemplo anterior. Suponha que a tensdo de operagao
de um determinado resistor seja de 20 volts. Partindo de uma tensao nula, note que a
curva de solugdo terd que cruzar 20 mil fronteiras até chegar a tensdo de operacdo
desse resistor, sem mencionar todas as fronteiras cruzadas devido aos demais

resistores.

Concluimos assim que a solucdo da rede por esse processo, embora seja

matematicamente precisa, ¢ computacionalmente inviavel.

Para resolver esta dificuldade, introduzimos o M¢todo de Refinamento
Hierarquico, idealizado originalmente pelo Prof. Flavio Cipparrone, e que sera

descrito a seguir.
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A 1idéia basica do método consiste em obter inicialmente aproximagdes
grosseiras da solu¢do da rede ndo linear, e seguir refinando tais resultados até que a

solugdo da rede seja obtida dentro dos limites de tolerancia do erro.

O processo de refinamento consiste inicialmente em interpolar os resistores
com poucos pontos de quebra dentro da janela de interpolacao, e, apos a solugao da
rede LPP obtida, seguir adicionando pontos de quebra as curvas caracteristicas nas
proximidades das tensdes de operagdo calculadas para cada resistor. O processo
continua iterativamente até que um critério de parada seja satisfeito. A Fig. 5-4
ilustra o refinamento da interpolagdo LPP através da adicao de pontos de quebra na

regido linear da solugao anterior.

_,.-' A
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/

Figura 5-4 - Refinamento da interpolacio LPP na curva caracteristica de um resistor.

A eficacia computacional se deve ao fato de que, pelo método detalhado a
seguir, haverd um reduzido numero de pontos de quebra, e, sobretudo, um reduzido

numero de fronteiras cruzadas até que se encontre a solucao.

Em primeiro lugar, note que a solugdo aproximada obtida na primeira

interpolagdo LPP (com poucos pontos de quebra), aproxima-se, ainda que
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grosseiramente, da solucao da rede ndo linear. Em decorréncia do pequeno niimero

de pontos de quebra, esta solugdo ¢ obtida cruzando poucas fronteiras.

Na iteragdo seguinte, aproveitamos a solucao aproximada da rede e refinamos
a interpolacdo LPP de cada resistor, adicionando pontos de quebra apenas em torno
das tensoOes calculadas para esses elementos. Assim, o refinamento se da, ndo em
toda a extensdo da janela de interpolagdo inicial, mas apenas nas proximidades da

solu¢do final da rede.

Por este artificio, contornamos os percalgos computacionais mencionados,
reduzindo sensivelmente o numero de pontos de quebra e o nimero de fronteiras

ultrapassadas pela curva de solugao.

5.6. Critérios de Parada

Seguindo a proposta de Nagel [33], podemos adotar dois critérios de parada

para o algoritmo:

Num Iteracdes = Num Max Iteragdes (5.17)

(k+1) (k)
Vi " = via| < 2, (5.18)

onde &, ¢ a tolerancia absoluta arbitrada. O critério (5.18) pode ainda ser substituido
pelo seguinte:

(k+1)
b

(k+1) (k) H

- (k)
HVRT — Var <5a+5r.m1HQVRT Ver U (5.19)

onde ¢, e &, sdo, respectivamente, a tolerdncia absoluta e a tolerncia relativa®®. No
caso da formulacdo nodal modificada, o vetor de variaveis da rede vgrr € substituido

pelo vetor x.

Os critérios (5.17) e (5.19) sdo adotados pelo programa SPICE. No entanto,

Nagel mostrou que o critério (5.19) pode ser satisfeito sem que as correntes

% O programa SPICE2 adota &, = 0,001 para a tolerancia relativa, e £, = |tV para tensdes, e

g, = 1pA para correntes.
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calculadas pelas relagdes constitutivas nao lineares (i=g(v)) satisfagam

acuradamente a PLK.

A fim de contornar o problema, para as nao linearidades controladas por

tensdo, a versao 2 do SPICE adotou o seguinte critério suplementar de convergéncia:

—g(*" )‘ <g, + gr.minq i

2

. k+1
E

g(*)|) (5.20)

Alternativamente, propomos o seguinte método para verificar se a solucao da
ultima interpolagdo LPP satisfaz, simultaneamente e dentro de uma certa tolerancia,

as Leis de Kirchhoff e as relagoes constitutivas da rede nao linear.

Adotando a formulagdo alternativa da anélise de cortes, temos que, para uma

rede ndo linear genérica:

V .
Qrwrln (QtT(ER),R {—E : }] +QrrLwds =0- (5.21)

VRrr
onde v,, denota a solugdo do sistema, e I',, denota o operador ndo linear dos
resistores.

Observe que a equacdo (5.21) ¢ a expressdo da PLK aplicada aos cortes
fundamentais resistivos da rede. Note ainda que, nesta mesma equacdo, estdo

implicitas a SLK:

A%
Vg = Q'1ER).R {—E} (5.22)

VRt
e as relagOes constitutivas dos resistores nao lineares:
ir =Fnl(VR)' (5.23)

Definamos agora a fungao vetorial:

V .
Err (vgy;) = QT(R)’RFHI[QtT(ER),R {—E}] + QrwyLals - (5.24)

RT
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Note que, a medida que vy, aproxima-se de v, , a fungdo Err (vg,)

tendera para o vetor 0, isto é:

lim Err(vg,)—0. (5.25)

VRT P VRT

Dado que a rede possui uma unica solucdo, a equagdo (5.25) pode ser usada
para aferir uma solu¢do aproximada da rede. Assim, podemos estabelecer como

primeiro critério de parada do algoritmo:
[Err(ve,)| < 6 (5.26)

onde ¢ ¢ um nimero suficientemente pequeno.

Propriedade da imanéncia da curva de solu¢do na proxima regido linear a ser

refinada.

5.7. Redefinicio da Janela de Interpolacao

No item 5.5 estudamos a viabilidade computacional do método de
refinamento, que adiciona gradativamente pontos de quebra as curvas caracteristicas

dos resistores nas proximidades da solugao.

No entanto, conforme o item 5.4, estabelecemos que os pontos de quebra de
cada resistor deverdo ser uniformemente distribuidos dentro da janela de

interpolacao.

Para satisfazer estes dois requisitos, introduziremos, a cada iteragdo do
Método de Refinamento Hierarquico, uma redefinicdo da janela de interpolagdo,

explicada a seguir.

Considere a primeira iteragdo do algoritmo de Refinamento Hierarquico, com
a primeira interpolacdo LPP dos resistores. Observe que o algoritmo de Katzenelson

converge para a solucao da rede LPP em um ntimero finito de iteragdes.

Seja 4 a ultima regido atingida pela curva de solugdo, onde se situa a solugao

da rede LPP, como mostra a Fig. 5-5.
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Pelo conhecido teorema da analise funcional [34], sabemos que se um
mapeamento € continuo, a imagem de um conjunto compacto no dominio serad

também um conjunto compacto no contradominio.

Note agora que 4 € um conjunto compacto, ja que ¢ limitado e que contém as
suas fronteiras. Logo, como o mapeamento € continuo, sua imagem no espago J

sera um conjunto compacto 4, cujas fronteiras serdo imagens das fronteiras de 4.

Note que, sempre que a curva de solucdo cruzar uma fronteira de A, sua

imagem cruzard uma fronteira de 4" no espago J.

-
y RT

= ()
(o]

Jos

Figura 5-5 - Solucio da primeira iteracio do Método de Refinamento Hierarquico.

Supondo que a solugdo desta primeira rede LPP ndo tenha satisfeito o critério

de parada, o algoritmo prosseguird com o refinamento, como mostra a Fig. 5-6.

O processo de refinamento adicionard novos pontos de quebra a tltima regiao
atingida na curva caracteristica de cada resistor. Como efeito produzido no espago
Vrr, a regido A sera cortada por varios hiperplanos paralelos as suas fronteiras, como

mostra a Fig. 5-6.

Note ainda que as fronteiras da regido 4 permanecem sendo as mesmas neste
processo de refinamento, ja que, ao adicionar pontos de quebra nas regides lineares

dos resistores, mantivemos os pontos de quebra que delimitavam a regido original.

Observe que as imagens dos novos hiperplanos interiores a A serdo também

mapeadas no interior de 4, como mostra a Fig. 5-6.
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-
y RT

f
7 S

v
v

Figura 5-6 - Refinamento: subdivisdo da regifio A4.

O préximo passo sera resolver esta a nova rede LPP, considerando como o

novo ponto de partida a solu¢do da rede LPP obtida na iterag¢do anterior.
Vi da proxima iteragio = v,,** da iteragio anterior. (5.27)

Observe que o ponto js"*" ¢ determinado apenas pelas fontes de corrente e

pela matriz fundamental de cortes da rede:

e = QL) - ju - (5.28)

Sendo fung¢do exclusivamente da topologia e do valor das fontes da rede, note

(sol) (sol)

que o ponto jes ~ ndo serd alterado ao realizarmos a nova interpolagdo LPP. j

permanecerd assim interior a regido 4, como mostra a Fig. 5-7.

Como a regido 4’ ¢ mapeada pelo homeomorfismo f na regido A, concluimos
que a nova solu¢io vrr® da nova rede LPP permaneceré interior a regido 4 no

espaco Vgr.

Fazendo VRT(O) da nova iteracdo igual a solu¢do obtida na iteragdo anterior
(veja Fig. 5-5 e 5-7), podemos calcular sua imagem je'" no espago J.

Entretanto, sendo VRT(O)

um ponto interior a regido 4, € como a regido 4 ¢
mapeada pelo homeomorfismo f na regido 4’, note que je sera também um ponto
interior a regido 4.
. . . 1 , . . . .
Veja que o novo segmento (jes'”, jes"*”) esta inteiramente contido na regido

A’, como mostra a Fig. 5-7. Isso implica que, na segunda iteragdo do Método de
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Refinamento Hierdrquico, a curva de solugdo estara também inteiramente contida na

regido A, como mostra a Fig. 5-7.

-
y RT

Figura 5-7 - Segunda iteracio do Método de Refinamento Hierarquico.

Assim, note que a curva de solucdo da rede refinada sera tragada inteiramente

dentro da regido na qual foi encontrada a solu¢do da rede LPP anterior.

Trata-se, portanto, de uma propriedade segundo a qual se verifica da

imanéncia da curva de solugdo na préxima regido linear a ser refinada.

Trata-se de uma importante conclusdo, pois, com base nesse resultado,
poderemos fazer o refinamento da interpolagdao LPP exclusivamente na ltima regiao

atingida pela curva de solugdo.

Logo, a janela de interpolagdo pode ser redefinida para cada resistor como

sendo igual aos limites da ultima regido linear atingida pelo algoritmo.

Note ainda que, caso a solugdo da ultima rede LPP esteja sobre uma fronteira
entre duas regides lineares, podemos considerar a unido destas duas regides como

sendo a ultima regido atingida, e aplicar este mesmo processo de refinamento.



140

(0) I/R T

0 Vi

Figura 5-8 - Janela de interpolacio no caso da solucio estar sobre uma fronteira.

5.8. Convergéncia do Método

Com base no processo descrito nos itens anteriores, analisaremos agora a

convergéncia do proposto Método de Refinamento Hierarquico.

Em primeiro lugar, note que toda interpolagio LPP de uma curva

caracteristica monotonicamente crescente na qual lim j=Z4o0 serd também

v—>too

monotonicamente crescente e satisfara a condi¢ao: lim j = too.

v—>too

Logo, pelo Teorema Fundamental das Redes Resistivas, qualquer
aproximacdo LPP da rede ndo linear em questdo terd também uma tnica solugdo, que
podera ser encontrada em um numero finito de passos pelo algoritmo de
Katzenelson.

A cada iteracdo do Método de Refinamento Hierdrquico, conforme o item

. . o~ . 1
5.7, identificamos no espago J ., uma regido cada vez menor em torno do ponto ]cs(s" ),

Como a cada refinamento diminui a distancia entre os pontos de quebra em
cada resistor, o erro de interpolacdo LPP dos resistores diminuira a cada iteragao,

conforme as conclusoes do item 5.2.

Diminuindo o erro de interpolagdo LPP de cada resistor, as redes LPP

aproximar-se-ao cada vez mais da rede ndo linear em torno da solucdo procurada.

Desta forma, a solu¢ao da rede LPP convergird para a solu¢do da rede nao

linear.
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O método iterativo prossegue, até que a solugdo da k-ésima rede LPP
satisfaca, dentro de uma margem de erro aceitdvel, as Leis de Kirchhoff e as relacdes

constitutivas da rede nao linear original.

( Inicio )

Y

Definigao da Janela de
Interpolacdo Inicial

-
'

\ 4

Distribui¢ao Uniforme
dos Pontos de Quebra
na Janela de Interpolagao

Y

Interpolagao LPP
dos Resistores

Y

Algoritmo de Katzenelson

1

Teste de
Convergéncia

Solugao da Rede
Nao Linear

Janela de Interpolagao
Igualada aos limites
da Ultima Regido Atingida.

Figura 5-9 - Fluxograma do Método de Refinamento Hierarquico
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5.9. Consideragdes Sobre o Método Proposto

No nosso entender, a principal vantagem do Método de Refinamento
Hierarquico est4 na sua capacidade de obtencdo da solucdo de uma rede ndo linear

com garantia de convergéncia, com reduzido custo computacional.

A viabilidade do método se deu gragas a estratégia de redefinir a janela de

interpolagdo igualando-a a tltima regido atingida na solug¢ao do refinamento anterior.

Além do mais, note que a qualquer momento o algoritmo pode ser
interrompido de modo a obtermos uma solu¢do aproximada da rede ndo linear

analisada.

Em comparagdo com o tradicional método de Newton, observamos como
vantagens principais: a garantia de convergéncia e a possibilidade de obtermos
solugdes aproximadas da rede ndo linear com um relativamente pequeno custo

computacional.

5.10. Sumario

Neste capitulo descrevemos o Método de Refinamento Hierarquico aplicado a
solugdo de redes ndo lineares. O método baseia-se na interpolacdo LPP da rede ndo

linear seguida da solu¢do da rede aproximada pelo algoritmo de Katzenelson.

Inicialmente foi feita uma andlise do erro em interpolagdes LPP
unidimensionais. Definimos a Janela de Interpolacdo, e advogamos a favor da

distribui¢do uniforme dos pontos de quebra dentro da mesma.

Para chegar a solucdo da rede ndo linear, foi proposto o método de

refinamento com base na redefini¢cao da Janela de Interpolagdo.

Um dos critérios de convergéncia adotado foi a propria aplicacao das Leis de
Kirchhoff e das relagdes constitutivas dos resistores nao lineares, conforme a

equacdo (5.26).

Finalmente, demonstramos que o método proposto converge para a solugdo

da rede nao linear.
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Capitulo 6

SIMULACOES COMPUTACIONAIS

Neste capitulo apresentaremos simulagdes computacionais dos métodos e
algoritmos discutidos nos capitulos anteriores. Inicialmente, campararemos a solugao
de redes lineares pela formulacdo de cortes e pela formulacdo da andlise nodal
modificada. Em seguida, mostraremos a aplicacdo do algoritmo de Katzenelson na
solugdo aproximada de redes ndo lineares. Finalmente, apresentaremos o Método de

Refinamento Hierarquico aplicado a solugdo de redes nao lineares.

6.1. Introuducio

As simulagdes para realiza¢do dos testes de desempenho dos algoritmos aqui
descritos foram programadas em Matlab 6 ¢ processadas em um Pentium4® com
clock de 2.4 GHz e 512Mb de memoria RAM. O sistema operacional utilizado foi o
Microsoft Windows XP Professional, Versao 2002.
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O objetivo primordial das simulacdes realizadas foi verificar a viabilidade de
utilizacdo dos algoritmos propostos neste trabalho como métodos de solugdo das

redes resistivas ndo lineares que temos estudado.

A entrada de dados para os algoritmos foi feita através de uma matriz de b
linhas por 5 colunas, onde b ¢ o numero de elementos da rede analisada. Admite-se
que todos os nods e todos os ramos da rede estejam previamente numerados. Cada

linha da matriz descreve um ramo do circuito e possui as seguintes colunas:

[id typ Ni Nf Valor] (6.1)

onde:
e id é o nimero do ramo;

e typ ¢ uma constante que determina o tipo do ramo (resistor, gerador

independente de corrente ou gerador independente de tensdo);
e Ni ¢é o numero do no inicial do ramo;
e Nf¢é o nimero do no final do ramo;

e Valor do elemento.

Os nos inicial e final de todos os ramos sdo identificados de acordo com a
convengdo do receptor, explicitada na Fig. 6-1. O n6 de referéncia da rede deve ser

identificado pelo niimero O.

Convencionamos ainda que um ramo resistivo sera identificado por typ =0, e
que os ramos dos geradores independentes de tensdo e de corrente serdo

caracterizados por typ = 1 e typ = 2, respectivamente.

O Valor do elemento adquirird seu significado em fun¢do do tipo do ramo
especificado. No caso dos geradores independentes, o valor do ramo corresponde a
tensdo elétrica em Volts ou a corrente elétrica em Amperes. Para resistores lineares,
o valor indicado ¢ o da sua condutancia em Siemens, o qual devera ser sempre maior

que zero.
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Convencionaremos finalmente na matriz de entrada dos dados que, para os
ramos resistivos, um Valor

-1 significa resistor ndo linear, ¢ um Valor =
significa resistor LPP. No caso dos resistores ndo lineares ou dos resistores LPP, suas

= -2
fungdes caracteristicas deverdo ser definidas para o algoritmo de solugdo.

/
|
L

Figura 6-1- Convenciao do receptor adotada para todos os ramos.

6.2. Solucao de Circuitos Lineares

resisténcias de 1 kQ.

Consideraremos o circuito representado na Fig. 6-2. As fontes de corrente sao
de 0,1 A, e a fonte de tensdo possui 10V. Atribuamos ainda todos os resistores

N2 S \/E\zf 'NJ
A Ri )
Ni éRs (T I2
Ei
No

Figura 6-2 — Circuito Linear.

A matriz de entrada de dados da rede sera:



146

NL

I
—

o Ul W N R

.001 ;

.001 ;
.001 ;
B

g ™ ™ g ™ o™

o W N B N R

w o W N B o

O o O O O R
0

Figura 6-3 - Matriz de entrada de dados do circuito.

Para ilustrarmos os dois métodos descritos no Capitulo 3, solucionaremos o

circuito utilizando dois algoritmos distintos. O primeiro deles obtém a formulagao da

rede pelo método da analise de cortes, e o segundo, pelo método da analise nodal

modificada.

A solugdo do circuito pela analise de cortes ¢ mostrada na Fig. 6-4.

>> solver (NL)

Solugao pela Analise dos Conjuntos de Corte

Tempo de Inicializacao =0.046s

Tempo de Processamento =0.016s

Tempo de Total =0.062s

ans =
rid! 'typ' 'Ni'! 'NE! (VE-Vvi) !
[ 1] 'E! [ 1] [ o] [ 10]
[ 2] 'R! [ 2] [ 1] [ 96.6667]
[ 3] 'J! [ 1] [ 2] [ -96.6667]
[ 4] 'R! [ 2] [ 3] [ 3.3333]
[ 5] 'R! [ 3] [ o] [ 103.3333]
[ 6] 'J! [ 0] [ 3] [-103.3333]

"I (Ni->Nf)'
.0033]
.0967]
.1000]
.0033]
.1033]
.1000]

-0

o O O o

Figura 6-4 - Solucdo da rede pela analise de cortes.
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O primeiro passo do algoritmo na solugdo pelo método da analise de cortes
foi encontrar uma arvore da rede que contivesse todas as fontes de tensdo do sistema
sem conter nenhuma fonte de corrente. Com algum processamento, o algoritmo
obteve uma arvore composta pelos ramos 1, 2 ¢ 4 da rede, que correspondem aos

ramos E;, R; e R,.

A partir desta arvore, o algoritmo obteve a correspondente matriz
fundamental de cortes da rede, e resolveu o sistema linear para as tensdes nos ramos
2 e 4, de acordo com a formulagdo descrita no Capitulo 3. Finalmente, as tensoes ¢
correntes em todos os ramos da rede foram obtidas através da aplicagdo das Leis de

Kirchhoff ao restante do circuito.

Comparativamente, observe agora, na Fig. 6-5, a solu¢do do mesmo circuito

utilizando a analise nodal modificada.

>> solver (NL)

Solugao pela Analise Nodal Modificada

Tempo de Inicializacéao =0s

Tempo de Processamento =0.015s

Tempo de Total =0.015s

ans =
rid! "typ' 'Ni' 'Nf! "(VE-Vi) ! "I (Ni->Nf)'
[ 1] 'E! [ 1] [ 0] [ 10] [ -0.0033]
[ 2] 'R! [ 2] [ 1] [ 96.6667] [ 0.0967]
[ 3] 'J! [ 1] [ 2] [ -96.6667] [ 0.1000]
[ 4] 'R! [ 2] [ 3] [ 3.3333] [ 0.0033]
[ 5] 'R [ 3] [ 0] [ 103.3333] [ 0.1033]
[ 6] 'J! [ o] [ 3] [-103.3333] [ 0.1000]

Figura 6-5 - Solucio da rede pela Analise Nodal Modificada.



148

Como nao poderia deixar de ser, a solugao obtida pelo método da anélise
nodal modificada ¢ a mesma. Entretanto, note que o tempo de solugdo pela analise
nodal modificada ¢ cerca de quatro vezes menor que o tempo de solugdo pela analise

de cortes.

Um olhar mais cuidadoso revela que a sobrecarga do algoritmo de solugdo
pela analise de cortes estd no tempo de inicializagdo, que compreende a busca de
uma arvore com as caracteristicas requeridas. Dado que tal arvore deverd conter
todas as fontes de tens@o do circuito, o tempo de busca desta arvore sera tanto maior

quanto maior for nimero de geradores de tensao presentes no sistema.
De resto, note finalmente que o tempo de processamento (que corresponde a

solugdo do sistema linear), ndo difere substancialmente de um método para outro.

6.3. Algoritmo de Katzenelson

6.3.1. Exemplo 1

Para ilustrarmos a aplicacao do algoritmo de Katzenelson, consideraremos o
novamente o circuito do exemplo anterior, substituindo os resistores lineares por

resistores LPP. As fontes de corrente continuam sendo de 0,1 A, e a fonte de tensdo

possui 10V.
N2 X ﬁl N3
g B
I Ri )\
N1 R3 (T Iz
E1
No

Figura 6-6 - Circuito LPP.

A nova matriz de entrada de dados sera:
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NL = [1 E 1 0 10 H
2 R21-2;
3J120.1 ;
4 R23 -2 ;
5R3 0 -2 ;
6 J030.11 ;

Figura 6-7 - Matriz de entrada de dados para o circuito LPP.

Por simplicidade, facamos a curva caracteristica LPP dos resistores igual a
uma interpolacdo LPP dos resistores lineares de 1 kQ utilizados no exemplo anterior.
Cada resistor possuira 5 pontos de quebra uniformemente distribuidos entre -120 V ¢

+120V, como mostra a Fig. 6-8.

Curva Caracteristica
D15 """"""" L e N TR TS T e e e o B e e I S T TS L T e DR T e = P 1

0.1

0.05

Comente (A)

Tensao (W)

Figura 6-8 - Curva caracteristica LPP dos resistores da rede. Os pontos de quebra siao

representados como estrelas.
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Na solugdo pela anélise de cortes, dada a arvore constituida pelos ramos 1, 2 €

4, as variaveis da rede serdo as tensdes nos ramos resistivos da arvore, isto é:

=| 2. (6.2)

De acordo com o procedimento descrito no Capitulo 4, podemos tracar o
lugar geométrico dos pontos de quebra dos resistores no espaco Vgrr, COmo mostra a
Fig. 6-9.

Divisao do Espaco em Regioes Lineares
150

100

al

-100

_150 1 1 1 |
-1580 -100 -a0 0 a0 100 150

WRT1

Figura 6-9 — Lugar geométrico dos pontos de quebra dos resistores LPP.

Fagamos o ponto inicial igual a:

-50

Var =| o | (6.3)

A partir destas condigdes, o algoritmo de Katzenelson nos retorna o resultado

mostrado na Fig. 6-10.
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>> solver (NL)

ans =

lidl
1]
2]
3]
4]
5]
6]

Tempo de Total

Leyp!
B
R
e
R
R
e

Tempo de Inicializacgdo

Tempo de Processamento

Numero Total de Iteracoes

'Ni'

— —/ /s o/, e

1]
2]
1]
2]
3]
0]

=0
=0
=0
do

Solugao pela Analise dos Conjuntos de Corte

.078s
.01l6s
.094s

Katzenelson =6

'Nf! " (VE-Vi) !

[ 0] [ 10]
[ 1] [ 96.6667]
[ 2] [ -96.6667]
[ 3] [ 3.3333]
[ o] [ 103.3333]
[ 3] [-103.3333]

"I (Ni->Nf)'
.0033]
.0967]
.1000]
.0033]
.1033]
.1000]

-0

o O O o

Figura 6-10 — Reusultado retornado pelo algoritmo de Katzenelson.

Observe que o algoritmo convergiu em 6 iteragdes, tendo cruzado um total de

5 fronteiras até a solucdo. Naturalmente, a solugdo ¢ a mesma obtida no exemplo

anterior, no qual as varidveis da rede adquirem os valores:

96.6667
Ver = .

3.3333

(6.4)

A Fig. 6-11 mostra a curva de solu¢do descrita pelo algoritmo de

Katzenelson, desde o ponto inicial arbitrado (representado por um tridngulo) até a

solucdo da rede (representada por uma estrela). Os pontos de cruzamento da curva de

solucdo com as fronteiras sao representados pelos circulos.
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Curva de Solucan
180

100

WHTZ
L]

-100

_150 1 1 |
-1580 -100 -a0 0 a0 100 150

WRT1

Figura 6-11 - Curva de solucio tragada pelo algoritmo de Katzenelson.

Note finalmente que, em decorréncia das curvas caracteristicas dos resistores,
todas as regides do espago Vzr possuem as mesmas caracteristicas lineares, e a curva

de solugdo descreve uma reta entre o ponto inicial e o final.

6.3.2. Exemplo 2

Considere o circuito do exemplo anterior, representado na Fig. 6-6.
Definiremos agora a caracteristica dos resistores LPP como sendo interpolagdes LPP

da seguinte curva caracteristica nao linear:

0.54
v (Y]

“[v[1194.6084 (¢

J
A janela de interpolagdo sera estabelecida de — 40 até 40 V, com 30 pontos de
quebra unifirmemente distribuidos neste intervalo. A Fig. 6-12 mostra a curva

caracteristica reusultante dos resistores LPP.
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Curva Caracteristica LPP

I a
I i
| SUBECE SN RN ST e o
g peem
g Dl A W
o .
T Ofeeeees :
E '
: |
D0 - )
135 I ! . . . . .
S R e e e
Y T T R o S T
05 i i i i i i i i
-40 -30 20 -10 o 10 20 30 40
Tensao (V)

Figura 6-12 - Curva caracteristica LPP.

Seguindo o mesmo procedimento utilizado anteriormente, tragamos o lugar
geométrico dos pontos de quebra dos resistores no espago Vg, como mostra a Fig. 6-
13.

Civisao do Espaco em Regioes Lineares
40

20F

10

WRTZ
=

-10

-20

-30 E

-40 -30 -20 -10 ] 10 20 30 40
YRT1

Figura 6-13 - Lugar geométrico dos pontos de quebra dos resistores LPP.



Elegendo o ponto inicial:

VRT::[

-10
10 |’

o algoritmo de Katzenelson nos fornece o resultado mostrado na Fig. 6-14.
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(6.6)

>> gsolver (NL)

ans =

rig:
1]
2]
3]
4]
5]
6]

Tempo de Total

typ!
B
‘R
g
‘R
R
g

Tempo de Inicializacédo

Tempo de Processamento

Numero Total de Iteracoes

N1
1]
2]
1]
2]
3]
0]

— —/ /s o/ e

=0
=0
=0
do

.1l4s
.047s
.187s

Convergencia do Katzenelson verificada.

Solugao pela Analise dos Conjuntos de Corte

Katzenelson =31

INE
0]
1]
2]
3]
0]
3]

— —/m /s /e

"I (Ni->Nf)'

.0185]
.1184]
.1000]
.0186]
.0815]
.1000]

Figura 6-14 - Solucio do Algoritmo de Katzenelson.

O algoritmo convergiu em 31 iteragdes, e 30 fronteiras foram cruzadas.

Observe que, no ponto final, as variaveis da rede adquirem o valor:

VRT

|

18.1287
-1.3616

|

(6.7)
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A Fig. 6-15 mostra a curva de solucdo obtida na simulagdo. A curva de
solugdo possui 32 pontos, incluindo o ponto inicial (representado por um tridngulo) e
o ponto final (representado por uma estrela). Os pontos de cruzamento de fronteiras

sdo representados pelos circulos.

Curva de Solucan

12 H

10 [

WHTZ
hJ fa

-10 - 1l ] 10 14 20

Figura 6-15 - Curva de solucio tragada pelo algoritmo de Katzenelson.

Na Fig. 6-16, sdo mostradas em detalhe as regides do ponto inicial e do ponto

final da curva de solugao.

Curva de Solucao Curva de Solucao

126 ,
12+ il
14 i
" 05
05+ ;
o o
g 10 §-157
95f Al
2 25}
B5r .
By asl
; . . . : ; ! . : . : . : { . . i . .
425 a2 15 -1 06 -0 95 9 B85 @ 16 165 17 175 18 1as 19 195 20 205
VRTI VRTI

Figura 6-16 — Detalhes da curva de solucio: ponto inicial (2 esquerda) e ponto final (a direita).
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6.3.3. Exemplo 3

Considere agora o circuito retificador de meia onda representado na Fig. 3-17.

N, DN,
Ei R,
No

Figura 6-17 - Circuito com diodo retificador.

Seja R, =1kQ, e D; um resistor LPP cuja caracteristica LPP ¢ determinada

por trés pontos de quebra: (0, 10°), (1,0) e (2, 10°). Sua curva caracteristica é

mostrada na Fig. 6-18.

w10 Curea Caracteristica
0 ! ; ! ! ! : !
8 _________ i' ________ r-=-=-==-=-°-- r=--==---- % ________ T-~~=77°° L £, e -
E _________ i' ________ ommR s PomETTER s % ________ PSRN ) S e [t gD bex
T ' i
£ 4- --------------------------------- -
= :
o} 1
= i
B L LT PR T TP EEE e e Ty e TR Tt SEEEER PP S E e PEERE EEEEEeE .
WY NUVS. SR, S S . ]
T ’
2 TS BN BN B N S
-2 -1.5 -1 05 a 0.5 1 1.5 2
Tensao [v)

Figura 6-18 - Curva caracteristica do diodo retificador D;.

A matriz de entrada de dados da rede ¢ mostrada na Fig. 3-18.
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NL = [1 110 E1;
2 02 0 0.001;
3012 -2];

Figura 6-19 - Matriz de entrada de dados.

Nosso objetivo consiste em simular a retificagdo de uma tensdo senoidal
fornecida por E,. Para tal, E; sera igualada, a cada passo, a um ponto da sendide
mostrada na Fig. 6-20. Utilizaremos, a cada passo, o algoritmo de Katzenelson para

calcular a evolucgdo da tensao nos resistor ¢ no diodo.

—————————————————————————————————————————————————————————————————————

Tensao V)

.....................................................................

i i
o0 1200 1400 1600 180 200
lteracan

Figura 6-20 - Tensio da fonte E;.

Como resultado, as Fig. 6-21 e 6-22 trazem graficos com a evolucdo das

tensoes em Ry e D;.
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i
200

A oesua]

[teracan

Figura 6-21 - Tensio no resistor R;.

I»)oesua|

100 120 140

[teracan

B0

40

20

diodo D;.

Figura 6-22 — Tensio no

Oes se igualam a tensdo de E,,

Note finalmente que somadas, essas tens

satisfazendo assim a SLK.
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6.4. Método de Refinamento Hierarquico

Para ilustrar a aplicagcdo do método de refinamento hierdrquico, utilizaremos

novamente o circuito da Fig. 6-6, considerando agora resistores ndo lineares.

A janela de interpolacdo inicial sera de -120V a 120V, e faremos o niimero de
pontos de quebra por interpolagdo igual a 5.
A curva caracteristica dos resistores nao lineares serd dada pela equagao:
0.54
v (1]

“[v[|194.6084 ) ° (9

J

a qual pode ser visualizada na Fig. 6-23.

Arbitramos ainda o ponto inicial da simulagdo:

_[Y 6.9
VRT_O' (6.9)

Curva caracteristica

Corrente (&)

150
Tensao (W)

Figura 6-23 - Curva caracteristica dos resistores nao lineares.
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A cada iteragcdo, o método de refinamento hierarquico faré a interpolagao LPP
dos resistores, dividira o espaco Vzrnas devidas regides lineares, e tragard uma curva
de solucdo utilizando o algoritmo de Katzenelson, tomando como ponto inicial a

solucdo obtida no refinamento anterior.
O algoritmo sera interrompido quando uma de trés condigoes for satisfeita:
e Numero de iteragdes for superior a 100;
e A equagio (5.19) for satisfeita, com ¢, =10 e &, =10™°; ou
e A equagdo (5.26) for satisfeita, com d=¢,.

Detalharemos a seguir cada uma das iteracdes do método de refinamento

hierarquico na solu¢do da rede ndo linear.

Em cada uma das figuras seguintes, a curva de solucdo sera tragada com linha

pontilhada, e as fronteiras serdo tragadas com linhas continuas.

O ponto inicial serd representado por um tridngulo, o ponto final, por uma

estrela, e os pontos de cruzamento de fronteiras, por circulos.

As fronteiras, a curva de solucdo e todos os pontos destacados serdo
desenhados com cores diferentes a cada iteragao.
Primeira Iteracao

A Fig. 6-24 mostra a primeira iteracdo do método, em vermelho.
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Curva de Solucao - Iteracand
150 -

100

=

VRTZ ()
[}
__k

A0 -

-100 -

_150 1 1 1 1 1 1
-150 -1a0 50 a =1 100 150

YRTT (V)

Figura 6-24 - Primeira iteracdo do método de refinamento hierarquico.

Nesta itera¢do, o método encontra como solugdo desta primeira rede LPP o

ponto

28.8568 (6.10)
Ver = R .
KT 1.3.6430

que ja consiste em uma aproximagao grosseira da solug¢do da rede ndo linear.
A estimativa do erro desta solugdo, dada pela equagao (5.24), ¢ de:

Err (vg,) = 0.0601. 6.11)

Segunda Iteracao

Observe, na Fig. 6-24, a regido linear onde foi encontrada a solug¢do da rede

LPP na primeira iteragdo (tridngulo vermelho). Chamemo-la Regido-1.

Na segunda iteracdo, a janela de interpolacdo de cada resistor sera igualada
aos limites impostos pelas fronteiras da Regido-1. Nesta nova rede LPP, serd mantido

o numero de pontos de quebra. Assim, na Fig. 6-25, vemos, em azul, as novas
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fronteiras resultantes deste primeiro refinamento. As fronteiras anteriores sao

mantidas em vermelho por ilustragao.

Curva de Solucao - Iteracant
160 -

100

=

VRTZ (V)
_

A0

-100 -

_"ISD 1 1 1 1 1 1
-150 -100 -a0 o =l 100 140

YRT1 (V)

Figura 6-25 - Em azul: fronteiras do primeiro refinamento.

O préximo passo do algoritmo ¢ considerar como ponto inicial a solugao
obtida na iteracdo anterior, explicitada em (6.9), e resolver a nova rede LPP
utilizando o algoritmo de Katzenelson. A Fig. 6-26 traz, em azul, a curva de solugdo

desta segunda iteracao.



Curva de Solucao - [teracan?

S0 -

20

-30

VRTZ (W)

-0 F

S0

B0

0 10 20 30 40
YRTT (V)

B0

Figura 6-26 — Em azul: curva de solucio da segunda iteracio.
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Note que, em concordancia com o reusultado obtido no item 5.7, na segunda

iteracdo, a solu¢do da nova rede LPP (representada pela estrela azul) permanece

interior a Regido-1 (tridngulo vermelho).

Nesse ponto, temos:

17.8586
V =
Rt 1.3.5740

Err (v, ) =0.0158.

Terceira iteracao.

(6.12)

(6.13)

Seja Regido-2 a ultima regido atingida na segunda iteracdo. Na Fig. 6-26, a

Regido-2 ¢ o triangulo com os dois lados inferiores em azul, e o lado de cima

vermelho.
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Novamente, a janela de interpolagdo de cada resistor ¢ igualada aos limites
impostos pelas fronteiras da ultima regido atingida na iteragdo anterior, no caso, a

Regido-2. A Fig. 6-27 mostra em lilas as fronteiras obtidas no segundo refinamento.

180

100

=

VRTZ (v)
=

A0 -

-100 -

_150 1 1 1 1 1 1
-150 -1a0 50 a =1 100 150

YRTT (V)

Figura 6-27 - Em lilas: fronteiras do segundo refinamento.

Tomando como ponto inicial (6.12), o algoritmo de Katzenelson nos déa a

solucao da nova rede LPP:

17.9524 6.14)
A" = .
K 1.2.0675
com:
Err (vy,) =0.0056. (6.15)

A Fig. 6-28 mostra a curva de solucdo tragada na terceira iteracao, em lilés.
Note que a solucdo da terceira iteragdo, representada pela estrela lilas, permanece

interior a Regido-2, representada pelo triangulo azul.
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Curva de Solucan - teracaod

0
-
£+
z
£
=
101
-158
15 20 s 30

VRTT (V)

Figura 6-28 - Em lilas: curva de solucio da terceira iteracio.

Quarta Iteracao

Seja Regido-3 a ultima regido atingida na terceira iteracdo do método de
refinamento hierarquico. Novamente, temos o refinamento da interpolagdao LPP,
fazendo a janela de interpolacdo de cada resistor igual aos limites impostos pelas
fronteiras da Regido-3. A Fig. 6-29 mostra na cor preta, as novas fronteiras geradas

neste processo.
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180

100 - //

0t V4

VRTZ (v)
=

50t 7

-100 - /

_150 1 1 1 1 1 1
-150 -1a0 50 a =1 100 150

YRTT (V)

Figura 6-29 - Em preto: novas fronteiras adicionadas no terceiro refinamento.

Tomando agora (6.14) como ponto inicial, o algoritmo de Katzenelson traga a
curva de solugdo representada em preto na Fig. 6-30. Observe mais uma vez que a
solucdo (estrela preta) permanece interior a ultima regido atingida na iteragdo

anterior (triangulo lilas).

Neste ponto, temos:

18.1288 (6.16)
\'% = .
RT1.1.3785

com:

Err (v, ) =0.0003. (6.17)



Curva de Solucao - [teracand

a5

-15F

ZoE

VRTZ ()

A5

S

35+

Figura 6-30 - Em preto: curva de solu¢io da quarta iteracio.

1
15 15.5 16

1
16.5

1
17

YRTT (V)

7.5
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Note agora que (6.17) satisfés o terceiro critério de parada, finalizando o

algoritmo com a seguinte saida:
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ans =

lidl
1]
21
3]
4]
5]
6]

— —/m /s o/, e

>> solver (NL)

Tempo de Total

Leyp'
B
R
e
R
R
e

Tempo de Inicializacgdo

Tempo de Processamento

Numero de Refinamentos =4
Numero Total de Iteracoes

Erro Estimado =0.00027363

lNil
1]
2]
1]
2]
3]
0]

— —/ /s o/, e

=0
=0
=0

do

Solugao pela Analise dos Conjuntos de Corte

.156s
.422s
.578s

Katzenelson =7

'Nf! " (VE-Vi) !
[ 0] [ 10]
[ 1] [ 18.1288]
[ 2] [-18.1288]
[ 3] [ -1.3785]
[ 0] [ 29.5073]
[ 3] [-29.5073]

'T(Ni->Nf) '

— —/m /s o/, e

.0184]
.1184]
.1000]
.0187]
.0816]
.1000]

Figura 6-31 - Solucio da rede nio linear pelo método de refinamento hierarquico.

Como ilustragdo adicional, a Fig. 6-32 traz os graficos de evolugdo das

tensdes nos resistores da rede ao longo das sete iteracdes realizadas pelo algoritmo de

Katzenelson. As linhas em vermelho mostram os limites das janelas de interpolagao

que se vao estreitando ao longo dos diversos refinamentos.
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Ewolucao da tensao em R1 Evolucao da tensao em R2
T T T T T

150 150 ™

100

50
o 2
£ 0 z
= g

S/

-100

2 3 4 5 5 7 8 1 2 3 4 i B 7 8
lteracan lteracan

Evolucao da tensan em R3
18 T j T 1 7 T

%3 (Volts)

150 | | i

lteracao

Figura 6-32 - Em azul: evolucao das tensdes nos resistores. Em vermelho: limites das janelas de

interpolacio.

Finalmente, a Fig. 6-33 mostra a evolu¢do de Err(vg,) nas 4 iteragdes do

algoritmo.

Grafico de Convergencia

lteracao

Figura 6-33 - Graifico de convergéncia do método de refinamento hierarquico.
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6.5. Solucao de Redes Hidraulicas

A andlise em regime permanente das vazdes e pressdes em redes hidraulicas ¢
um problema da mais alta importancia em engenharia. Para tanto, muitos algoritmos

e métodos computacionais foram propostos nas ultimas décadas [35 a 41].

A solucdo para as vazoes e pressoes em uma rede hidraulica € obtida quando
sdo satisfeitas as equagdes de continuidade do fluxo e de conservacdo da energia ao
longo de toda a rede. As equacdes de continuidade do fluxo sdo equagdes algébricas
lineares obtidas para cada juncdo ou n6 da rede, ao passo que as equacdes de
conservagao da energia (obtidas para lacos da rede) sdo, em geral, equacdes
algébricas ndo-lineares. Até o presente ndo existem métodos para a solucdo direta e
simultanea dessas equacdes. Faz-se, portanto, necessaria uma abordagem numérica
do problema, na qual uma solugdo inicial ¢ arbitrada (geralmente satisfazendo as
equagdes de continuidade) e, em seguida, iterativamente corrigida até que o sistema

seja globalmente satisfeito.

Virios algoritmos numéricos foram propostos para resolver sistemas de
equagdes nao lineares em redes hidraulicas, dentre os quais figuram principalmente:
Hardy-Cross — um dos primeiros métodos de solucdo, tradicionalmente utilizado,
proposto por Cross em 1936 [35]; Newton-Raphson — proposto por Martin e Peters
em 1963 [36]; o método linear — explorado por Wood e Charles em 1972 [37]; e mais
recentemente 0 método do gradiente, proposto por Todini e Pilati em 1988 [38].
Outras abordagens de solucdo de redes foram paralelamente propostas utilizando a

teoria da otimizacao [39, 41].

A qualidade de um algoritmo iterativo na solucdo de redes hidraulicas pode
ser avaliada segundo sua capacidade de convergir para uma solugdo com certo grau
de precisao no menor tempo possivel. A convergéncia, na maioria desses algoritmos,
de acordo com Wood [40], ¢ fortemente restringida pela dimensdo e topologia da
rede, pela natureza de seus elementos e fundamentalmente pela soluc¢do inicial

arbitrada.
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Desde o trabalho publicado por Wood em 1981 [40], os algoritmos para a
analise de redes hidrdulicas tém sido avaliados empiricamente quanto a suas
propriedades de convergéncia. Com efeito, como nenhum dos métodos citados acima
possui garantia de convergéncia, ndo resta sendo a avaliagdo empirica como ultimo

recurso para aferir a confiabilidade de cada método de solugao.

Nas se¢des seguintes, revisaremos a formulagdo tradicional de redes
hidraulicas e faremos a aplicagdo do Método de Refinamento Hierarquico na solugdo

destas redes.

Dado que o Método de Refinamento Hierarquico possui demostracao
matematica de convergéncia, acreditamos que este represente uma significativa
contribuicdo para elenco tradicional de algoritmos utilizados na solugdo de redes

hidraulicas.

6.5.1. Topologia da Rede

A representacdo topologica tradicional de redes hidraulicas difere
essencialmente da representacdo de circuitos elétricos, porque, ao contrario do que
ocorre com a carga elétrica nos circuitos, numa rede hidraulica ndo costuma haver
conservagao global da massa. A Fig. 6-34 mostra uma rede hidraulica simples, com

dois reservatorios, trés pontos de consumo e sete tubos.

Figura 6-34 — Rede Hidraulica.

Colins et al. [41] propdés uma topologia da rede que incorpora um né
imagindrio de referéncia (T) para solucionar o sistema utilizando técnicas de

programacgdo linear. Em nossa analise, seguiremos este mesmo modelo para
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formulacao da rede, sendo que, diferentemente do modelo de Colins, como nao
restringiremos o sinal da vazdo nos tubos, ndo teremos que duplicar os tubos para

expressar a possibilidade de fluxo nos dois sentidos.

Para simulagdo em regime permanente, a conservacao global da massa sera
obtida pela adi¢ao de ramos virutuais, que conectam os pontos de consumo ao no6 de

referéncia, e conectam o no6 de referéncia aos reservatorios, como mostra a Fig. 6-35.

Figura 6-35 - Adicao do né de referéncia e de ramos virtuais para conservacio global da massa.

A imposicao do no6 de referéncia, dos ramos virtuais e da conservagao global
da massa permitir-nos-4 formular a rede tanto pela anélise nodal quanto pela andlise
de cortes [43]. Observe que a rede resultante na Fig. 6-35 sugere uma analogia direta
com um circuito elétrico. Mais adiante, faremos uso desta analogia para aplicarmos o

M¢étodo de Refinamento Hierdrquico a solugdo de redes hidraulicas.

6.5.2. Equacées da Rede

As equagdes basicas que determinam o fluxo de um fluido em uma rede
hidraulica sdo a Equacao da Conservagdo da Massa e a Equacdo da Conservagao da

Energia.
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Equacio da Conservaciao da Massa

Para todo n6 que representa uma juncdo de tubos, a equagdo da Conservagao
da Massa estabelece que a soma algébrica dos fluxos que entram e que saem do n6 ¢é

igual a zero. Para toda jungao j, isto pode ser expresso como:
N;
an = C, .para todo . (6.18)
ne{j}

onde g, ¢ o fluxo no tubo n; C; ¢ qualquer demanda externa de consumo; N; € o
nimero de tubos conectados a jungdo j, e {j} ¢ o conjunto de tubos conectados a

Jungao ;.
Equacio da Conservaciao da Energia

A equacgdo da conservagdo da energia estabelece que a soma das perdas de
carga piezométrica nos tubos ao longo de qualquer caminho entre dois nods ¢ igual a

diferenca de carga piezométrica entre estes dois nos, expressa por:
Ny

AE, = h, paratodo k. (6.19)

ne{k}

A variavel &, indica a perda de carga no tubo n pertencente ao caminho k; N; ¢ o
numero de tubos no caminho &, e {k} ¢ o conjunto de tubos pertencentes ao caminho

k. AE, indica a diferenca de carga piezométrica entre dois nds conectados pelo

caminho £.

Caracteristicas dos Tubos

As caracteristicas dos tubos nos fornecem, finalmente, um ultimo grupo de

equagdes para a formulagao da rede:
h,=d,q,, (6.20)

onde d, ¢ chamada resisténcia de escoamento, e podera ser calculada pela formula de
Colebrook e White [44]. Note que d, podera ser expressa tanto em termos de g,

como de /,, como expressa a equacao:

d =c,|q,""'=¢"h |~ (6.21)
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1 , . A
onde B =—; ¢, ¢ uma constante do tubo que depende do comprimento, do diametro
a

e da rugosidade do tubo, bem como das caracteristicas do fluido; e o expoente o ¢

comumente escolhido na faixa 1,8 <a <2. A relagdo constitutiva de cada tubo

podera, portanto, ser expressa como:

qn :cn_ﬂ'hn N | hn |ﬂi1 (622)

6.5.3. Analogia elétrica

Por tudo o que foi dito acima, encontramos a seguinte analogia entre as

formulagdes dos sistemas hidraulico e elétrico:

Tabela 6-1 - Analogia entre redes hidraulicas e redes elétricas.

Redes Elétricas Redes Hidraulicas
Primeira Lei de Kirchhoff Equagdo da Conservagao da Massa
Segunda Lei de Kirchhoff Equacdo da Conservacgdo da Energia

Resistores ndo lineares Tubos
Fontes de Tensao Ramo virtual do Reservatorio
Fontes de Corrente Ramo virtual de Consumo
Tensdo (V) Carga (m)
Corrente (A) Vazdo (m’/s)

Dado que fisicamente os tubos de uma rede hidrdulica apresentam
caracteristicas monotonicamente crescentes, podemos extender o Método de
Refinamento Hierarquico ao dominio da hidraulica para solucdao de redes em regime

permanente.

Por simplicidade, ndo reescreveremos aqui todo o equacionamento do método
para o problema hidraulico, mas faremos simplesmente uso da analogia elétrica para

solucionar tais redes.
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6.5.4. Aplicacdo do Método de Refinamento Hierarquico

Como exemplo, considere a rede hidraulica da Fig. 6-36, a qual foi utilizada
por Wood em [44] para estabelecer uma comparacdo empirica entre as caracteristicas

de convergéncia de diferentes algoritmos de solugao.

0,1043 m'/s Q )' ® 2, ® _; @/ 00379 m’s
'z v 15 V7
10 11 12 : i
@ > @ > @ > ® > @ 0,0442 m'/s
0,0345 m'/s § 0,0252 ms
* 14 VY 16 18 5
@ ®
. » 6 > TN 0,0315mYs

Figura 6-36 - Rede hidraulica, Wood-81.

A rede possui seis vazdes externas fixas, nos nos 1, 4, 5, 6, 9 e 11, como

mostra a Tebela 6-2.



Tabela 6-2 - Vazoes fixas -

entradas da rede.

No Vazdo (m3/seg)
1 0,1043
4 -0,0379
5 -0,0442
6 -0,0315
9 -0,0345
11 -0,0252
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As caracteristicas dos tubos sdo dadas, em unidades do SI, pela equacio de

Hazen-Williams:

1 L.g"**
ho— 0,78.L.q

= e m
L 1,852 4,87
c™.D"

(6.23)

onde C representa o coeficiente de rugosidade; L o comprimento; D o didmetro; e g a

vazdo em m’/s. Os didmetros, comprimentos e rugosidades dos tubos utilizados neste

exemplo sdo mostrados na Tabela 6-2.
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Tabela 6-3 - Caracteristicas dos tubos da rede da Fig. 6-36.

Tubo No. Didmetro (m) Comprimento (m) Rugosidade
1 0,305 4572 130
2 0,203 304,8 130
3 0,203 365,8 120
4 0,203 609,6 120
5 0,203 853,4 120
6 0,203 335,3 120
7 0,203 304,8 120
8 0,203 762 120
9 0,203 2438 100
10 0,152 396,2 100
11 0,152 304,8 100
12 0,254 335,3 130
13 0,254 304,8 130
14 0,152 548,6 120
15 0,152 335,3 120
16 0,152 548,6 120
17 0,254 365,9 130
18 0,152 548,6 120
19 0,152 396,2 120

Para ilustracdo, a Fig. 6-37 mostra as curvas caracteristicas dos tubos da rede,

desenhadas com base em (6.23) e na Tabela 6-3.
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Caracteristicas dos Tubos

=

dm

-

S i
s~
025

[Has jcw) oezeps

10

-3

-10

Perda de Carga ()

Figura 6-37 - Curvas caracteristicas dos tubos.

Pelas relagdes indicadas na Tabela 6-1, obtemos para a rede hidraulica da Fig.

6-36 a rede elétrica andloga representada na Fig. 6-38, cuja matriz de entrada de

dados ¢ mostrada na Fig. 6-39.
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Figura 6-38 - Rede elétrica analoga.
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RH=[1 0 0 1 -1

2 0 1 2 -1

3 0 2 3 -1

4 0 3 4 -1

5 0 5 4 -1

6 0 6 5 -1

7 0 7 6 -1

8 0 8 7 -1

9 0 0 8 -1
10 0 8 9 -1
11 0 9 10 -1
12 o 10 11 -1
13 0 11 4 -1
14 0 9 7 -1
15 0 1 9 -1
16 0 10 6 -1
17 0 2 10 -1
18 0o 11 5 -1
19 0 3 11 -1
20 2 7 0 0.1043
21 2 8 7 0.0379
22 2 10 7 0.0442
23 2 3 7 0.0315
24 2 7 4 0.0345
25 2 5 7 0.0252];

Figura 6-39 - Matriz de entrada de dados da rede.
Escolheremos como ponto inicial do algoritmo de refinamento hierarquico
Ver =0.

Como critérios de parada, estabelecemos que:

Num_ Max It Ref=100;

Erro_abs=1e-9; ¢
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e Erro_rel = le-6.

Estabeleceremos ainda que a janela de interpolagdo inicial é extremamente
grande, de —10° até +10°, e que o numero de pontos de quebra por interpola¢io é

igual a 10.

A Fig. 6-40 mostra a saida do Método de Refinamento Hierarquico, € na Fig.

6-41 visualizamos o grafico de convergéncia até a solugao.
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> solver_ ANM (RH)

Solugao pela Analise Nodal Modificada
=0.469s

Tempo de Total

Numero de Refinamentos =11

Numero Total de Iteracoes do Katzenelson =51

Erro Estimado =8.8275e-010

ans =

[
[
[
[
[
[
[
[
[
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.0888]
.9273]
.7059]
.4151]
.4782]
.3393]
.3811]
.3741]
.6907]
.1315]
.9320]
.0364]
.1479]
.5056]
.4704]
.0454]
.4751]
.3303]
.2672]
.0648]
.3741]
.4264]
.6573]
.2422]
.7204]

"I (Ni->Nf) "
.0608]
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.0172]
.0098]
.0088]
.0121]
.0136]
.0082]
.0435]
.0026]
.0086]
.0071]
.0159]
.0054]
.0165]
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.0271]
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Figura 6-40 - Saida do Método de Refinamento Hierarquico.



183

Note que para obter a solu¢io da rede com erro estimado inferior a 107,
foram realizadas 51 iteracdes do algoritmo de Katzenelson em 11 refinamentos

sucessivos. O tempo de processamento foi de 469ms.

Grafico de Convergencia

Err(vRT)
=
s

e IR N A I NN S NN N N

[teracan

Figura 6-41 - Grafico de Convergéncia do Método de Refinamento Hierarquico.

6.6. Observacoes quanto a Performance Computacional

Faremos agora algumas observacdes acerca da performance computacional
do Método de Refinamento Hierarquico. Para tal utilizaremos novamente a rede do

exemplo anterior, variando alguns parametros de simulagao.

Escolha do Nimero de Pontos de Quebra

A Tabela 6-4 contém o resultado de 18 simula¢des variando a janela inicial de
interpolagdo e o numero de pontos de quebra utilizado nas interpolagdes dos
resistores. Os critérios de parada sdo os mesmos do exemplo anterior, ¢ todas as

simulagdes partiram do ponto v, =0. A variavel ‘r’ denota o nimero de

refinamentos realizados até a solucdo, ‘k’ denota o numero total de iteragdes do
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algoritmo de katzenelson ao longo dos diversos refinamentos, ¢ ‘t” denota tempo de

processamento.

Tabela 6-4 - Performance do Método de Refinamento Hierarquico em funcio da Janela de

Interpolacio Inicial e do Nimero de Pontos de Quebra: ‘r’ denota niimero de refinamentos, ‘k’

numero total de iteracdes do algoritmo de katzenelson, e ‘t’ tempo de processamento.

N° PQ
4 10 20 50 100 1000
Janela
Inicial
R=9 R=5 r=4 R=3 r=2 r=1
20 k=23 k=26 k=37 k=83 k=139 k=787
£=0.265s | £=0.313s | £=0.375s | £t=0.687s | £t=1.281s | £=6.578s
R=11 R=6 r=4 R=3 r=3 r=2
200 k=24 k=35 k=51 k=94 k=153 k=700
£t=0.359s | £t=0.407s | £=0.453s | £t=0.75s t=1.343s | £t=5.828s
R=19 R=10 r=7 R=6 r=>5 r=3
2000000 k=40 k=50 k=63 k=125 k=203 k=1691
£=0.484s | £=0.484s | £t=0.546s | £=1.015s | t=1.766s | £t=14.484s

Note que, de acordo com a Tabela 6-4, o tempo de solugdo estd intimamente

relacionado com o numero total de iteragdes do algoritmo de katzenelson.

Conseqlientemente, o tempo de solugdo ¢ proporcional ao nimero de pontos de

quebra arbitrado e ao tamanho da janela de interpolagdo inicialmente estabelecida.

Verificamos, portanto, que, fixada uma janela de interpolacdo inicial, o

algoritmo serd tanto mais rapido quanto menor for o nimero de pontos de quebra

estabelecido’ .

Escolha da Soluc¢io Inicial

Analisaremos agora a influéncia da escolha da solu¢do inicial no tempo de

processamento. Para tal, fixemos a janela inicial de interpolagio em 2x10°, e

facamos o nimero de pontos de quebra igual a 6.

okt . ~ . , ~ . . A
Para caracterizagdo LPP dos resistores, este nimero ndo deve ser inferior a trés.
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Definiremos os pontos iniciais da seguinte forma:
o _
V er =k x1,, (6.24)
onde k ¢ uma constante real ¢ 1, € um vetor unitario de dimensao n:

1L=[1 1 - 1]. (6.25)
S

nelementos

Para efeito de comparagdo, explicitamos que, na solucdo da rede:

(sol)

=4.0292. (6.26)

Vi

Tabela 6-5 - Influéncia da escolha da solucéo inicial no tempo de processamento. N é o niimero

de fronteiras cruzadas na soluciio da primeira rede LPP.

VRT(O) =kx1, Tempo de Processamento N
k=0 0.453s 0
k=4.0292 0.453s 0
k=1.000 0.453s 0
k= 50.000 0.453s 0
k=100.000 0.468s 2
k=250.000 0.579s 17
k=500.000 0.594s 19

A Tabela 6-5 revela que a escolha do ponto inicial neste exemplo ndo afetou

significativamente o tempo que o algoritmo levou para chegar a solucao.

Observe que os tempos de processamento diferem exclusivamente devido ao

numero de fronteiras cruzadas na solugdo da primeira rede LPP.

Mas por que isto acontece? A resposta ¢ que, como o ponto inicial na solugdo
da proxima rede LPP serd a solucdo da rede LPP anterior (que ¢ Unica), a partir da
segunda rede LPP o algoritmo seguird o mesmo caminho até a solu¢do da rede,

independentemente do ponto inicial arbitrado.
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Temos assim um importante resultado: se o numero de pontos de quebra
escolhido ¢ relativamente pequeno, o tempo de solucdo do Método de Refinamento

Hierarquico praticamente independe do ponto escolhido como solu¢do inicial.

6.7. Sumario

Neste capitulo apresentamos simulagdes computacionais referentes aos

métodos para a solugdo de circuitos elétricos abordados nos capitulos anteriores.

No item 6.2 foi feita uma comparagdo entre as metodologias da andlise de
cortes e da andlise nodal modificada para solu¢do de circuitos lineares. Nesta analise
ficou evidente que a formulagdo da rede pela analise de cortes consome um maior

tempo devido a busca da arvore no grafo da rede.

No item 6.3 apresentamos alguns exemplos de aplicacdo do algoritmo de
Katzenelson para solu¢do de redes LPP. A titulo de ilustragdo, apresentamos o

tracado da curva de solugdo bidimensional no plano Vgr.

No item 6.4 mostramos a solu¢do de uma rede nao linear pelo Método de
Refinamento Hierdrquico. Uma curva de solu¢do bidimensional foi tragada no plano
Vrr, mostrando o processo de refinamento e evidenciando a propriedade da

imanéncia da curva de solugdo apresentado no Capitulo 5.

O item 6.5 tratou da aplicacdo do Método de Refinamento Hierdrquico na
solucao de redes hidraulicas. A formulacdo de redes hidraulicas foi sinteticamente

discutida, e apresentamos a solu¢do de um problema classico da literatura.

O item 6.6 faz finalmente algumas considera¢des de performance
computacional, nas quais concluimos que o Método de Refinamento Hierarquico
possui melhor desempenho operando com um nimero reduzido de pontos de quebra,
fazendo a janela inicial de interpolagdo a menor possivel. Também verificamos que,
nessas circunstancias, o tempo de solugdo praticamente independe da solugdo inicial

arbitrada.
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Capitulo 7

CONCLUSOES

Neste capitulo apresentaremos as conclusdes do nosso estudo, ressaltando os
principais resultados obtidos e apontando possiveis encaminhamentos de futuros

trabalhos.

7.1. Considerac¢oes Gerais

Ao longo destas paginas desenvolvemos um amplo estudo sobre redes
resistivas nao lineares, constituidas por geradores independentes de tensdo e de
corrente, bem como por resistores ndo lineares de caracteristicas monotonicamente

crescentes.

Como principal resultado, apresentamos no Capitulo 5 o Algoritmo de
Refinamento Hierdrquico para solu¢do numérica de redes deste tipo. O método de
Refinamento Hierarquico possui prova matematica de convergéncia e, de acordo com

os resultados do Capitulo 6, apresentou bons desempenhos computacionais.
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A 1idéia basica por tras do Método de Refinamento Hierarquico consiste em
chegar a solucdo da rede resolvendo séries de redes LPP, obtidas por interpolacdes

LPP cada vez mais acuradas da rede original.

Para tanto, foi de fundamental importancia o estudo da teoria das redes LPP,
desenvolvido no Capitulo 4, bem como o estudo do algoritmo de Katzenelson, capaz
de determinar com garantia de convergéncia a solu¢ao de redes LPP em um niimero

finito de iteragoes.

Um importante resultado obtido no Capitulo 5 foi a propriedade da imanéncia
da curva de solucdo na proxima regido linear a ser refinada. Segundo esta
propriedade, a curva de solugdo, nos refinamentos subseqiientes, permanece interior

a regido linear que contém a solu¢ao da rede LPP anterior.

Assim, uma vez solucionada uma rede LPP, o proximo refinamento sera feito
somente dentro de uma pequena regido do espago, onde se tem certeza de que estara
a solugdo da proxima rede LPP. Esta propriedade ndo s6 torna viavel, como confere

grande agilidade computacional ao Método de Refinamento Hierdrquico.

7.2. Escolha dos Parametros de Simulacio

A performance computacional do Algoritmo de Refinamento Hierarquico na

solucdao de uma rede nao linear concreta ¢ afetada por trés fatores:
e Escolha da janela de interpolagao inicial;

e FEscolha do numero de pontos de quebra para interpolagio LPP das

caracteristicas dos resistores;

e Escolha do ponto inicial.

Para um melhor desempenho computacional, a janela de interpolacdo inicial
de cada resistor devera ser tanto menor quanto possivel. No entanto, o método exige
que a janela de interpolagdo inicial contenha simultaneamente a tensdo do resistor no
ponto inicial e a tensdo do resistor na solu¢do. Em casos praticos, esta janela ¢

estimada suficientemente grande para satisfazer a estes requisitos.
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No Capitulo 6 pudemos verificar que o tempo de solucao ¢ proporcional ao
nimero de pontos de quebra arbitrado. Concluimos, portanto, que o Método de
Refinamento Hierdrquico ¢ otimizado quando estabelecemos poucos pontos de

quebra para interpolagdo dos resistores.

Nesta configuragdo otimizada, verificamos ainda que o tempo de solugdo

praticamente independe da solugdo inicial estabelecida.

7.3. Aplicacao em Solucao de Circuitos Elétricos

O Meétodo de Refinamento Hierarquico aqui apresentado mostrou ser uma

eficiente ferramenta de simulag@o de circutos nao lineares.

Dado que a maior parte dos dispositivos eletronicos utilizados na pratica
possui curva caracteristica volt—-ampére monotonicamente crescente, pode-se prever
a utilizacdo do Método de Refinamento Hierarquico na simula¢do de uma ampla
gama de circuitos com elementos lineares e ndo lineares, e, concretamente, na

simulacao de circuitos contendo componentes semicondutores.

7.4. Aplicag¢ao em Solucido de Redes Hidraulicas

Destacamos ainda o Método de Refinamento Hierdrquico como uma

ferramenta valiosa na solucgdo de redes hidraulicas.

Como foi dito no Capitulo 5, tradicionalmente os algoritmos para analise de
redes hidraulicas tem sido avaliados empiricamente quanto a suas caracteristicas de
convergéncia. Até onde nossa revisdo bibliografica pode alcancar, ndo existem
métodos de solucdo de redes hidraulicas que apresentem simultaneamente garantia
de convergéncia e eficiéncia computacional. Como vimos, o Método de Refinamento

Hierarquico apresentou estas duas importantes caracteristicas.

7.5. Trabalhos Futuros

Seguindo o curso da evolugdo da teoria das redes LPP a partir da sua origem
(com o trabalho de Katzenelson), apontamos como sugestdes para trabalhos futuros:
a extensdo do Método de Refinamento Hierarquico para solugdo redes mais

genéricas, e, posteriormente, a sua extensao para regimes transitorios.
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A generalizacdo da rede podera contemplar a inclusdo de outros tipos de
elementos no circuito, lineares ou ndo, tais como capacitores, indutores, fontes

controladas, amplificadores operacionais, etc.

Além do mais, suprimindo-se a restricio da monotonicidade crescente nas
caracteristicas dos elementos, obtemos redes ndo lineares que podem apresentar
multiplas solugdes. Diversos autores [17, 19, 21] propuseram métodos de solugao de
redes LPP com tais caracteristicas. Nessa linha de pesquisa, vislumbramos a
possibilidade de extender o Método de Refinamento Hierarquico para redes mais

genéricas.

Mais recentemente, outros trabalhos foram apresentados a respeito da anélise
dindmica de redes LPP [10, 11]. Nesta mesma linha, sugere-se o estudo da aplicagdo

do Método de Refinamento Hierarquico na analise dinamica de redes ndo lineares.
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