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Energia y Trabajo
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En este capitulo! vamos a introducir el concepto fundamental de este curso. Se trata de
la nocién de energia, cuya comprension fue el fruto de un largo periodo de desarrollos en
mecanica clasica.

2.1 Energia y trabajo para masas puntuales

Consideremos a una particula puntual de masa inercial constante m sujeta a una fuerza neta
externa, y por tanto que satisface

F=ma.
El intento por comprender a fondo esta sencilla relacion llevé a la consideracién de la compo-
nente de la fuerza F' sobre la trayectoria de la particula. La proyeccién de la fuerza sobre la
tangente a la trayectoria en un punto dado, esta determinada por la proyeccién de F' sobre la
velocidad ¢. Dicha proyeccién es facil de evaluar mediante el producto interno como

'Notas de curso, en IATRX por A. Anzaldo Meneses.
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- dv
Fi=mZ. 7 2.1
v=m— 7, (2.1)

ya que a@ = dv/dt. El lado izquierdo estd dado en coordenadas cartesianas por

. dx dy dz
F-v=F, F, F,—
veh gt T
El lado derecho es puramente geométrico y tiene una forma sencilla. Resulta que nos recuerda
a la derivada del cuadrado de una funcion. Segun la regla de Leibnitz, aplicada al producto de

dos functiones A(t) y B(t), tenemos que

d(AB) dA dB
i @ P
Es por tanto claro, que para A = B
LA L)
d 2 dt ’

Si ahora aplicamos suscesivamente esta regla a cada sumando del producto escalar del lado
derecho, y usando que las constantes pueden ser escritas de cualquier lado de una derivada,
tendremos que

dv%#— dvy+vdvz> im(v + vl +02).
a = dt dt 2

Este es un resultado importante. Hemos obtenido que el factor de integracién ¢ permite escribir
al lado derecho como a la derivada de una funcién escalar dada por un medio del producto de
la masa inercial por el cuadrado de la rapidez. Dado que estamos basicamente usando nada
mas la segunda ley de Newton no es sorprendente que esta cantidad sea fundamental también.
Se denomina Energia Cinética a la cantidad

m(vy

E.., = %UQ = %(vi + v§ + v2). (2.2)

Las unidades fisicas de toda energia son los “Joules” que son Newtons-metro. Con ello ten-

dremos que
= d
F N 17: 7Ecin . 23
gy Ein. (2.3)
Pensemos ahora que queremos conocer la contribucién total de la fuerza F al desplazamiento
de la masa m desde el punto {x4,ya, 24} al tiempo t4, hasta el punto {xg,yp, z5} al tiempo

tp. Esto lo logramos sumando (“en el sentido de Riemann”) de la manera siguiente

B te
/ F.gdt = / L B dt. (2.4)
ta ta dt

Pero el lado derecho es simplemente la energia cinética evaluada en el limite superior menos la
energi cinética evaluada en el limite inferior por un teorema bien conocido del célculo, asi que
tendremos

tp
/ P E I Ay B (2.5)
ta d
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En donde hemos escrito al cambio de la energia cinética como AE.;, = E.n(tg) — Eein(ta). La
cantidad del lado izquierdo se define como el Trabajo W ejercido por el campo de fuerzas F
efectuado sobre la particula de 74 a g, esto es

Wap= [ Fedi= [ (Fudw+ Fydy + F.dz) (2:6)
TA T

A

Aqui hemos reescrito a la integral en términos del vector de posicién 7, este cambio de variables
de 1ntegra(31on siempre es posible para los problemas que tenemos en mente. Ademds usamos
que dF = idx + jdy + kdz y escribimos F =iF, + ]F + kE,. Integrales del tipo mostrado se
conocen como integrales de linea. Las unidades fisicas del trabajo son igualmente los Joules.

Resumiendo lo anterior, llegamos a la parte medular de este calculo.

Teorema del Trabajo y la Energia

Wap = Aap Eein. (2.7)

El trabajo ejercido por un campo de fuerzas F sobre una particula puntual de masa m desde 74
hasta T esta dado por el cambio en su energia cinética.

Ahora bien existen cierto tipo de campos de fuerzas para los cuales es posible calcular
facilmente la integral del trabajo. Tal situacién ocurre cuando la cantidad F - d7 es una difer-
encial exacta que llamaremos —dU, y por tanto el resultado depende solamente de los limites
de integracién. Asi pues escribimos

/ Fodi=— / dU = —(Up — Up) = —AugU. (2.8)

En donde Uy y Upg son los valores de la funcién U evaluada en los extremos de la trayectoria
de 74 a 7. La funcién U que acabamos de introducir es muy importante y se conoce como
Energia Potencial, y a los campos de fuerzas que tienen asociada una energfa potencial
se les llama Conservativos.

De lo anterior tenemos que si la fuerza neta es conservativa entonces

Wap = =AU = AspEein, (2.9)

con lo cual
Asp(Ein +U)) =0. (2.10)

Este importante resultado es el Principio de Conservacién de la Energia
A pE = 0.
A la cantidad conservada

E = Eg + U, (2.11)
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se le denomina Energia Mecanica Total.

En general, tan solo una parte de los campos de fuerzas son conservativos (macroscépicamente
vistos), por tanto dividimos al trabajo en dos partes como

Wtotal = Wno cons. T Wcons. = Wno cons. AUv (212)

en donde el trabajo total W, estda dado como la suma del trabajo Wi, cons. debido a las
fuerzas no conservativas mas el trabajo W.,,s. = —AU debido a las fuerzas conservativas dado
por el negativo del cambio en la energia potencial asociada a tales campos de fuerzas. Con esta
diferenciacion tenemos que en general el teorema del trabajo y la energia lo escribiremos como

Wno cons. — A14XBE17 (213)
con ¥ =F,,+U.

Definimos para concluir esta seccién a la Potencia como el producto interno

P=F.7, (2.14)
que serd por tanto la rapidez con que el campo de fuerzas realiza trabajo sobre la particula.
Las unidades fisicas de la potencia son los Joules - seg™! que se denominan “Watts”.

2.2 Energia y Trabajo para Cuerpos Rigidos.

El movimiento del centro de masas estd determinado mediante

Fopy = Ma,,,. (2.15)

Ademas tendremos que la cantidad de movimiento total del cuerpo rigido sera igual a la cantidad
de movimiento del centro de masas, P = M., . Finalmente, como el trabajo efectuado por
las fuerzas internas es cero, el cambio en la energia cinética del cuerpo rigido esta dado por el
trabajo realizado por las fuerzas externas a él

AE i = Wy (2.16)

Si las fuerzas externas son ademas de tipo conservativo y por tanto derivables de un potencial
Uest, entonces, Wepy = AU, v con ello la energia total del cuerpo rigido se
conserva .

AE =0. (2.17)

en donde definimos a la energia total como K = E.;, + U.,,., siendo la energia potencial
del cuerpo rigido U.,, = U..

Finalmente, para la energia cinética de un elemento de masa dm que describe un circulo de
radio R, alrededor del ¢je z con velocidad angular wk, estd dada por (dm)R2w?/2, por lo que
nuevamente sumando en el sentido de Riemann todas las contribuciones sobre el volumen del
solido obtenemos para la energia cinética del cuerpo rigido rotando alrededor de

un eje fijo
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1
Ecin = §Izzw2- (218)

Si el cuerpo rigido rueda sin resbalar, su energia cinética estara dada por la contribucién
debida al desplazamiento de su centro de masas mas la energia cinética rotacional como
1 2 1 2
E.n = §Mvc.m. + ilzzw , (2.19)
en donde el primer sumando es la energia cinética traslacional del sé6lido y M es su masa.

2.3 Campo gravitacional y ley de Hooke

Vamos a considerar ahora dos ejemplos sencillos de campos de fuerzas conservativos. El primero
es el campo de fuerzas gravitacional (simplificado) considerado como una fuerza constante de
magnitud mg para una pequena masa gravitacional m. Elegimos un sistema coordenado de tal
forma que la fuerza apunte en la direccién negativa del eje z y evaluamos el trabajo efectuado
por el campo gravitacional para una trayectoria que va de una altura inicial z; a una altura
final z, con esto tenemos

Zj — — z
W, = / Fedr = _/ mgdz = —mg(z — ) = —AU,, (2.20)
20] 20
en donde la diferencia de alturas es h = z — zy. La energia potencial es entonces

U, = mgz, (2.21)

salvo una constante aditiva arbitraria. La energia total es entonces
-
E = g+ mg(z — 2p). (2.22)

Notemos que no importa cual sea el camino que sigamos tendremos el mismo resultado, si la
diferencia total de alturas es h, ya que asumimos que no hay fuerzas no triviales actuando en
las direcciones horizontales. Ahora bien, dado que E es constante, asi como las velocidades en
las direcciones horizontales, tendremos que derivando con respecto al tiempo considerando a z
como funcién del tiempo

d d 1
—F = —(=mu? . 2.2
o dt(2mvz + mgz) (2.23)
y con esto
0 = 2(mz* + mg). (2.24)

que no es sino la aplicacién de la segunda ley en la direccion vertical —mg = mZz. Las ecua-
ciones asociadas a las componentes horizontales resultan de la constancia de las respectivas
componentes de la velocidad.

El siguiente ejemplo que queremos considerar es la ley de Hooke



DEF.

DEF.

2

6 “Man hat nicht verloren, ...

Fy = —kd, (2.25)

en donde k es la constante (fenomenoldgica) del resorte y 7 es un vector cuya longitud nos da
la deformacién neta sufrida por el resorte. El sentido de la fuerza depende de que se trate de
una compresién (sentido positivo) o una elongacion (sentido negativo). Para facilitar el calculo
supongamos, sin pérdida de generalidad, que la deformacién tiene lugar en la direccién radial
y que ésta coincide con el eje x, entonces el trabajo sera ahora

T x ]_ ].
WH:_/ kF-dF:—/ kwdx=—§k$2+§$g:—AUHa (2.26)
0 xo

en donde = denota la deformacién. La energia potencial es

1

Un = 5k x? (2.27)
salvo una constante aditiva. La energia total es
Loy 1
E = gmv + §k$ : (2.28)

Notemos que derivando esta ecuacién con respecto al tiempo recobramos, en el caso unidimen-
sional, la ley de Hooke

dE
E:():m@wvx—i—kvzx, = mi= —kux.

2.4 Impulso

Dado que en general la manera en que una fuerza actia sobre un sistema de particulas puede
ser bastante complicada, resulta adecuado definir a la fuerza promedio que es ejercida sobre un
cuerpo. Para ello partimos de la ecuacién de movimiento y la integramos entre los tiempos t;
y ty en que queremos analisar la interaccion

/ ® Bt dt = B(ts) — Blts) = AP. (2.29)

Del lado derecho tenemos simplemente el cambio en el momento lineal 6 impetu total del sistema
P. A la cantidad del lado izquierdo se le denomina el impulso y lo escribimos como

7= * Ryt (2.30)

Claramente las unidades fisicas del impulso son las mismas que las del momento lineal. A las
fuerzas que son ejercidas durante un pequefio intervalo de tiempo se les denomina fuerzas
impulsivas. Ahora bien, si queremos definir a la fuerza promedio (F) ejercida en el
intervalo (¢1,t3) nos bastara con dividir al impulso por el tiempo transcurrido At =ty — ¢y,
T
Fy=—. 2.31
(F) =+ (231)
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2.5 Colisiones

Entendemos por una colision 6 impacto a una interaccién entre dos cuerpos cuya duracién es
muy corta. Adema&s pensamos que el sistema formado por los dos cuerpos durante la colisién estéa
aislado, por lo que todas las fuerzas actuando son internas. Si ademds (como hemos supuesto
para la demostracion de la conservacién de la cantidad de movimiento lineal total) suponemos
ahora que todas las fuerzas internas son binarias y satisfacen la tercer ley de Newton, entonces
en una colisiéon se conservara la cantidad de movimiento total. Esto es
AP = 0. Esta serd la parte mas importante para resolver problemas simples de colisiones para
sistemas aislados. Si consideramos a dos cuerpos de masas m; y ms con momentos iniciales pi;
y D2; antes de la colisiéon y momentos finales pi; y pay después de la colisién, tendremos

Dl + Pai = D1,f + Dag- (2.32)

Ahora bien, consideraremos dos tipos de colisiones. A aquellas colisiones para las cuales la
energfa cinética se conserva, AFE,;, = 0, las llamaremos colisiones elasticas y a aquellas
para las cuales la energfa cinética no se conserva las llamaremos colisiones inelasticas.

Para colisiones elédsticas tenemos entonces la condicién adicional

2 2 2 2
D1; D3 Dif Doy

= . 2.33

2mq + 2mse  2my * 2mo ( )

Consideraremos aqui solamente un tipo de colisiones ineldsticas: llamaremos colisiones
completamente inelasticas aquellas colisiones ineldsticas para las cuales los dos cuerpos
quedan unidos después de la colision. A estas colisiones también se les denomina impactos
pldsticos. En tal caso, no se conserva la energia cinética pero el problema es aiin més sencillo
por que al final tenemos solamente a un cuerpo de masa M = m; + my y momento Ps. Por la
conservacién del momento lineal se seguird que

miU1,; +mals,; = M Py, (2.34)
que nos bastard para resolver este caso.

Finalmente, para problemas en una sola dimension, las ecuaciones anteriores se simplifican
notoriamente. La ec.(2.32) expresada en términos de las velocidades es equivalente a

ma (Uli — Ulf) = mg(vgf — UQi)- (235)
A la condicién de conservaciéon de la energia cinética para colisiones eldsticas la podemos ree-
scribir de la siguiente forma
2 2 2 2
ma(v; — viy) = ma(vyy — vy;)- (2.36)

Pero recordemos ahora la identidad

(a+b)(a—b)=a®> -1



2

8 “Man hat nicht verloren, ...

. Por lo que dividiendo miembro a miembro ambas ecuaciones se llega a

V1; + U1 = V2 + Vaf, (2.37)
la cual junto con la ec.(2.35) nos permite escribir

_ 9 9 _
%Uu + %U% Vo = ]\77;1 vy + mZMml V2;- (2-38)

U1y =
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2.6 Problemas

Entendemos por problema o ejemplo numérico a aquel problema que requiere de conocimientos
elementales de programacion, como los que en la actualidad se encuentran al alcance de cualquier
estudiante de bachillerato. Las mateméticas involucradas son asi mismo bésicas.

Problema 1. Potencial gravitacional simplificado. Consideremos a una masa
m que partiendo de una altura desconocida H a una velocidad inicial cero se desliza sobre una
superficie sin friccién y llega a una altura final A con una velocidad ¥y conocida. Se pide calcular
la altura inicial H y graficarla como funcién de h y de la rapidez vy.

Solucion. Dado que las fuerzas que actuan son conservativas se satisface el principio de conser-
vacién de la energia
AFE =0, (2.39)

en donde la energia total es £ = %va + mgz, siendo z la altura medida desde alguna altura

cero arbitraria. Las energias inicial y final son

1
E,=mgH, E;= §mvj2¢ + mgh. (2.40)
Por lo que igualandolas a ambas, obtenemos
H= 2 +h (2.41)
= —v . .
29 /

la cual es independiente de m. En la Figura 3.1 se muestra en la direccion vertical a H como
funcién de vy/+/2g y de h en el plano horizontal.
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(«Prohlema 1 Unidad 2. Potencial gravitacional simplificador)
{xGraficamps a la altura H inicial en funcion de la velocidad final
r a la altura final h, partiemdo del repo=o«)

g2 = 9.81+2;

Plot3D[v*2fg2 + h, {fv, 0, 20}, {h, O, 10}]

Problema 2. Movimiento circular y Energia. Veamos ahora a una varilla
ideal de longitud r que gira en un plano vertical alrededor de un punto y que tiene una masa
m adherida a su extremo libre. Ahora queremos calcular la tensién de la varilla para una
inclinacién ¢ con respecto a la horizontal, si suponemos que dicha tension se anula en el punto

mdximo.

Solucion. Nuevamente dado que las fuerzas que actiia son conservativas la energia total se
conserva. Llamemos FE,,,, a la energia en el punto maximo en donde la tensién se anula.
Midiendo la altura con respecto a la altura del centro de giro, tenemos

1 1
J D— va; +mgr, E,= §mv§, + mgrsin(¢). (2.42)

En donde vy, es la rapidez en el punto maximo, y v4 es la rapidez en el punto localizado a un
angulo ¢. Igualando nuevamente a ambas energias obtenemos que
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mv;, = mv2, + 2mgr(1 — sin(¢)). (2.43)

Ahora bien, dado que la aceleracién centripeta debe de ser igual a la tensién mas la componente

del peso en la direccién radial, entonces dado que v = wr, as = o/r y la aceleracién centripeta

es a, = —wr,

Ty + mgsin (¢) = m—vg (2.44)
Por lo que para el punto maximo con vy /s = Uy, ¢ = 7/2 'y Tr/5 = 0, tendremos que
muv2, = mgr, (2.45)
Con esto obtenemos a la tensién en cualquier punto como
Ty = 3mg(1l —sin(¢)). (2.46)

y para la varilla vy = \/mgr(?) — 2sin(¢)).

(+#Ejemplo 2, Unidad dos. Movimiento circular ¥ energiars)
(#Graficamp=s a latension {en unidades de 3 my) de una varilla ideal

gque gira en un plano vertical con extremo fijo ¥ una masa m en el otro,

como funciom del amgulo con respecto a la horizontal. Suponemns
ademas que la tension de la varilla a 90 grados es CeEro. )
Plot[1-5in[t], ft, 0, 2Pi}, AxesLabel — {Inclinacion, Tension /5 {3 mgd 3]

Ten=idn
T Zmg

Z

Inclinacidn
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("sraficamos a la rapidez en unidades de Sgri{mgr}™)

g'_[': 1.“:
Plot [Syrt[vr"2+ 2gr {1-Sin[t]}], {t, 0, 2Pi}, RxesLabel —}{]ingulu, Rapidez}]

Papides

2.2

ﬁ.:ng'u.l o

Problema 3. Calcular la Velocidad de escape de una masa m necesaria para abandonar un
planeta de masa M y radio R.

em Solucion. La diferencia de energia potencial gravitacional de una masa pequena m entre un
punto en la superficie de un planeta de masa M y radio R y un punto a una distancia infinita
es

GMm GMm GMm
AU = — = .
R 00 R

Por lo que ésta tendra que ser igual a la energia cinética necesaria para un objeto que se mueva
en direccion radial

(2.47)

mv?> GMm
—_— = 2.48
5 7 (2.48)
despejando v obtenemos

v =/2GM/R. (2.49)

Para la superficie de nuestro planeta sabemos el valor de

g=GM/R?
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por lo que para tal situacién
v=1/2¢gR,

que es del orden de 10* metros por segundo, independientemente de la masa (objetos pequefios).

Es interesante recordar aqui que de acuerdo a la Teoria espectal de la Rela-
tividad no es posible para ningtin objeto masivo alcanzar la velocidad de la luz ¢, aproxi-
madamente 300 mil kilémetros por segundo, esto es v < ¢ siempre. Por lo que si escribimos
v = c en la relaciéon que obtuvimos para la velocidad de escape y despejamos al radio de la
ec.(2.49), obtendremos

2GM
Rg =

IN

R,

c2

en donde Rg es conocido como Radio de Schwarzschild. Y como la velocidad de un cuerpo
siempre es menor que ¢, entonces deducimos que €s imposible abandonar un cuerpo
con radio menor a Rg. Este enunciado nos hace comprensible la existencia de los
llamados agujeros negros, objetos celestes de los cuales no hay escapatoria alguna.

{» Ejemplo 3 Velocidad de escape ¥ atraccion gravitacional.
Calculamos la velocidad minima de escape (en unidades de ‘\,I'E]
de un pequeiio obhjeto para escapar a la atraccion de un planeta
de masa M, como funcion de su distacia al centro del planetas)
Plot[Sgqrt[2.0/r], {r, 1, 10}, Frame - True]
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Problema 4. Para empujar una caja
de M Kg por el suelo, un obrero ejerce una
fuerza constante de magnitud F dirigida 6
radianes debajo de la horizontal. Cuando la
caja se ha movido z metros calcular: a) El
trabajo realizado sobre la caja por el obrero,
por la fuerza de gravedad y la fuerza de
friccion cinética si el coeficiente de friccion
cinética es ji.. b) La velocidad final si v;picial
es conocida.

Problema 5. Si un collarin de masa M
Kg es soltado desde el reposo en el punto
B y alcanza una velocidad conocida v4 en
el punto A, encuentra la longitud no defor-
mada del resorte de rigidez k£ N/metro dada.
Despreciar la friccién con la guia.

Problema 6. Un cuerpo de masa M y
seccién circular de radio 7 es soltado desde el
reposo a altura h = 2R y rueda sin resbalar
cuesta abajo por un rizo semicircular de radio
R. Obtener el momento de inercia del cuerpo
si al pasar por el punto () tiene una velocidad

de vg = /10 Rg/7.

Problema 7. Dos bloques de masas m4 y
mp se encuentran originalmente en resposo.
Despreciando la friccion y suponiendo que la
polea es ideal obtener la velocidad del bloque
A después de que ha recorrido una distancia

TA.

Problema 8. Un cuerpo de masa m Kg
es soltado desde el reposo y resbala sin roza-
miento. Obtener la fuerza ejercida por la su-
perficie sobre el objeto cuando pasa por el
punto B.

Problema 9. Dos patinadores se abrazan
con rapideces iniciales v; y v, formando
angulos ¢; = 0 y ¢, radianes. Obtener su
velocidad final despreciando a la friccién con
el piso.
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Problema 10. Se observa en una cdmara
de burbujas a un protén que choca con una
particula de masa M desconocida e inicial-
mente en reposo. El protén es desviado un
angulo ¢, y la masa M es desviada un angulo
¢o con respecto a la direccién del protén in-
cidente. Obtener m/M.
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