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HISTORICO

Nas obras de Vitruvio, foi feito comentario sobre os conhecimentos que 0s gregos
possuiam no campo da perspectiva. Ele fala de cenografias pintadas com grande bravura, tais
adar aimpressdo perfeita darealidade.

S0 conhecidas de todos as pinturas murais de Pompéia, que estdo a demonstrar como
também os romanos conheciam ja as leis da perspectiva. N&o se sabe se agueles cendrios e
estas pinturas foram desenhadas com base em regras fixas (vale dizer se 0s antigos possuiam
uma teoria, mesmo que rudimentar, da perspectiva), ou se unicamente a intuicdo das leis
naturais os tenha guiado, de modo exclusivamente empirico, a elaboracdo; aqui nds
encontramos, de qualquer modo, um conhecimento das leis pticas (horizonte perspectivo,
convergéncia de linhas paralelas, perspectiva aérea, etc.).

Durante o longo obscuro periodo da Idade Média, verifica-se da perspectiva, como de
tantas outras nocbes, que foram esquecidas e que deveriam entdo ser estudadas,
reconquistadas ao patrimonio cultural. As manifestagbes de pintura e escultura, se estdo
demonstrando uma profunda sensibilidade artistica nos homens da |dade Média, demonstram
também que estes ndo possuiam sendo ingénuas e rudimentares capacidades representativas.
Em suas obras, as leis da perspectiva sdo, ou completamente inobservadas, ou reduzidas a
paupérrima expressao; devia-se ter observado na natureza o fendmeno da perspectiva, mas

era-se incapaz de disciplinar sua reproducéo gréfica.

No fim dos primérdios do renascimento cultural e artistico, em um fervor geral de
estudos, os pintores demonstraram maior interesse também por uma exata reprodugdo, em
suas obras, do fendbmeno da perspectiva. Através de uma mais cuidadosa e sabia observagdo
da natureza, muitos deles intuiram a constancia do fenémeno, e se esforgaram por determinar
asleis que o disciplinaram.

Paolo Uccello, Brunelleschi, Masaccio, Pier della Francesca, se dedicaram com paixao
ao estudo da perspectiva; Pier della Francescafoi o primeiro a compreender alei fundamental
da perspectiva, limitando-se, porém, a enunci&la e a aplicala de uma maneira puramente
mecanica. Ele intuiu que desenhar a perspectiva de um objeto quer dizer reproduzir
graficamente aquelaimagem que, por fendémeno fisiolégico, se forma naretina do olho, e que
se pode chegar a este resultado interpondo, entre o olho e o objeto, um plano transparente; as

intersecBes no plano transparente dos raios Opticos correspondentes aos pontos isolados do



objeto, determinam aimagem procurada.

Todos os escritores do Renascimento que se ocuparam da pintura e a Arquitetura,
trataram da perspectivac assim, L. B. Alberti, Leonardo, Vignola, Palladio, Serlio; eles
imaginaram diversos métodos praticos de representacdo em perspectiva.

Somente com a formagéo dos conhecimentos relativos & geometria descritiva e projetiva,
chegou-se a dar uma base cientifica a perspectiva. Através dos mais vastos e mais profundos
conhecimentos, o desenho perspectivo € completado e simplificado em seus métodos

préticos.

DEFINICOES

1. Quem se dedica ao estudo da perspectiva deve conhecer as leis e os métodos
fundamentais da geometria elementar e da geometria descritiva.

Esta Ultima ensina como se resolvem graficamente em um plano os problemas da
geometria do espaco (estereometria). Isso se da por meio de projegdes; isto €, fazendo passar
pelos pontos isolados do objeto, ou dos objetos que se quer representar, retas ou raios de
projecdo, e determinando intersecfes destas com um plano, chamado plano de projecéo ou
quadro: o conjunto destes pontos e das linhas gue 0s unem constitui aimagem procurada.

Segundo o método das projecdes paraelas, os raios projetantes sdo paralelos entre g,
isto &, eles tém em comum um ponto situado no infinito. Segundo 0 método das projecdes
centrais, ao inveés, os raios de projegdo passam por um ponto situado a disténcia finita,
chamado centro de projecéo.

2. O conjunto dagueles entre os raios luminosos refletidos por um objeto que
impressionam a retina do nosso olho, forma um cone, chamado cone dos raios épticos, ou
simplesmente cone Optico. Visto que nosso olho percebe perspectivamente os objetos que o
circundam, construir a imagem perspectiva de um objeto, quer dizer construir uma figura
geometricamente semelhante aquela que o objeto imprime em nossa retina: isto se obtém
cortando o cone éptico por um plano paralelo ao plano da retina (suposta esta ndo mais curva,
mas plana). A operacdo se reduz, portanto, a projetar, de um ponto (olho), os simples pontos
de um objeto em um plano (quadro), que se supde colocado entre este e aquele.

N&o se trata, de fato, de nada mais que uma projecdo central, na qual so centro de

projecéo o olho, raios projetantes os raios épticos e plano de projecéo o quadro.
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Fig. 1.

Fig. 1

3. Continuando na observacdo de como se forma em nosso olho a imagem perspectiva
de um objeto, de cuja variacdo de diversos fatores depende uma variagdo desta imagem,
chega-se a estabel ecer algumas, entre as leis fundamentais da perspectiva.

O olho abraga com um unico olhar um campo visua limitado (circular); o cone dos raios
Opticos tem por eixo o raio dirigido para o centro do circulo de base; duas geratrizes opostas
do cone contém um angulo de aproximadamente 50°.

Um plano horizontal situado a altura do olho se confunde em uma linha horizontd;
conseglientemente, todas as linhas horizontais situadas a altura do olho se confundem na
mesma linha horizontal.

Os planos horizontais mais altos ou mais baixos do olho parecem também ter todos em
comum a mesma linha horizontal da qual se falou inicialmente; retas horizontais paralelas
parecem, por suavez, convergir para pontos destalinha.

Retas paraelas, mas ndo horizontais, parecem convergir em pontos situados mais alto ou
mais baixo que o olho.

As imagens de objetos de dimensbes iguais (por exemplo, figuras humanas) diminuem



de dimensdo com o aumentar da distancia dos mesmos do olho.

4. Destas observagdes derivam diretamente as definicdes de alguns elementos essenciais

da perspectiva.

Plano do quadro: o plano no qual se desgja construir a imagem perspectiva do objeto
gue se considera. Deste plano se considera somente a parte correspondente ao campo visual
(& nossas capacidades visuais). Nas construcfes perspectivas comuns, o plano do quadro é

suposto vertical.

Plano de terra: o plano horizontal no qual se imagina a projecdo horizontal do objeto

(ou no qual o objeto se apdia).

Linha deterra: aintersecéo do plano de terra com o quadro.

Plano do horizonte: o plano horizontal passante pelo olho. Ele se encontra a uma altura
no plano de terra que pode ser escolhida livremente em relagcdo ao efeito perspectivo que se
guer obter. Esta altura é, geralmente, de aproximadamente 1,50 m, ou sgja, a atura do olho
humano ao solo. Sera maior se se quiser ver o objeto de cima; menor quando se queira vé-lo

de baixo.

Linha do horizonte: a intersecdo do plano do horizonte com o quadro. Ela é paralela a
linha de terra e distante dela a mesma quantidade que dista do plano de terra o plano do

horizonte.

Raio optico principal. o raio ptico perpendicular ao quadro. Ele se encontra no plano do
horizonte.

Ja se disse que nosso olho abraca, com um anico olhar, um campo visual limitado, e que
0 conjunto dos raios Opticos formam um cone. Para que a perspectiva tenha um aspecto
agradavel ao olho (ndo apresente aberracfes), € preciso que, na sua construcdo, se suponha
gue o olho se encontre em uma posi¢éo, em relacdo ao objeto, correspondente as Nossas reais
faculdades visuais, e tal favorecerd uma boa visdo do objeto, O raio Optico principal devera
ser dirigido aproximadamente para o centro do objeto, ou, quando se apresentam varios, para

0 centro do grupo de objetos, ou para 0 objeto que mais nos interessa representar.



O raio 6ptico principal coincide entdo com o eixo do cone Gptico; o plano do quadro

corta, portanto, o cone 6éptico segundo uma se¢do reta.

Ponto principal ou ponto de vista: a projegdo do olho no quadro, ou seja, aintersecéo do

raio Gptico principal com o quadro. Ele se encontra na linha do horizonte.

Distancia da perspectiva: é adistanciado olho ao quadro (ou sgja, do ponto de vista).

O olho deve ser colocado a uma disténcia conveniente do quadro, tal que a se¢do do
cone éptico, no quadro, compreenda toda a imagem do objeto que se quer representar. Se a
parte do plano do quadro que se considera corresponder a um cone de abertura maior que 50°,

resultara umaimagem perspectiva aberrada.

IMAGEM PERSPECTIVA DO PONTO

5. A perspectiva de um ponto do espaco € dada pela intersecdo com o quadro, do raio

oOptico passando pelo mesmo (ela é a projecdo central do ponto).

plano de terra

Fig. 2.



Esta intersecdo resulta (Fig. 2) das interse¢fes das projegdes horizontal e vertical do raio
Optico com os tragos que o quadro forma nos dois planos de projecdo; duas retas passando
pelos pontos assim obtidos, e perpendiculares aos correspondentes tracos do quadro,

determinam, em seu ponto de encontro, aimagem perspectiva procurada.

Na Fig.3, o méodo acima exposto € aplicado para a construgdo da perspectiva de um
cubo.

A projecdo vertica do cubo é imaginada rebatida no plano horizontal para poder
determinar os pontos de encontro das projecdes verticais dos raios Opticos com 0 trago

vertical do quadro.

Fig. 3.

Colocados a seguir os planos de projecdo em posicao de perpendicularidade reciproca

(fazendo executar a projecdo horizontal uma rotacdo de um quarto de circulo), os pontos da



perspectiva do cubo sdo determinados no mado indicado pelafigura.

IMAGEM PERSPECTIVA DA RETA

6. Ponto de fuga. Ja observamos que retas paral el as parecem concorrer em um ponto, e
também que objetos de dimensdes iguais parecem se tomar sempre menores com o aumento

de sua distancia do olho.

Esta Ultima observacdo encontra sua representacao na figura seguinte.

A perspectiva de um ponto € dada pelaintersecdo do raio Optico a ele correspondente
com o quadro: da Fig.4, resulta claramente que aimagem perspectiva dos segmentos A A, B
B...
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Fig. 4.

compreendidos entre as retas paralelas a e b, e portanto de igual comprimento, toma
sempre menor com 0 aumentar da distancia dos segmentos ao olho, até reduzir-se aum
ponto. Estaimagem-limite é a perspectiva dos pontos no infinito dasretas a, b, isto é, de seu

ponto de encontro: é o seu ponto de fuga.
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Tem-se, entdo, que o ponto de fuga de uma reta é a imagem perspectiva do ponto no
infinito da mesma reta, e é dado pelaintersecdo com o quadro do raio Optico passando por

este ponto, ou sgja, paralelo areta (Fig. 5).

Uma reta € determinada quando se conhecem dois de seus pontos, ou um ponto e a
direcéo (isto €, o ponto no infinito na mesmareta); isso vale, naturalmente, também em

perspectiva: a perspectiva

Linha do honzonte

Fiz. 5.

de umareta € determinada quando se conhece um ponto seu qualquer e o ponto de fuga
(isto é, aimagem perspectiva do ponto no infinito na mesmareta). Lembremo-nos também
que a projecdo (ortogonal ou central) de umareta em um plano ou quadro, passa sempre pelo

traco damesma, isto &, pelo ponto de interse¢do da reta com o plano.

7. Retas paralelas tém 0 mesmo ponto de fuga.

Retas horizontais genéricas tém o seu ponto de fuga na linha do horizonte.

Retas horizontais paral €l as ao quadro ndo tém ponto de fuga, porque o raio éptico aele
pararelo encontra o quadro somente no infinito: elas ficam, na perspectiva, paralelas alinha

do horizonte.

Retas perpendiculares ao quadro tém seu ponto de fuga no ponto de vista, que é a
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intersecdo com o quadro do raio Optico aele perpendicular.

Retas verticais ficam também verticais em perspectiva, visto que se supde o piano do

horizonte horizontalmente e o quadro vertical.

Retas horizontais formando um angulo de 45° com o quadro tém seu ponto de fuga no

chamado ponto de distancia: ele dista do ponto de vista a mesma distancia do olho (Fig. 6).

Tig. 6.

8. Retas que se encontram no plano do quadro ficam inalteradas em perspectiva (a
imagem perspectiva coincide com a mesmareta). Se se fizer passar um plano por uma aresta
do objeto que se quer representar, e se determinarmos seu trago no quadro, é possivel medir
neste trago um comprimento dado (em verdadeira grandeza ou em umarelagdo com ela) para
representar a seguir esta medida em perspectiva. Este processo € bastante vantajoso para
representar medidas dadas em arestas verticais do objeto; ou mesmo, quando esta posi¢éo do
quadro resulte impossivel ou ndo conveniente, fazer passar um plano vertical pelaaresta

considerada e determinar o traco no quadro. Este traco é chamado projetante vertical (Fig. 7).
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PRIMEIRO METODO DE CONSTRUCAO DA PERSPECTIVA

9. As definicdes precedentes representam o fundamento de um primeiro método geral de
construgdo da perspectiva.

Seja construir a perspectiva de um paral el epipedo retangul o apoiado com umaface no
plano deterra.

Desenham-se, em uma figura preparatoria, as projecdes horizontal e vertical do

paralelepipedo, para poder determinar a projecao em
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Fig. 8.

relacdo a ele do olho do quadro e do horizonte (Fig. 9).

Na projecdo vertical, alinha do horizonte é marcada a uma distancia da linha de terra
igual aaturade olho no plano de vista (esta atura é fixada livremente, em relagdo ao efeito
perspectiva que se quer obter). O traco horizontal do quadro, que se supde vertical e portanto
paralelo as arestas verticais do paralelepipedo, passa pelo vértice A da projecdo horizontal
(isto é, o quadro passa pela aresta A; A que tem afuncéo de projetante vertical), O olho é
fixado também na projecéo horizontal, de modo que o raio Optico principal passe
aproximadamente pelo centro dafigura, e que os raios Opticos relativos aos vértices extremos

compreendem um angul o de cerca de 50°.
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hozizonte

2
|

As paraelas do olho aos lados da projecéo horizontal do paralelepipedo, cortando o
traco do quadro, determinam a projegdo horizontal dos pontos de fuga F; e F, dasretas
contendo os mesmos lados e de todas as retas do espaco respectivamente a eles paralelas.

Os raios 6pticos passando pelos pontos A, B;, C;, D; cortam o traco horizontal do
quadro nos pontos 1, 2, 3, 4, que sdo as projecdes horizontai s das perspectivas das arestas
verticaisA A;, B B;, CC,, DD;.
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Feitas estas operacdes preliminares, procede-se a construgéo da perspectiva
propriamente dita. Enquanto a primeirafigura preparatéria representa as duas projecdes
horizontais rebatidas em um mesmo plano, a segunda figura representa os elementos da
projecéo central (perspectiva) no plano do quadro.

Desenhadas a linha de terra e a linha de horizonte, marcam-se nesta Ultima as posi¢oes
respectivas do ponto de vistaV, dos pontos de fuga F,, F,, da projetante vertical em 1, e dos
pontos 2, 3, 4, como €eles resultam da figura preparatéria.

Na projetante vertical marca-se a aresta do paralel epipedo nela contido, em verdadeira
grandeza, ou narelagdo com ela precedentemente fixada, e na posi¢do em relacéo alinhado
horizonte, que resulta da figura preparatoria.

As retas que ligam as extremidades da aresta vertical assim obtida com os pontos de
fugaF;eF,,junto com as verticais passando pelos pontos 2 e 4, determinam as duas faces
verticais do paralelepipedo. Do mesmo modo obtém-se a perspectivada aresta C C,,

escondida de nossa vista.

10. Quando for possivel fazé-1o, é vantajoso reunir afigura preparatoria e a construcéo

da perspectiva em um unico desenho, indicado nafigura 10.

O método de construgdo indicado no caso precedente é o fundamento de cada operacéo
da perspectiva. Dele derivam outros numerosos métodos particulares de construgdo, muito

Uteis em casos especiais, e que serdo expostos através de alguns exempl os.
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C.C,

Fig, 10.

11. Sgjaconstruir a perspectiva do mesmo paral el epipedo anteriormente considerado,
supondo porém que 0 quadro ndo passa por uma aresta vertical do mesmo (Fig. 11).

O problema novo consiste na procura de uma linha do quadro na qual marcar, em
verdadeira grandeza, as alturas no plano de terra.

Isso se obtém prolongando o plano de uma das faces verticais do paral el epipedo (por
exemplo, daface D D;-A A;) até encontrar o quadro. O trago horizontal deste plano corta o
traco horizontal do quadro em um ponto a, que é por sua vez a projecdo horizontal de uma
reta vertical jacente no plano do quadro, e que serve de projetante vertical.

O ponto a é marcado no horizonte da perspectiva, a umadistancia do ponto de vista que
resulta dafigura preparatoria. Na vertical passando por a, aalturade A no plano deterraea
altura do paralelepipedo aparecem em verdadeiragrandeza. A construgéo procede, pois, do
mesmo modo indicado no caso precedente.

O mesmo resultado ter-se-ia obtido, naturalmente, se ao invés de prolongar o plano da
face D D;-A Ay, fosse prolongado o plano de uma outra das faces verticais do paral el epipedo,
até encontrar o quadro.
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Fig. 11.

12. Sgjaconstruir a perspectiva de uma piramide reta de base quadrada (Fig. 12).

Executadas as operagdes preparatdrias, como nos casos precedentes, comega-se a
construir a perspectiva do quadrado de base da pirdmide. A projegdo da base em relagdo ao
plano do quadro e ao plano do horizonte é determinada pel o prolongamento de um seu lado,
por exemplo, do lado DC, até encontrar o quadro: a projetante vertical passante pelo ponto a

assim obtido, permite construir a perspectiva da base, da maneiraja conhecida. A imagem
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perspectiva do vértice E da pirdmide encontrar-se-a verticalmente acima do ponto de
encontro E; das diagonais da base. Trata-se entdo de determinar um sistema de planos, por
meio do qual sgja possivel conduzir navertical em E; a atura da piramide. E oportuno, para
isso, servir-se das medianas do quadrado da base: elas sdo paralelas aos lados, e sao
conhecidos, portanto, seus pontos de fuga.

A altura h da piramide, marcada navertical em a, é projetada de F; navertical passando
pelo ponto médio do segmento DC: o ponto assim obtido &, por suavez, projetado por F, na
vertical em E;, determinando aimagem E do vértice da pirémide.

O mesmo resultado se obtém mais simplesmente fazendo passar pelo eixo E; E da
pirdmide, o plano paralelo aum ou ao outro lado da base, e determinando seu traco no
guadro: obtém-se assim uma segunda projetante vertical em b, que permite determinar
diretamente aimagem do vértice da pirdmide.

Ou entdo, pode-se conduzir o plano vertical por uma das diagonais do quadrado da base,
para determinar depois seu traco no quadro (projetante vertical) e o ponto de fuga das retas
horizontais jacentes no mesmo plano.

E, porém, sempre vantajoso, para ndo complicar excessivamente a figura, servir-se dos
pontos de fuga e das projetantes verticais ja conhecidas; ou sgja, seguir o método indicado na
figura 12, e que se reduz a determinar a perspectiva de um prisma reto tendo a mesma base e

amesma altura da piramide.
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horizonte
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SEGUNDO METODO DE CONSTRUCAO
DA PERSPECTIVA

13. N&o é sempre oportuno, e & vezes é também praticamente impossivel, executar, na
figura preparatoria, todas as operagdes necessdrias para a construcdo da perspectiva de um
objeto.

Quando se trata de um objeto cuja projecdo horizontal tenha dimensdes relevantes, ou
sgja, excessivamente complicada, € dificil determinar claramente as intersegoes dos raios
Opticos correspondentes aos simples pontos dela com o trago do quadro.

Nesse caso, servimo-nos de retas auxiliares paralelas e horizontais, por meio das quais
podemos marcar haimagem perspectiva aguelas medidas e as proporcgdes que forem
necessarias para completar a construcao; estes elementos, indicados no piano do quadro em
verdadeira grandeza ou em uma relagdo conhecida com ela, sGo marcados na perspectiva por
um processo and 0go ao que, por meio da projetante vertical, permite determinar na
perspectiva as alturas indicadas em verdadeira grandeza no plano do quadro.

Os pontos de fuga destas retas auxiliares se encontram no ponto de intersecéo do raio
Optico aele paralelo, com o plano do quadro; sendo estes horizontais, seus pontos de fuga
vao se encontrar na linha do horizonte; sdo chamados pontos medidores.

O método de construgdo da perspectiva que se serve dos pontos medidores se baseia no
conhecido teorema da geometria plana, chamado Teorema das proporcionais, segundo o qual
retas paralelas de um plano cortam, em duas retas quaisquer do mesmo plano, segmentos
proporcionais.

Os segmentos OA, AB, BC, CD, ...(Fig.13) dareta estdo em uma determinada relacéo
entre si (por exemplo, iguais); asretas paralelas 1, 2, 3, 4, ... passando pelos pontos A, B, C,
D, ... efazendo parte do plano dasretas a, b, cortam aretab nos pontosA’, C', B', D'...; 0s

segmentos assim obtidos, OA’, A'B’, B'C’, C'D’, ... estéo entre
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Fig. 13.

si namesma relacdo dos segmentos primitivos (por exemplo, de igualdade).

Este principio pode ser aplicado &s construgdes perspectivas, se supuser que uma das
duas retas coplanares (por ex., aretaa) se encontre no plano do quadro e que aoutraretab
faca parte da figuraa pér em perspectiva; em a podem ser marcados em verdadeira grandeza
segmentos cuja relagdo reciproca seja conhecida (por ex., iguais); asretas paralelas 1, 2, 3, 4,
.... (das quais é sempre possivel determinar o ponto de fuga, isto €, o ponto medidor),
determinam na perspectiva da reta outros tantos segmentos que conservam (entende-se

perspectivamente alterados) as relagdes intercorrentes entre 0s segmentos primitivos.

14. Da perspectivar; de umareta horizontal (r), conhece-se o traco A e um ponto B’; o

segmento AB’ deve ser dividido em quatro partesiguais.

Fig. 14.

Em umareta horizontal r no plano do quadro, passando por A, marcam-se quatro
segmentos iguais quaisquer (A-], 1-2, 2-3, 3-B). A ligagdo dos pontos B e B’ € uma horizontal
e corta alinha de horizonte em um ponto M, gque é o seu ponto de fuga. Asretas 3-M, 2-M, I-

M, paralelas aB-B’-M (visto que tém com esta um ponto de fuga em comum) cortam ar; nos
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pontos2', 2', 1', e determinam os segmentos A-1', 1'-2', 2'-3', 3'-B’, proporcionais aos

segmentos dados naretar, ou sgja, iguaisentre si.

15. Em nossas construgdes perspectivas é preciso, porém, geramente determinar, ndo
somente as proporcoes reciprogas de diversos segmentos de reta, mas também as dimensdes
de cada um deles. N&o poderemos, entdo, recorrer mais ao teorema geral das proporcionais
mas a0 seu corolario representado na Fig. 15; € preciso determinar entdo, a direcdo especial
do feixe de retas auxiliares paral elas, de modo que as duas retas quai squer coplanares sejam
cortadas em segmentos proporcionais e iguais. Roda-se, paraisso, o ponto A paraA’, fazendo
centro em P; retas paralelasa A A’ e passando pelos ponto B, C, D, cortam naretab

segmentosiguais aquel es dados nareta a,

hﬂ

Nas operagdes da perspectiva, € importante determinar a direcdo (ou sgja, 0 ponto de
fuga) daguelas retas paral elas que marcam os segmentos dados em verdadeira grandeza,
mantendo-se fixas as relagdes reciprocas e as dimensdes (ponto medidor).

A cada direc&o corresponde um ponto medidor, e sua posi¢&o € determinada nafigura
preparatéria, do modo indicado na Fig. 16.

Os segmentos PA, A B, B C,... dados em verdadeira grandeza no traco horizontal do
guadro, sdo marcados na projegdo horizontal daretar dasretas 1, 2, 3,... do modo
anteriormente indicado. O ponto de fuga M destas retas é o ponto de encontro com o quadro
do raio éptico a€ele paralelo. Este ponto (isto €, 0 ponto medidor procurado) € determinado
diretamente por uma simples rotacéo do olho O no quadro, fazendo centro no ponto de fuga F
dareta; isto € verdadeiro, porque os doistridngulos C P C' e M F O séo semelhantes (0s

angulos CPC’ e MFO sdo iguais porque sdo aternosinternos, osladosP' C e OF sdo
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paralelos por construcdo, os lados PC e FM se encontram em uma mesma reta); portanto, o
lado O M é paralelo ao lado CC'.

O ponto medidor correspondente as retas horizontais se encontra na linha do horizonte.
O ponto medidor de uma dada diregdo dista do ponto de fuga dela a mesma distancia do

olho.

16. Sgja construir a perspectiva do paralelepipedo ja considera-do anteriormente (Fig.
17).

Determinados, na figura preparatéria, a posi¢do da projetante vertical a, dos pontos de
fuga F; F, e dos pontos medidores M; M, , marcam-se todos estes el ementos na perspectiva.
A imagem daaresta A A’ é desenhada do modo ja conhecido. Visto que o segmento A A’ se
encontra no quadro, a paraela alinha do horizonte, passando por A, se encontrara também no

quadro, e nela podem ser marcados em



24

cC.C,

Fig. 17.

verdadeira grandeza, ou em uma relacéo anteriormente fixada, os comprimentos dos lados do
paralelepipedo. Ligando os pontos assim obtidos com os pontos medidores correspondentes,
ou sgja, (B) com M, e (D) com M, obtém-se nas retas em perspectiva A E; e A F», as
imagens dos pontos B; e D;. A construcéo é completada de modo bastante simples, como
resultadafigura.

17. Quando ndo for possivel, pelas limitadas dimensdes do desenho, marcar nareta

jacente no quadro todas as medidas necessérias,
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imagina-se um segundo plano paralelo ao quadro, no qual se continua a operagdo com um
novo ponto medidor qualquer. Porém, se no quadro as dimensdes do objeto fossem marcadas
em uma certa relagéo com a verdadeira grandeza, para o segundo plano estarelacéo sera
mudada. Basta, para determinar esta nova proporcao, repetir para um segmento ja
considerado na primeira parte da construcdo, a operagdo, segundo o0 novo plano e 0 novo

ponto medidor.

18. Se o plano de terra se encontra muito préximo ao plano
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Fig. 14.

do horizonte, de modo que as intersegdes das retas dirigidas aos pontos medidores com
as retas em perspectiva se tomem insuficientemente precisas, é oportuno imaginar um
segundo plano de terra (acima ou abaixo do plano de horizonte), no qual se desenhaa

projecéo horizontal em perspectiva do objeto que se considera.

19. O método de construgdo chamado dos pontos medidores, oferece a vantagem em
relacdo ao método geral precedentemente indicado, de poder determinar aimagem
perspectiva de um ponto de umareta, sem dever desenhar o raio Optico passante pelo mesmo
ponto, para determinar aintersecdo com o quadro.

Fixados os pontos de vista, alinha do horizonte, a projetante vertical, o plano de terra, os
pontos de fuga e os pontos medidores, pode-se continuar a construcao da perspectiva,
independentemente da figura preparatoria.

Em certos problemas especiais de arquitetura, pode-se chegar assim a projetar
perspectivamente, isto €, desenhar o edificio ou uma parte dele em seu aspecto perspectivo,

para determinar a seguir as dimensdes reais, atraves de uma simples operacéo inversa.

20. Asretas paraelas ao quadro ndo tém ponto de fuga, porque os raios Opticos a elas

paralel os encontram o quadro no infinito.
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O ponto medidor a ele correspondente é o ponto de vista, sendo este o ponto de fuga das
retas perpendiculares ao quadro.

Porém, para as retas paralelas ao quadro (Fig. 20), cada ponto dalinha de horizonte pode
funcionar como ponto medidor; de fato, retas paralelas 1-1, 2-2, ..., passando por dois pontos
A eB daretaa,cortam naretab, pararelaaa, segmentos A;-B;, Ax>-B,, ... iguais ao segmentos
A-B, qualquer que sgja sua diregéo.

Bastaretificar o segmento A; -B;, na posi¢éo vertical, parater-se aimagem perspectiva
do segmento de comprimento A-B da reta verti-cal passando pelo ponto A (Fig. 21).

?
]
.
|
+
0
Fig. z1.

IMAGEM PERSPECTIVA DE RETASINCLINADAS

21. O ponto de fuga de uma reta ndo horizontal (inclinada ao plano de terra) é dado,
como para qualquer outrareta, pelaintersecado do raio éptico aele paralelo, com o quadro.
Este raio dptico é determinado pela sua projecdo horizontal paralela a projecéo

horizontal dareta, e pelo éngulo que elaforma com a projegdo, igual ao angulo formado pela
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reta com o plano horizontal.

O ponto de fuga F de umaretainclinadar se encontra navertical passando pelo ponto de
fugaF’ dasuaprojecéo horizontal (ou seja, no trago vertical do plano vertical contendo o
raio optico paralelo aretar). A posicio do ponto de fuga F, ou sgja, a sua distdnciadalinha
de horizonte, é determinada rebatendo o plano vertical contendo o raio éptico paralelo ar no
plano de terra, em torno da projegdo horizontal do raio optico (Fig. 22). Conduzindo paraO o
angulo de inclinagéo daretar, obtém-se em (F) o rebatimento do ponto de fuga, e retificando
o plano vertical passando pelo raio Optico em sua posi¢do natural, obtém-se o ponto de fuga

F: este se encontra na vertical passando por F' e dista deste ponto amesma distanciade (F).

Fig. 22.

O ponto de fuga de uma reta inclinada pode ser determinado também rebatendo o plano
vertical passando pelo raio éptico paralelo & mesma reta no plano do quadro, em torno de seu
traco vertical f passando pelo ponto de fuga F’. Basta conduzir ao ponto da linha de horizonte
no qual vai cair o rebatimento do olho (isto é, no ponto medidor), o angulo formado pelareta
r com o plano de terra, parater o rebatimento daretar. O ponto de encontro deste
rebatimento com a vertical f passando pelo ponto de fuga F' é o ponto de fuga procurado F
(Fig. 23).
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22. Sejaconstruir a perspectiva de uma escada, na qual os degraus tenham espelho
a=15cm, epéb= 30 cm (Fig. 24).

23. O ponto de fuga de uma reta inclinada se encontra acima ou abaixo da linha do

horizonte, segundo a reta sgja inclinada para cimaou para baixo em relacéo ao observador.

IMAGEM PERSPECTIVA DO PLANO

24. A retadefugade um plano é o lugar dos pontos de fuga de todas as retas contidas
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neste plano. Ela é aintersecdo com o quadro do plano passando pelo olho e paraelo ao plano
dado.

e "-.,}L.#
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Fig. 25,
Para determinar um plano, bastam duas retas dele; portanto, os pontos de fuga destas

duas retas bastar&o para determinar alinha de fuga do mesmo plano. Geralmente,

consideram-se as retas horizontais e as retas de méximainclinagéo (Fig. 25).

25. Todos os planos horizontais tém sualinha de fuga na do horizonte, que contém os

pontos de fuga de todas as retas horizontais (Fig. 26).
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Tig. 27.

26. Os planos paralelos ao quadro ndo tém linha de fuga, porque as retas neles jacentes

nado tém ponto de fuga (os raios épticos a el as paralel os encontram o quadro somente no
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infinito; isto &, plano passante pelo olho e paralel o aos planos dados, encontra o quadro

somente no infinito) (Fig.27).

27. Os planos verticais e perpendiculares ao quadro tém alinha de fugaem umareta

passando pelo ponto de vista. Este é o ponto de

1

-

Fig, 28,
fuga das retas perpendiculares ao quadro, contidas nestes planos; verticalmente acimaou

abaixo dele, se encontram os pontos de fuga de todas as outras retas jacentes nos mesmos

planos (Fig. 28).

28. Um plano perpendicular ao quadro, mas ndo vertical, tem alinha de fuga em reta

passando pelo ponto de vista; esta, forma

Fig. zq.

com alinha de horizonte um éngulo igual ainclinacéo do mesmo plano de terra (Fig.
29).



32

horigonic - E

Fiz. 30.

29. Um plano vertical, mas ndo perpendicular ao quadro, tem alinha de fuga em uma

reta vertical passando pelo ponto de fuga das retas horizontai s jacentes no mesmo plano.

30. Um plano paralelo alinha do horizonte tem por linha fuga uma reta horizontal (Fig.
31). Asretas horizontais nele contidas ndo tém pontos de fuga, porque sdo paralelas ao

guadro; as retas maxima inclinagéo do plano se encontram em planos verticais

f
Fo
PN e
ra * h"""-—,‘___
I "“TH"H...
:‘u’ M
!
|
+
[
1
Fig. 31

perpendicul ares ao quadro, e tém seu ponto de fuga em uma vertical passando pelo

ponto de vista; a altura no horizonte deste ponto de fuga
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Fig. 32.

€ determinada por uma reta formando com a linha de horizonte um angulo igua a
inclinacdo do plano, e passando por um ponto de distancia (que é o ponto medidor

correspondente as projegdes horizontais das linhas de méximainclinagdo).

31. A linha de fuga de um plano colocado em posi¢ao qualquer, é determinada pelos
pontos de fuga de dois sistemas de retas paral el as nel e jacentes. Geralmente, escolhem-se 0
sistema das retas horizontais e 0 sistema das retas de maxima inclinagéo: as projecoes
horizontais destes dois sistemas de retas sdo perpendiculares. O ponto de fuga das primeiras
se encontra na linha de horizonte, e o ponto de fuga das segundas é determinado de um dos
modos ja conhecidos; alinha de fuga do plano contém os pontos de fuga das retas jacentes no

mesmo (Fig. 32).

PERSPECTIVA CENTRAL

32. Quando setiver que construir a perspectiva de um objeto, no qual todos ou a maior
parte das arestas horizontais formam dois sistemas de retas paralelas a duas direcbes
perpendiculares entre si (um edificio ou uma parte dele, ou um grupo de edificios), pode ser
vantajoso imaginar que o quadro esteja disposto paral elamente a uma ou outra das duas
direcBes. Tem-se, entdo, que as retas de um dos sistemas, sendo paralelas ao quadro, ndo tém
ponto de fuga (tém o ponto de fuga no infinito), e que o ponto de fuga das retas do outro
sistema, perpendiculares ao quadro, coincide com o ponto de vista e 0 ponto medidor aele

correspondente € o ponto de disténcia.
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33. Nas construgdes perspectivas comuns, o plano do quadro disposto paralelamente &

retas verticais, as quais ndo tém, portanto,
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Fig. 33.
qualquer ponto de fuga (tém o ponto de fuga no infinito), e ficam, também, na

perspectiva, verticais e paralelas.

Se 0 quadro for paralelo as retas horizontais (este seria 0 caso de uma perspectiva
pintada em um teto), o ponto de fuga das verticais coincide com o ponto de vista. A linha do
horizonte ndo tem mais valor de linha de intersecdo do plano do horizonte com o quadro: ela
alinha de fuga de um sistemade planos verticais. A construcdo perspectiva se verificado

mesmo modo usado com o quadro vertical.
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CONSTRUGCAO DAS SOMBRASEM PERSPECTIVA

34. A aplicagdo a perspectiva das leis e dos métodos indicados pela teoria das sombras,
sereduz a aplicar as construgdes relativas ao principio de ponto de fuga de retas paralelas,
inclinadas em relacéo ao plano de terra.

Osraios solares sdo considerados como paralelos; eles tém no sol (praticamente
considerado como situado no infinito) seu ponto de encontro.

O raio Optico passando pelo sol é paralelo aos raios solares, e a suainterse¢cdo no quadro,

ou sgja, a perspectivado sol, é o ponto de fuga dos raios solares.
Consideram-se trés posi¢oes diversas do sol em relagdo ao olho.
35. O sol se encontraem um plano que passa pelo olho e paralelo ao quadro; conclui-se

gue o raio Optico que passa pelo sol ndo encontra o quadro, isto €, que o0s raios luminosos ndo

tém ponto de fuga.
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As imagens perspectivas dos raios luminosos e das suas projecdes sdo paralelas
(Fig. 35).
36. O sol se encontra diante do plano vertical paralelo ao quadro e que passa pelo olho.

O ponto de fuga dos raios luminosos se encontra acima da linha do horizonte (Fig. 36).

Fig. 36.

A posicéo do ponto de fuga dos raios luminosos, dos quais se conhecem a projecéo
horizontal e ainclinacao, se determina do mesmo modo usado para o ponto de fuga de retas

inclinadas no plano horizontal (Fig. 37).

37. O sol se encontra atras do plano vertical paralelo ao quadro e que passa pelo olho. O

ponto de fuga dos raios luminosos se encontra abaixo da linha do horizonte (Fig. 38).
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Fig. 38.

38. Resulta das construgdes precedentes que a sombra conduzida de um objeto aum
plano é determinada pel os tragos, no plano de projecéo, dos planos contendo os raios

luminosos e tangentes ao mesmo objeto.

A regravale também quando se trata de determinar a sombra conduzida a um plano ndo

horizontal.
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Visto que os raios luminosos sdo paral elos, também os planos que os contém devem ser
paralelos e os tragos destes planos no plano de projecéo serdo igualmente paralel os. Estes
ultimos convergem em um ponto de fuga S’ que se deve encontrar na linha de fuga dos
planos paraelos (por ex., verticais) e nalinhade fuga do plano de projecéo, isto é, no ponto

de encontro destas duas linhas (Fig. 39).
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39. A sombra de um segmento de reta vertical, em um plano de projecéo vertical, €
vertical. Defato, alinha de fuga do plano de projecéo e alinha de fuga do plano contendo os

raios luminosos e que passa pel o segmento de reta sdo verticais e paral el as (encontram-se no
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infinito) (Fig. 40).
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40. A sombra de um segmento de reta horizontal apoiado com uma extremidade em um

plano vertical, no mesmo plano, pode ser determinada por dois modos:

a) conduzindo, pela extremidade livre do segmento de reta, um plano luminoso vertical,
e determinando, por meio deste, aintersecdo com o plano de projecéo do raio luminoso que

passa pela mesm extremidade do segmento de reta (Fig. 41);

b) ou, conduzindo um plano horizontal pelo sol e pelo s mento de reta; a sombra

procuradavai cair no trago que este plano formacom o plano de projegéo (Fig. 42).
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Fig. 43.

41. A sombra conduzida a um plano de projecdo horizontal, de um segmento de reta
inclinada, se encontra no traco que o plano que passa pelo sol e pelo segmento de retaforma

no plano de projecéo (Fig. 43).

42. Quando a superficie que recebe a sombra produzida por um objeto é formada por
planos diversos, aplicam-se as normas precedentes aos diversos casos, decompondo a sombra

conduzida nas diversas partes que correspondem a cada plano de projecéo (Fig. 44).
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Fig. 44

43. Se quisermos desenhar na perspectiva de um objeto a sombra produzida por este em
uma superficie qualquer, quando a fonte luminosa ndo seja mais 0 sol, mas sgja constituida
por uma fonte luminosa qual quer, adistanciafinita, 0 método a seguir é fundamentalmente o
mesmo que foi indicado precedentemente. Neste novo caso, porém, os raios luminosos néo
podem mais ser considerados como paral el os, e ndo tém, portanto, um ponto de fuga no

quadro: eles convergem no ponto que representa a fonte luminosa.

A sombra de um ponto em um plano de projecdo qualquer € dada pelaintersecéo, no

plano de projegéo, do raio luminoso que passa pelo mesmo ponto.

A sombra produzida por um objeto em um plano de projecdo qualquer é determinada
pelos tracos, neste, de planos que passam pela fonte luminosa e tangentes ao mesmo objeto
(Fig. 45).
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44. A sombra produzida por um objeto, produzida por uma fonte luminosa colocada a
disténciafinitaem um plano de projecdo qualquer, € o exemplo tipico de projecéo central,
onde o centro de projecéo € afonte luminosa, raios de projecao sdo 0s raios luminosos, e a

projegdo procurada € a sombra produzida.

Anaogamente, a sombra produzida pelaluz solar pode servir como exemplo de projecdo

paralela

IMAGENSREFLETIDASEM PERSPECTIVA

45, Os espel hos refletem os rai os luminosos de modo gue o éngulo de reflexdo éigua ao

angulo deincidéncia; o eixo de reflexao se encontra no espel ho.

Os elementos gque servem para construir a perspectiva de um objeto (quadro, ponto de

vista, horizonte, pontos de fuga, etc.) valem também para a perspectiva daimagem refletida
pelo mesmo objeto.
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46. Se a superficie refletente for horizontal, por exemplo um espelho d’ &gua, aimagem

refletida de um ponto se encontra em uma

Fig. 46.

reta vertical passando pelo ponto, e dista, da superficie do espelho, da mesma distancia
do ponto real (Fig. 46).

Com o aumentar da distancia entre o observador e o objeto refletido, o eixo de reflexdo

se aproximada linha do horizonte. Sea

(P)

E%EGG

F"Espelho Fr quadro

0
Fig. 47.

distancia entre o observador e 0 objeto pode ser praticamente considerada como infinita

(sal, lua), o eixo de reflexdo coincide com linha do horizonte
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Fig. 48.

Se 0 espelho for vertical, aimagem refletida (P) de um ponto P se encontranaretar que

passa pel 0 mesmo ponto e perpendicular ao espelho, e dista da superficie deste da mesma
disténcia do ponto real.

Fig. 49.
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A posicdo daimagem refletida é determinada na perpendicular ao espelho, por meio de

um ponto medidor X qualquer nalinha de horizonte (figs. 47, 48).

Se 0 espelho for inclinado, aimagem refletida (P) de um ponto P se encontra, como no
caso precedente, naretar que passa pelo mesmo ponto e perpendicular ao espelho, e distado
espelho quanto dista o ponto real. Naturalmente, sendo o espelho inclinado, também aretar a

ele perpendicular é inclinada, e tem o seu ponto fuga fora da linha de horizonte (Fig. 49).

MUDANCAS DO SISTEMA DE PROJECAO

47. A imagem perspectiva de um objeto varia de forma ou dimensdo, por efeito da

mudanca de posic¢éo do olho ou do em relagéo ao préprio objeto.

48. Relativamente ao primeiro caso, de mudanca de posi¢do do olho em relagdo ao
objeto, bastara considerar, para as aplicactes dos métodos das projegdes centrais a prética da
perspectiva, as transformagfes produzidas por uma mudanca deste tipo, quando, porém,

permanecerem fixos 0 quadro e o plano de horizonte. Apresentam assim dois casos distintos.

49. O olho se desloca normalmente ao quadro, isto &, ao longo do raio dptico principal (o
ponto de vistaficainvariado) (Fig. 50).

Para que se perceba como se modifica aimagem perspectiva com a mudanca da
distancia, consideremos duas imagens de uma mesmaretar, construidas segundo as duas
distancias d, d/2 do olho ao quadro.

A imagem perspectivadaretar passapelo tragco T no plano do horizonte e pelo ponto de
fugaF damesma reta. Reduzindo adisténciad ad/2 o raio Optico paralelo aretar e
passando por O/2 é paralelo ap raio Gptico passando por O e se encontra no plano
determinado pelos pontos V O F; no trago deste plano no quadro, isto €, nareta VF, irdse

encontrar aintersecao do raio Optico passando por O/2,
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Fig. 5o,
isto &, o0 novo ponto de fuga F/2. A novaimagem daretar passapelo traco T, que

permanece invariado, e pelo novo ponto de fuga F/2.

Os diversos pontos de fuga de uma mesma diregéo relativos &s diversas distancias do

olho ao quadro, se encontram em uma reta que passa pelo ponto de vista.

Sendo osraios épticos OF e O/2 F/2 paralelos, tem-se, pelo conhecido teorema das

proporcionais, que:
OV:0R2V=FV:F2.V,
0 que equivale adizer que, auma reducgdo da disténcia do olho quadro em umarelagdo de 1

para n, corresponde uma reducéo ha mesma propor¢do da disténcia do ponto de fuga de uma

direcdo qualquer, do ponto de vista.
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Fig. 31.

Se A for um ponto daretar, os dois raios opticos O A, OA/2 se encontram no

plano V O A, eas duasimagens A, A/2 se encontram em uma reta gue passa por V.

50. O olho se desloca em um plano paralelo ao quadro; isto é, adistancia permanece

invariada, mas varia a posi¢ao do ponto de vista.

0", 0, SA0 as posi¢des sucessivas do olho, taisque O V = O, V; . A imagem perspectivar
dareta considerada, € determinada pelo trago T no plano de terra e pelo ponto de fuga F.
A perspectivar,; damesmareta, relativa a nova posi¢cao 0; do olho, passapelo mesmo tragco T
e pelo novo ponto de fuga ;1. O ponto de fuga se desloca no quadro na direcéo e da mesma
medida de que se desloca o olho no plano paralelo ao quadro; de fato, visto que os raios
Opticos O F e 0, F; sdo paralel os (sendo ambos paralel 0s a uma mesmareta), eles
determinam um plano que corta o quadro ao longo dareta FF; e o plano paralelo ao quadro
ao longo dareta 004, 0s quatro segmentos deretaO F, 0; F1, 00,, FF; formam um
paralelogramo, no qual os lados opostos sdo paralelos eiguais.

Asimagens de um ponto A dareta se encontram em umareta paralela a diregdo do

deslocamento do ol ho.

51. Um caso especial muito importante do problema precedente é o que consideraum

desdlocamento do olho ao longo de umareta horizontal paralela ao quadro (Fig. 52).
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O ponto de fuga (que na figura coincide com o ponto de vista), vai se encontrar,
sucessivamente, em pontos diversos da linha do horizonte; o deslocamento que o ponto de
fuga sofre é igual ao deslocamento do olho. Pontos correspondentes das diversas perspectivas
se encontram nas paralelas alinha do horizonte.

Se construirmos duas imagens de um mesmo objeto para duas posi¢des do olho
correspondentes a distancia gue o0s nossos dois olhos tém efetivamente, obtém-se duas
imagens chamadas imagens estereoscdpicas do objeto. Olhando estas imagens, de modo que
0S nossos ol hos se encontrem respectivamente nas posi¢oes V V;  pode-se obter que as duas

imagens se confundem em uma Unica, qual se somam os efeitos plasticos das duas.

Fig. 53.

52. Relativamente ao segundo caso, de mudanca de posi¢éo do quadro em relacdo ao
objeto, basta considerar as transformagfes devidas a um deslocamento do quadro

paraelamente asi mesmo.

As imagens produzidas por um mesmo objeto em quadros diversos paralel os entre s,
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guando permanecem fixos o olho e o plano do horizonte, sdo imagens geometricamente
semel hantes, e diferem somente nas dimensdes: os diversos quadros cortam de fato o cone

dos raios Opticos segundo se¢des, umas paraelas & outras (Fig. 53).

PERSPECTIVA EM UM PLANO INCLINADO

53. Nas construcdes perspectivas comuns, supde-se 0 quadro em posicdo vertical. Pode
acontecer, porém, que se deva construir a perspectiva de um objeto muito alto e ndo se possa,
ou ndo convenha se distanciar o olho o quanto baste para se ter umaimagem boa e completa
(campanarios, arranha-céus, interiores, etc.). Deve-se entéo proceder a construcao da
perspectiva, supondo o raio Optico principal, ndo mais horizontal, mas inclinado (olhar para
baixo) e, portanto, o quadro também inclinado.

Todas as leis anteriormente enunciadas valem também neste caso. A perspectiva de um
ponto é sempre aintersecéo do raio Optico correspondente ab mesmo ponto com o quadro
(Fig. 54).

As retas verticais, gque na perspectiva no quadro vertical permanecem verticais, no caso
da perspectiva em um quadro inclinado convergem para um ponto de fuga em posic¢éo finita,
isto é, no ponto de encontro do raio Gptico vertical com o plano do quadro. Asretas

horizontais tém o ponto de fuga na linha do horizonte (Fig. 55).

O plano horizontal que passa pelo olho, corta o quadro segundo alinhade horizonte 1; a
projecéo ortogonal do olho nalinha de horizonte é o ponto de vista V. Importantes para as

sucessivas construcdes sdo as retas horizontaisr, ortogonaisa 1, que tém o seu ponto
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Fig. 34.

defugaemV easretas s paralelas ao quadro, e ortogonais a 1, que resultam verticais na
perspectiva (Fig. 56).

54. Também nas construgdes da perspectiva em um plano inclinado, comega-se, como
na perspectiva em quadro vertical, determinando os elementos fundamentais em umafigura
preparatdria, paraa seguir passar a construcao da perspectiva propriamente dita.

Seja construir a perspectiva de um paral el epipedo retangulo vertical.
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Fig. 55.

Nafigura preparatéria (Fig. 57), o quadro € individuado pelo seu trago horizontd |, e
pelo &ngulo de inclinag&o a no plano horizontal. Se O for o olho, a0, V, é horizontal ea
0O1V; é perpendicular 1o em um ponto V,. Se desenharmos uma reta qualquer t tendo nalinha
de terraamesma inclinacéo do quadro, obtém-se a projecdo horizontal |, dalinhado
horizonte |, produzindo V, V1 = R S; reciprocamente, pondo ST = V0, obtém-se a cota do

ponto de fuga Fs; das verticais.
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Fig. s56.

Os pontos de fuga das retas horizontais se encontram na linha de horizonte 1 e séo
determinados por meio de raios Opticos paralelos & mesmas, do modo ja conhecido.

No desenho em perspectiva (Fig. 58), marcada arbitrariamente a horizontal |,
desenha-se alinha de horizonte 1 fazendo V V, = (V) R, e néla os pontos de fuga das retas
horizontais Fy, F», ... O ponto de fuga F3 se encontra navertical por V, aumadistanciadeste
pontoF; Vo= (F3)R..



53

I{Fal
i
GE Hz EE_F_E____ _____ :
|
|
I
i
|
1
]
I
I 1
I
‘:’2 7/ |Oa (V) !
1 1 1
I (’ i |
| /Fz : |
] | 1
I ot | 1
| L L
Cal2 A28, V RS T
q \Q!_ ] :
L
D.l: ‘}" \\\ "'.II
Y \\ §
i 2 N
5 I 0
‘_.-‘ f, 1 1
la 1},«"

Fiz. 57.

Asretas que ligam com os pontos de fuga F4, F», ... ospontos 1, 2, ... dal; (cuja posi¢éo
resulta dafigura preparatdria), deterrninam a perspectiva da base do paralelepipedo. Ao invés

de empregar os pontos 1, 2, ... em |y, pode-se proceder, como na perspectivaem
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quadro vertical, por meio de pontos medidores, os quais sdo determinados nalinha de

horizonte com o sistema ja conhecido.

A vertical que passa pelo ponto A tem fungdes andl ogas aguel as da projetante vertical,
na perspectiva em quadro vertical: ndo se produzem, porém, como naquele caso, as aturas

em verdadeira grandeza, mas, ao invés, as alturas (as distancias das linhas de horizonte) que
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resultam, nafigura preparatéria, naretainclinadat. (E) A== (E) R. Umareta passando por
(E) epor V, ou sgja, horizontal e ortogonal a 1, determina, na vertical A F3, o ponto E da
perspectiva.

Se avertical passando por A ndo permite intersegdes suficientemente nitidas com as
verticais da perspectiva, a operacao pode ser feitamais de lado, de modo andlogo ao que se
emprega na perspectiva em quadro vertical, onde se constréi uma planta em perspectivaa
uma certa distancia da linha de horizonte.

Se o0 ponto F; for inacessivel, pode-se construir aimagem em perspectiva de uma
vertical, por exemplo, no ponto B, determinando nafigura preparatéria as intersegdes 3, 4 do
raio optico correspondente a B, com |, e com |;. Estes pontos de interse¢do séo representados

na perspectiva; areta que os une é€ aimagem em perspectiva procurada.

METODO PARA OBTER ASDIMENSOES DE UM OBJETO
PELA SUA PERSPECTIVA

55. Acontece & vezes de se dever, da perspectiva (por exemplo, da fotografia)
reconstituir aforma e as dimensdes reais de um objeto; ou sgja, executar uma série de
operacOes inversas s feitas até agui.

Sejam dados o quadro, o olho 0, o ponto de vistaV eadistanciaO V (Fig.59).

Se, de uma perspectiva, se conhecem o ponto de vistae adistancia, o feixe de raios
opticos € determinado em sua posi¢do em relagdo ao quadro; o ponto de vista e a distancia

s80 chamados el ementos de orientacéo interna da per spectiva.
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Fig. 59.

Se, de uma perspectiva, se conhecem a posi¢ao do olho no espaco e adiregdo do raio
optico principal, o feixe dos rai os Opticos é determinado em sua posi¢éo no espaco; o olho ea
direcéo do raio Optico principa sdo chamados elementos de orientacdo externa da

per spectiva.

56. Os elementos de orientagdo interna da perspectiva sdo determinados por meio das
propriedades geométricas do objeto considerado (por ex., proporcdo entre largura e altura).

Quando o problema se refere a uma obra de arquitetura, é vantajoso considerar um
paral el epipedo que esteja compreendido no objeto ou que o compreenda.

Seja dada a perspectiva de um prismavertical de base quadrada (fig 60).



57

Fig. 60.

Asimagens das arestas horizontais paralelas (1-2) (5-6) e (1-4) (5-8) determinam os
pontos de fug F1, F»,. A linha do horizonte deve passar pel os dois pontos de fuga, e deve ser

perpendicular & imagens das aresta verticais do prisma.

O olho O deve se encontrar no plano do horizonte, e em posicdo tal que o angulo F1 0 F5,
sejareto; deve, portanto, achar-se na circunferéncia de didmetro F, F»,.

A diagonal (1-3) da base do prisma d4, nalinha do horizonte, um terceiro ponto de fuga
Fz eadiagonal (2-4) daum quarto em F3. Visto que as duas diagonais séo perpendiculares
uma a outra, acdo horizontal do olho deve achar-se também na circunferéncia diametro F,
F,; isto é, aprojecdo horizontal do olho é determinada pel os pontos de encontro das duas
circunferéncias.

Geralmente, porém, nem todos os quatro pontos de fuga se encontram dentro dos limites
do desenho. Leva-se em conta, entdo, o fato de que a projecéo horizontal (0) do olho deve se
encontrar em posi¢do tal que o angulo F; (O) F,, sejareto e que areta (O)Fs, corte este

angulo em duas partesiguais, ou sgja, a bissetriz.
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A reta que passa pel o ponto superior L da circunferéncia de didmetro F4, F»,, por F3
passa também por (0), visto que o angulo na periferialL (O) F, éigual a metade do angulo no
centro L C F,, (que é reto).

E f&cil, uma vez determinado (0), encontrar a posi¢&o do ponto de vista V, dos pontos

medidores T, e T, que servem para a resolucdo métrica do problema.

57. Se abase do prismareto, ao invés de quadradafor retangular, e seja conhecidaa
relacdo entre seus lados, 0 método de resolucéo € ainda aquel e anteriormente indicado (Fig.
61).

Sejam os lados do reténgul o de base na proporcéo de 1 para 2; é facil determinar o
angulo a.

O ponto (0) deve ser determinado de modo que o angulo F; (O) F,, sgjareto, é que o
angulo F;(0) F5, sgjaigual aa. A primeira condicéo € assumida quando (O) se encontrana
circunferéncia de didmetro F, F,,; para satisfazer asegunda condi¢do, faz-se no centro da

circunferéncia de didmetro F4, F,, um angulo F,,C L igual a2a:
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Fig. 61.

0 angulo na periferiaF3, (O) F3, éigual a metade do angulo no centroL C F»,, ou sgja, é
igual aa.

A projecdo horizontal (O) do olho se encontra no ponto de encontro da circunferéncia de
diametro Fy, F», edaretal Fs,.

58. Dos dois exemplos precedentes, resulta que os elementos e orientagdo interna de
uma perspectiva, quando o quadro for vertical, podem sempre ser determinados, se forem
conhecidos pontos de fuga de trés diregdes horizontais, formando entre si &ngulos

conhecidos.
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59. Ainda mais simples se torna determinar os elementos orientagdo interna de uma
perspectiva, quando o quadro for obliquo e se conhecerem os pontos de fuga de trés direcbes
perpendiculares entre si (Fig. 62).

Sgjam F,  F,,0s pontos de fuga de duas direcfes horizontais perpendiculares uma a
outra: por eles passa alinha de horizonte. SgjaFs; o ponto de fuga de umaterceira dimenséo,
perpendicular & duas primeiras, isto €, vertical.

O olho O é o vértice de um tetraedro tal que as arestas dele con-vergentes no préprio
vértice, sdo perpendiculares umaem relagdo a outra. O ponto devistaV €,
conseqglientemente, o0 ponto de encontro das alturas do tridngulo F; F, F;, eadistancia
principal resulta de um simples rebatimento do plano perpendicular ao quadro, passando pelo

vértice e por um ou por outro dos pontos de fuga.

PROJECOES CENTRAIS DA ESFERA

60. O estudo das projecdes cartograficas se desenvolveu para satisfazer & necessidades
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da geografia, da ndutica, da geodésia, da astronomia, etc. O problema consiste em representar
graficamente em um plano os pontos e as linhas de uma esfera (aterra é considerada com
suficiente aproximacao, esférica); isto &, representar, por meio das projecdes de dois sistemas

de circulos, os meridianos e os paral el os da superficie esférica.

61. Um dos métodos mais importantes de projecéo cartogréfica € o método da projecéo
estereografica da esfera. Ele consiste em uma projecéo central, feita de um ponto da
superficie esféricaem um plano perpendicular ao didmetro, passando pelo centro de projecéo.

Geramente, faz-se passar 0 plano de projecéo pelo antipoda do centro de projecéo, ou
pelo centro da esfera (projecao estereografica equatorial). Nos seguintes e breves
comentarios nesta parte do estudo das projecies centrais, e assim da perspectiva, efetuamos

projegdes estereograficas equatoriais.

62. Sgja C o circulo principal do papel, ou sgja, aintersecéo da esfera com o quadro; o
centro do circulo coincide com a projecéo V do olho, ou sgja, 0 ponto de vista; o circulo

principal coincide assim com o ja conhecido circulo de disténcia (Fig.63).
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Fig. 63.

Seja P a projecdo de um ponto da superficie esférica, do qual se quer achar a projecéo
estereogréfica. Parafazer isso, rebate-se o circulo maximo da esfera, passando pelo centro de

projecéo e pelo ponto P no quadro: (V) € o rebatimento do centro e (P) o rebatimento do
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ponto P. O raio de projegdo VP rebatido em (1) (P) d&, em seu ponto de intersecdo com o
guadro, a projecao estereogréfica procurada P’. A tangente (t) em (P) ao circulo rebatido, tem
o0 trago no quadro em T: por este ponto, e perpendicularmente aV P’, passa o trago do plano
tangente a esfera no ponto P.

A tangente ao circulo em (V) corta atangente em (P) no ponto (R); da semelhanca dos
tridngulos (V) (R) (P) e (P) T P’, sendo o primeiro, por construgdo, isosceles,
resultaque TP = T(P).

Obtém-se a projecéo estereogréfica de um ponto da esfera, também rebatendo no quadro

o plano tangente a esfera no ponto considerado.

63. Sgjam c; e ¢, (dados das respectivas projecdes horizontais) das curvas da superficie
esférica, passando por P; as projecdes estereogréficas destas curvas passam por P’ e tocam as
imagenst’; et’, dasduastangentest; et,. Estas Gltimas sdo determinadas pel os pontos T;-P;
e T,-P, (encontram-se em um plano cujo traco é T; T’ 2). Observa-se entéo que as projecdes
t'; et’, dastangentes coincidem com o rebatimento destas em torno do trago do plano
tangente; ou sgja, que o angulo formado pelas imagens estereogréficas das tangentes € igual
ao angulo que estas tangentes efetivamente formam. Disso se conclui que a projecéo

estereografica é conforme (conserva os angulos).

64. Importante é a representagdo estereografica de um circulo colocado na superficie
esférica

Se o circulo passa pelo centro da projecéo, os raios de projecdo correspondentes aos
simples pontos dele, se encontram todos em um mesmo plano, e seus tragos, isto &, as
imagens dos pontos do circulo se encontram no trago deste plano no quadro.

A projecdo estereogréfica de um circulo colocado na esfera e passando pelo centro de
projecéo € umareta.

Se o circulo colocado na esfera ndo passa pelo centro de projegdo, os raios de projecéo
formam uma superficie conica e a projecao estereogréfica do circulo € sempre uma secéo
conica.

SejaM o vértice do cone tangente a esfera ao longo do circulo que se considera. As
geratrizes do cone sdo, em cada ponto, normais ao circulo de tangéncia: as projecdes
estereograficas das geratrizes formam um feixe de retas passando por M’ € S80 normais a
projecéo estereogréficado circulo: esta projecdo deve, portanto, ser, por suavez, um circulo.

A projecdo estereogréfica de um circulo colocado na esfera e ndo passando pelo centro
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de projecéo, é um circulo tendo como centro a projegdo do vértice do cone tangente a esfera

ao longo do circulo considerado.

65. O problema fundamental da cartografia, ou sgja, a representacéo dos paralelos e dos
meridianos, é resolvido tendo presente que as projecoes estereogréficas dos meridianos
formam um feixe de circulos tendo por pontos-base as imagens dos pélos da esfera; e que as
projecOes estereogréficas dos paralel os s8o as trajetorias ortogonais das projegdes dos

meridianos e, portanto, formam um outro feixe de circulos com os pontos-base imaginarios.

66. Conforme a posi¢do do centro de projecdo, distinguem os seguintes casos. Se 0
centro de projecdo coincide com um dos polos da esfera (carta estereografica polar), o circulo
principal da projegdo coincide com o equador, as imagens dos meridianos sio 0s seus
diversos diametros, e os paralelos sdo circulos concéntricos em torno do ponto de vista. A

posicao dos paral el os é determinada rebatendo o plano de um meridiano (Fig. 64).
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Fig. 64.

67. Se 0 centro da projegdo se encontra no equador (carta estereogréfica equatorial), os
polos da esfera se encontram no quadro, e so o0s pontos-base do feixe dos meridianos. Os
pararel os sdo considerados como linhas de contato de outros tantos cones tangentes a esfera e

0s vértices dos quais se encontram no e xo da mesma esfera (Fig. 65).

68. Menos importante é o caso geral, ou sgja, quando o centro de projecao se encontra
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em um ponto qualquer da superficie esférica. A construcao para esta posic¢éo do centro de

projecéo procede-se conforme as | eis precedentemente enunciadas.

69. Um segundo método de projecéo cartografica € o método da projecdo gnomdnica da
esfera. Ele consiste em uma projecéo central, feita do centro da esfera, em um plano

gualquer. Geralmente, o plano de projecdo ou quadro € suposto tangente a esfera.

Fig. 65.

A imagem da superficie de uma meia esfera ocupatodo o plano do quadro, e asimagens
de dois pontos opostos da superficie esférica coincidem.

70. A imagem do sistema dos meridianos e dos paralel os varia conforme a posi¢ao do
guadro, ou sgja, conforme a posi¢ao do ponto de tangéncia do mesmo a esfera.

Se o0 quadro for tangente a esfera em um dos pdl os, obtém-se uma carta gnoménica
polar, naqual o quadro corta perpendicularmente o eixo terrestre e, portanto, também os
planos dos meridianos: estes Ultimos sao projetados em um feixe de retas tendo por ponto-

base o ponto de vista; 0 angulo formado por doisraios éigual a



65

Fig. 66.

]

verdadeira diferenca entre as longitudes dos dois meridianos correspondentes. Os paralelos
s40 projetados em circul os concéntricos em torno do ponto de vista. A imagem de um ponto
qualquer B da superficie esférica é determinada pelaintersegdo no quadro do raio de projecéo
VB, como resulta dafigura 66.

71. Se o quadro é tangente a esfera em um ponto do egquador, obtém-se uma carta
gnombnica equatorial. O plano tangente €, neste caso, paralel 0 ao eixo terrestre, e corta

portanto os planos dos meridianos segundo retas paralelas ao eixo: asimagens dos



66

Fig. 67.

meridianos sdo retas paralelas entre si. A posicao daimagem de um meridiano qualquer é
determinada, em uma projecdo horizontal, pelaintersecdo do meridiano considerado, com o

traco do quadro.

Os raios 6pticos passando pelos pontos isolados de um paralelo da esfera, formam uma
superficie conica que contém dois paraelos de igual latitude norte e sul. Visto que o quadro é
paralelo ao eixo do cone, isto é, corta suas duas partes, alinha de intersecéo que resulta deve
ser uma hipérbole; aimagem do equador é umalinhareta. O ramo da hipérbole colocado ao
norte do equador, e correspondente a uma certa latitude b, é aimagem do semiparalelo norte
visado para o quadro e, ab mesmo tempo, imagem de semiparalelo sul da mesma latitude,
oposto ao primeiro. Para o ramo colocado ao sul do equador, vale o contrario.

O método de representacéo gnomodnica da esfera, ndo apresentando as vantagens que, ao

invés, apresenta a representacao estereogréfica, € raramente aplicado.
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METODOSAUXILIARES
PARA A CONSTRUCAO DA PERSPECTIVA

72. A perspectiva de um abjeto é determinada pelo conjunto das imagens em perspectiva
dos seus simples pontos.

Quando as projegdes ortogonais do objeto que se considera sdo figuras regulares, ou
sgja, obedecem aleis que podem ser expressas por meio de construgdes geomeétricas lineares
(simetria, etc.), é oportuno escolher os grupos de pontos dele gue apresentam as
caracteristicas comuns, de modo a obter, com uma Unica operagdo, aimagem de mais pontos
do mesmo objeto.

73. A circunferéncia € o lugar geométrico dos pontos de um plano equidistante de um
ponto (centro) do mesmo plano. Além destalel geral, os pontos da circunferéncia estao

ligados entre si e com o centro por outras leis que podem ser expressas graficamente.
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As construcdes precedentes (Fig. 68), que servem para determinar pontos da
circunferéncia (e outras que podem ser encontradas), s80 repetidas na construcéo da
perspectiva, por meio dos pontos de fuga dos lados das figuras inscritas ou circunscritas
(Fig. 69).
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Fig. 1.

Os raios 6pticos passando pel os pontos de uma circunferéncia formam uma superficie

conica, cujaintersecdo com o quadro, isto €, aimagem em perspectiva procurada, € uma

secdo conica. A imagem perspectiva de um circulo colocado em um plano pararelo ao quadro

éum circulo (Fig. 70).
74. A imagem perspectivade circulos de igual

gue os centros dos mesmos se encontrem em umali

raio, postos em planos paralelos, etais

nhareta, sGo segOes paralelas de um

mesmo cilindro: os pontos correspondentes das diversas se¢des se encontram em retas

paralelas ao eixo do cilindro.

Fig. 5z.
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NaFig. 7 1, o mesmo problema precedente é resolvido por meio de uma projegéo lateral

perspectiva.

75. Nas figuras 72 e 73 séo aplicados alguns dos métodos de construgdo anteriormente
indicados.
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Fig. #s.

76. Um segmento de reta pode ser subdividido em um nimero qualquer de partesiguais,

mesmo sem fazer uso de um verdadeiro ponto medidor (Fig. 74).

77. O método precedente € muito Util para construir a perspectiva de poligonos regulares
(figs. 75, 76).
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78. Quando um dos pontos de fuga das diregdes que se apresentam no objeto do qual se
quer construir a perspectiva ndo encontralugar dentro dos limites do desenho, podem-se
igualmente encontrar as imagens perspectiva das retas convergentes neste ponto.

Rebatendo a parte da aresta vertica D1 D do cubo, posta acima do plano horizontal,
paralelamente alinha do horizonte em D, (D), e ligando as extremidades do segmento assim
obtido com o olho O, obtém-se nalinha do horizonte aimagem reduzidaD’;D’ do segmento
considerado (Fig. 77).

79. O problema precedente pode ser resolvido também reduzindo toda a figuraem uma
escalamenor. A distancia principal reduzidade O V, por ex., em O V/ 2, corresponde um

novo ponto de fuga (F+/2) . Os pontos correspondentes das duas perspectivas se encontram
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Fig. 77.
em retas passando pelo ponto de vistaV e as retas correspondentes sdo paralelas. Ndo sefaz
mais do que mudar o sistema de projecdo, aproximando o olho ao quadro (Fig. 78).
80. Para construir as imagens perspectivas de retas paralelas a umareta da qual se tenha

a perspectiva mas ndo o ponto de fuga,
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Fig. 78.

procede-se do seguinte modo e (fig. 79) . Dividem-se 0s segmentos a-A e b-B,
compreendidos entre alinha do horizonte e a perspectiva dada, em duas escalas verticais
guaisguer em a e em b, em um nimero igual de partes, para, a seguir, ligar os pontos

correspondentes.
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Em um segundo método (figura 80) de resolucdo do mesmo problema, nos servimos de

um ponto medidor M qualquer.
81. Paradeterminar a posi¢cdo do ponto medidor correspondente a uma diregdo da qual
ndo se conhece o0 ponto de fuga, divide-se 0 &ngulo F; O V (Fig. 81) em duas partesiguais. O
ponto de encontro da bissetriz com a linha do horizonte € o ponto medidor procurado.
Defato, visto que os segmentos F, O e F, M, sdo0 iguais, serdo também iguais os angulos
F,OM; eF,M,0, ousga F,OM; =F,M,0 =a. Tém-se, dém disso, as duas relagdes a +
b=90graus,ea +g=90°; e sendo b;- b,, resultaqueg=b, ou sga, aretaO M, divideo

angulo F; OV em duas partesiguais.

Fig. 8r.

82. Quando se tenha gque construir a perspectiva de um objeto muito complicado, tudo

val em vantagem da precisdo do desenho, construir, além de uma projecdo horizontal,
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também uma projecéo vertical perspectiva do mesmo objeto, em um plano vertical
perpendicular ao plano de terra e ao quadro. Retas perpendicul ares aos planos de projecéo,
passando por pontos correspondentes das duas projecdes, determinam, em seu ponto de

encontro, as perspectivas dos mesmos pontos.

S

Fig. 8z.
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Fig. 83.

iy

Este método, das duas projegdes perspectivas, € empregado muito freglientemente nos
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velhos tratados, principalmente para construir a perspectiva de detalhes de arquitetura.

83. Um método de construcao da perspectiva, muito Util em certos casos, € o chamado
dos reticulados. Ele consiste em desenhar no plano de terra a perspectiva de um reticulado de
mal has quadradas, de modo a se ter em cada ponto do mesmo plano uma unidade de medida

gue sirva para desenhar a perspectiva dos objetos considerados (figs. 83, 84).
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Para a construcéo do reticulado, serve como ponto medidor o ponto de fuga das
diagonais dos quadrados, que é neste caso o ponto de distancia.

Este método de construcéo pode ser de emprego vantaj0so quando, por exemplo, se
tenha que construir a perspectiva de uma paisagem inteira, com numerosas construgoes; ele

ndo permite, porém, uma grande precisdo de desenho.
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