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Advertencia preliminar

El presente documento tiene por intencidn
mostrar como usar eficazmente un d&baco en el
sistema vigesimal, sistema usado a lo largo de
la historia por muchas culturas en todo el
mundo, de modo destacado por las culturas
mesoamericanas precolombinas. La disposicion
de cuentas 0 bolas del abaco maya
Nepohualtzintzin (tres altobolas y cuatro
hipobolas, disposicién 3-4) es la mas
adecuada, pero esa es casi la Unica relaciodn
LR, con la matematica maya que se encontrara en

Nepohualtzintzin con ocho | aste manual de uso del abaco vigesimal. No se
C;fg:ﬁi?i&£3¥zgifié§yz; utilizan en este manual los métodos de calculo
* I originales del Nepohualtzintzin sencillamente
porque el autor los desconoce. Por otro lado tampoco seria sorprendente
que alguno de los métodos utilizados en este manual fuese igual o muy
similar a los originalmente usados en mesoamérica ya que en casi todos
los continentes se han wusado a&bacos de un tipo u otro porque la
necesidad de contar objetos va ineludiblemente ligada a la existencia de
cualquier cultura minimamente desarrollada.
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El punto de partida de g .
este manual es un abaco maya |
Nepohualtzintzin (3-4). Para [ &
él se adaptan los métodos de | § &
calculo aritmético del &baco |

japonés Soroban (1-4), |
incluyendo tablas de sumas y |

productos que no son |
imprescindibles, pero que ||

facilitan sobremanera 1los
calculos. Por analogia con
el &baco japonés Soroban las &

10 IR A T A

varillas se disponen ——— T —— —
verticalmente, segun se |Nepohualtzintzin con trece varillas, apto para
puede ver en las fotografias usar numeros grandes en todo tipo de cdlculos.

de esta pagina; el motivo es

la practicidad, asi orientado y sobre una superficie horizontal el
“Nepo” se sujeta con la mano izquierda y se mueven facilmente las
cuentas o bolas con los dedos indice y pulgar de la mano derecha.

Una gran ventaja del Nepohualtzintzin es que ademds del sistema
vigesimal puede wusar facilmente el sistema decimal, que es el
universalmente utilizado actualmente, simplemente dejando sin uso las
dos altobolas mds préximas al marco superior del abaco.

Animo a los interesados a iniciarse en el calculo aritmético con el
abaco vigesimal Nepohualtzintzin, descubriran el placer de operar en
otro sistema numérico con facilidad gracias a una poderosa herramienta
que no pierde eficacia con el paso de los siglos: el abaco.
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1-Sistema vigesimal

1.1-Generalidades

El sistema de numeracién usado en la actualidad es posicional y con
base diez, por ello se necesitan diez simbolos o cifras diferentes para
representar cualquier ndmero: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, y 9. En un
sistema posicional el valor de cada cifra depende de su posicién dentro
del numero, por ejemplo, el nldmero 352 esta formado por 2 unidades de
primer orden (unidades), 5 unidades de segundo orden (decenas) y tres
unidades de tercer orden (centenas). Matematicamente 352 es una forma
abreviada de su forma completa: 3*102+45*10'+2*10° = 3*100+5*10+2*1 = 352

En cualquier sistema de numeracion posicional el primer numero de dos
cifras es 10, y todos los numeros en ese sistema son de la forma:

Ki*10™+K,.1*10™ 1+, . . +K ¥ 10M4+Ke*10° +K. %101+, . . Ke*10%4K_ (5.1)*10 (™1 =
KiKn-1. « cKiKoK.1. . .K.(m_l)K.m (fO rma ab reViada)

En el sistema vigesimal la foéormula anterior es valida, la diferencia
con el sistema decimal es que se necesitan veinte diferentes simbolos o
cifras para representar los numeros: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 y 19, aunque lo mas comun es utilizar
letras para representar nimeros de una cifra mayores que nueve: 0, 1, 2,
3, 4, 5,6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E, F, G, H, I y J. Asi, en el sistema
vigesimal el nilmero 5C8 (6 5.12.8) es la forma abreviada de la forma
larga: 5*%102 + C*10*+ 8%*10° = 5*%100 + C*10 + 8*1 = 5C8.

0 1 2 3 4 Una de 1las formas que 1los antiguos mayas

QD © oo eee coee utilizaban para representar las cifras era
mediante simbolos que eran combinaciones de puntos

5 6 7 8 9 (valor 1, wuna hipobola en el 4d&baco) vy

e oo eee seee rayas (valor 5, una altobola en el abaco).

— — — ——— | Parg representar numeros de dos o mas
cifras los mayas anotaban las cifras en

10 -21 1% Jii ;li. vertical, «con las unidades de orden
— — — — - SUpErior arriba y las unidades de primer
orden en 1la parte inferior. El numero
15 16 17 18 19 vigesimal 5C8 se representaria como se 5C8

— — — — ams| MUEStra en el grafico de la derecha.

1.2-Transformar un nimero decimal a vigesimal

Se pueden utilizar valores tabulados para hacer la transformacién,
pero se puede hacer con facilidad por medio de divisiones enteras
sucesivas por veinte del numero decimal, los residuos forman las cifras
del nlimero vigesimal.

Si se desea transformar el nUmero decimal

36714 |20 36714 a vigesimal se divide por 20, el

167 1835 |20 residuo, 14, es la unidad de primer orden

071 035 91 |28 del nUmero vigesimal. Se divide el cociente

114 15 11 4 obtenido, 1835, por 20 y el residuo,15, es
14 la unidad de segundo orden, etc.
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El nilmero decimal 36714 es en el sistema vigesimal el nlmero
4.11.15.14 6 4BFE

1.3-Transformar un nimero vigesimal a decimal

Supongamos ahora que se desea transformar el ndmero vigesimal 4BFE al
sistema decimal. Lo que hay que hacer es:

e En primer 1lugar se cambia cada cifra vigesimal por su valor
decimal. Las cifras de 0 a 9 no se modifican, A se cambia por 10, B
por 11, etc. El nUumero 4BFE se transforma en 4.11.15.14.

e En segundo lugar se multiplica cada cifra transformada por su valor
posicional y se suman los resultados.

Orden Valor decimal Valor decimal
de las para numeros para numeros
unidades decimales vigesimales
1 1 (unidades) 20° = 1 (unidades)
2 10 (decenas) 20 = 20 (veintenas)
3 100 (centenas) 202 = 400 (“cuatrocientenas”)
4 1000 (millares) 203 = 8000 (“ochomilenas”)

Los calculos paso a paso son:

* g = * =
ig * ggi _ ig * 23 _ 3%3 Por lo que el nimero en el sistema
11 * 202 = 11 * 400 = 4400 gé%i;;Tal 4BFE es 36714 en el sistema
4 * 20° = 4 * 8000 = 32000 '
36714

En la siguiente tabla comparativa se muestran los antiguos nombres
mayas para los distintos érdenes de unidades y sus valores decimales.

Sistema decimal Sistema vigesimal
Unidades 10° = 1 Kines 20° = 1
Decenas 10t = 10 Uinales 20 = 20
Centenas 102 = 100 Tunes* 202 = 400
Unidades de millar 10 = 1000 Katunes 20° = 8000
Decenas de millar 10* = 10000 Baktunes 20* = 160000
Centenas de millar 10° = 100000 Piktunes 20° = 3200000
Unidades de millén 10° = 1000000 Kalabtunes 20° = 64000000
Decenas de milldn 107 = 10000000 Kinchiltunes 207 = 1280000000
Centenas de millédn 10® = 100000000 |Alautunes 208 = 25600000000

*Excepcionalmente para calculos calendaricos los mayas hacian valer a
cada tun 18 uinales, asi un tun equivalia a 20*18=360 kines.
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2-Cifras y notacion

El abaco maya, el Nepohualtzintzin, tenia normalmente trece varillas
por las que deslizan las cuentas o bolas. Si el nuUmero de varillas de un
abaco es grande se podran hacer calculos mas complejos y wutilizar
ndmeros con muchas cifras, si el nuUmero de varillas es pequefio el d&baco
se usa sOlo para calcular sumas y restas. En este manual se usara un
Nepohualtzintzin «con 13 wvarillas, que es un numero de varillas
suficiente para cualquier tipo de calculos. Las varillas se etiquetan
con las letras mindsculas del alfabeto latino de derecha a izquierda
para permitir la anotacién sistematica de los movimientos.

Cada varilla se divide en dos partes por una barra horizontal. En la
parte superior hay tres cuentas o bolas con un valor de cinco unidades
cada una, mientras que en la inferior hay cuatro con un valor de una
unidad cada wuna de ellas. Las cuentas s6lo tienen su valor
caracteristico cuando se encuentran desplazadas hacia la barra central.
Habitualmente se denomina a las cuentas con valor 5 con la palabra
“altobola” y a las cuentas con valor 1 con la palabra “hipobola”.

En el siguiente grafico se puede ver la posicién inicial de 1las
cuentas o bolas en el abaco, mostrandose la cifra 0@ en cada varilla.

Para anotar las distintas cifras se debe poner el &baco sobre una
superficie plana y horizontal. Mientras se sujeta el abaco con la mano
izquierda se anotan con la mano derecha las cifras que componen el
nimero con el que se desea hacer un cdlculo. Las hipobolas se acercan a
la barra central con el dedo pulgar. Con el dedo indice se alejan de la
barra las hipobolas y se hacen todos los movimientos de las altobolas.
Si se acercan o se alejan a la vez a la barra, alguna altobola y alguna
hipobola se wusan ambos dedos simultaneamente, el pulgar para las
hipobolas y el indice para las altobolas.

No hay ninguna varilla predeterminada como varilla de las unidades, se
puede elegir cualquiera de ellas.

Anotemos como ejemplo el nimero JGFECBA965310:
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Los numeros se anotan siempre en el dbaco de izquierda a derecha. La
notacién de cada movimiento indica la varilla en 1la que se hace el
movimiento y 1las altobolas y/o hipobolas que se acercan a la barra
central (con signo +) o se alejan de ella (con signo -).

Para anotar la cifra J en 1la varilla m se acercan a la barra las tres
altobolas con el dedo indice y las cuatro hipobolas con el dedo pulgar
simultdneamente. La notacidén de este movimiento es: m+F+4.

Anotaremos la cifra G en la varilla 1 acercando a la barra las tres
altobolas con el dedo indice y wuna hipobola con el dedo pulgar
simultdneamente. La notacién de este movimiento es: 1+F+1l.

Se anota la cifra F en 1la varilla k acercando a la barra las tres
altobolas con el dedo indice. La notacién de este movimiento es: k+F.

Para anotar la cifra E en la varilla j se acercan a la barra dos
altobolas con el dedo indice y las cuatro hipobolas con el dedo pulgar
simultaneamente. La notacidén de este movimiento es: j+E+4.

Anotaremos la cifra € en 1la varilla i acercando a la barra dos
altobolas con el dedo indice y dos hipobolas con el dedo pulgar
simultdneamente. La notacidén de este movimiento es: i+A+2.

Se anota la cifra B en la varilla h acercando a la barra dos altobolas
con el dedo indice y una hipobola con el dedo pulgar simultaneamente. La
notacidén de este movimiento es: h+A+l.

Para anotar la cifra A en 1la varilla g se acercan a la barra dos
altobolas con el dedo indice. La notacidén de este movimiento es: g+A.

Anotaremos la cifra 9 en 1la varilla f acercando a 1la barra una
altobola con el dedo indice y cuatro hipobolas con el dedo pulgar
simultdneamente. La notacién de este movimiento es: f+5+4.

Se anota la cifra 6 en la varilla e acercando a la barra una altobola
con el dedo indice y una hipobola con el dedo pulgar simultdneamente. La
notacién de este movimiento es: e+5+1.

Para anotar la cifra 5 en 1la varilla d se acercan a la barra una
altobola con el dedo indice. La notacién de este movimiento es: d+5.

Anotaremos la cifra 3 en la varilla c¢ acercando a la barra tres
hipobolas con el dedo pulgar. La notacidén de este movimiento es: c+3.

Se anota la cifra 1 en la varilla b acercando a la barra una hipobola
con el dedo pulgar. La notacién de este movimiento es: b+1l.

Otros ejemplos:

Ndmero Notaciodn
279 c+2 b+5+2 a+5+4
1E3G d+1 c+A+4 Db+3 a+F+1
3BF1 d+3 c+A+1 Db+F a+l
A04D d+A b+4 a+A+3
3J73A e+3 d+F+4 c+5+2 b+3 a+A
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3-La suma

La suma es la principal operacién aritmética. Es imprescindible el
perfecto conocimiento de 1la suma en el d&baco para poder abordar con
éxito las demas operaciones.

En primer lugar es conveniente memorizar las dos siguientes tablas:

Tabla de la suma en sistema vigesimal
+ 1 2 3/ 4|5/ 6|7 8,9 A B C|D E F G H J |10
l1 2/ 3 4 5/6|7 8/ 9 A/ B C/ D E F|G|H 10 11
2 34/ 5/ 6,7 8 9 A|B|C/ D/E F G H|I 101112
3 4,5/ 6/ 7 8 9 A B|C|D E|F/ G H I|J|10 111213
4 5/ 6/ 7 8 9 AB|C/D/E/F/G H I J|10|11|12 /13 14
5 6/ 7/8 9 A/B|C D E/F/G/H|I|J|10/11/12|/13 14 15
6 7,8 9 A B C D|E|F|G H | I J |10/11/12|13|14 15|16
7 8 9/A B C/D|E F|G|H I | J|10|11|12 13|/14|/15 16 17
8 99 AB C D E F G/ H I J 10/11 1213/ 14/15 /16|17 18
9 A/\B C/ D E F/ G/ H|I|J | 10/11 12 13 14|15|16 17|/18|19
A B C D E|F|G H|TI|J 10/11|12|13/14|15/16|17|18|19|1A
B C/ D E F/G H I|J|10/11/12/13/14 15/16|/17 /18|19 /1A 1B
Cc D E/IF|G H|I| J|10/11|12/ 13|14 15 16 /1718 19|1A 1B 1C
D E F|G/H I|J)|10/11/12/13/14/15|16|17|18/19 /1A 1B 1C 1D
E F G|/H| I J|10|11/12/13/14/15/16|17|18|19|1A|1B|1C 1D 1E
F G/H I J|10|/11 12/13|/14 /15 16|17 18|19 1A 1B 1C 1D|1E|1F
G H| I | J 10/11/12/13|14|15|16/17/18 /19 /1A 1B|1C|1D|1E | 1F | 1G
H I J|1l0/11/12|13|14|15/16|17 18|19 1A|1B|1C 1D 1E|1lF 1G|1H
I J | 10/11/12 131415 16/17/18|19 1A 1B|1C|1D|1E|1F | 1G 1H 1I
J 101112 /13|14 15/16/17/18 19 |1A 1B|1C| 1D |1E|1F|1G 1H|1I|1]
10|11 121314 15 16|17 1819 /1A 1B/ 1C|1D|1E|1F|1G|1H|1I 1] 20
Parejas de numeros de una cifra que suman 10
o 12/ 3 4 5/6|7 8 9 A/ B|C D E/F/G|H I J| 10
10/J I H/ G F/E/ D C/B|A 98/ 7 6|54 3 2 ,1]0
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3.1-Sumas simples

Sumas simples son aquellas que se hacen directamente, sin acarreo, es
decir, la suma de las cifras del mismo orden de dos o mas numeros es
igual o inferior a J. Este tipo de sumas se realizan en el abaco con
gran facilidad.

Ejemplo: 2A80 + B25G = DCDG
En primer lugar se debe poner el &baco a cero, separando todas las

cuentas de la barra central deslizando sobre ella a 1la vez los dedos
pulgar e indice desde el lado izquierdo al derecho. Se anota 2A80:

m 1 k j i h g f e d ¢ b a
d+2 c+A b+5+3

Sobre el numero anotado se suma B25G, y se obteniene DCDG:

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

d+A+1 c+2 b+5 a+F+1

3.2-Sumas complejas

A veces al intentar sumar una cifra en una varilla del abaco no se
pueden acercar a la barra central el nlUmero de cuentas o bolas deseado
directamente. La solucidén consiste en hacer una combinacién de sumas vy
restas en esa varilla o, si es necesario, utilizando también alguna de
las varillas situadas a su izquierda.

Metodologia a seguir:
Cuando se quiere sumar una cifra a otra ya existente en cualquier
varilla del abaco, genéricamente etiquetada X, se intentara hacer lo que

indica el punto numero 1, si ello no es posible pasaremos al punto
ndmero 2, y asi sucesivamente hasta encontrar un punto aplicable:

10
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1. Sumamos las cuentas o bolas directamente en la varilla X
(suma simple).

2. Sumamos una o mas altobolas y restamos las hipobolas en
exceso en la varilla X.

3. Sumamos 1 en la varilla situada inmediatamente a la izquierda
de la varilla X (“10” en X), y restamos el excedente en la
varilla X.

4. Sumamos 1 en la primera varilla a la izquierda de la varilla
X que no tenga anotado J. Ponemos a cero la o las varillas
con J entre la varilla en la que hemos sumado 1 y la varilla
X. Finalmente restamos el excedente en la varilla X.

En la siguiete tabla se detallan todas las posibilidades:

Sumar Directamente Indirectamente
1 +1 +5-4 +10-F-4
2 +2 +5-3 +10-F-3
3 +3 +5-2 +10-F-2
4 +4 +5-1 +10-F-1
5 +5 +5 +10-F
6 +5+1 +A-4 +10-A-4
7 +5+2 +A-3 +10-A-3
8 +5+3 +A-2 +10-A-2
9 +5+4 +A-1 +10-A-1
A +A +A +10-A
B +A+1 +F-4 +10-5-4
C +A+2 +F-3 +10-5-3
D +A+3 +F-2 +10-5-2
E +A+4 +F-1 +10-5-1
F +F +F +10-5
G +F+1 +10-5+1 +10-4
H +F+2 +10-5+2 +10-3
I +F+3 +10-5+3 +10-2
J +F+4 +10-5+4 +10-1

No es imprescindible memorizar la tabla anterior, pero es necesario
seguir ordenadamente la metodologia descrita. Con la practica regular
rapidamente se 1llega a hacer 1los movimientos intuitivamente, sin
necesidad de pararse a pensar lo que se debe hacer en cada caso,
aumentando progresivamente la velocidad y la precisidén. El aprendizaje
sin orden ni regularidad es una lastimosa forma de perder indtilmente el
tiempo sin lograr nada de provecho.

11
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Como aplicacién se calculard la suma: 166F7 + 59F4H = 6G204.

Lo primero, tras poner a cero el abaco, es anotar el primero de los
sumandos, 166F7:

m 1 k j i h g f e d ¢ b a
e+l d+5+1 c+5+1 b+F a+5+2

Seguidamente se comienza a sumar el segundo numero. La primera cifra a
sumar es 5 en la varilla e. Esta suma es simple y se hace facilmente.

Ahora se debe sumar 9 en la varilla d, pero no es posible hacerlo
directamente como suma simple. Aplicamos el punto 2 del método y sumamos
9 de modo indirecto sumando A (dos altobolas) y restando 1 (una
hipobola) en la varilla d (ver tabla):

d+A-1

En tercer lugar hay que sumar F en la varilla c. No se pueden aplicar
los puntos 1 y 2 del método, pero si es aplicable el punto 3. Para sumar
F en ¢ de modo indirecto lo que se debe hacer es sumar 1 (una hipobola
con el dedo pulgar) en la primera varilla a la izquierda de la varilla
c, es decir, en la varilla d, y se resta el exceso (5, una altobola con
el dedo indice) en la varilla c:

12
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d+1 «c-5

Ahora hay que sumar 4 (cuatro hipobolas con el dedo pulgar) en 1la
varilla b, 1o que es muy facil directamente:

Finalmente se debe sumar H en la varilla a. No se pueden aplicar 1los
puntos 1, 2 y 3 del método, por ello se aplica el punto 4. Sumamos 1 en
la varilla c (una hipobola con el dedo pulgar), se resta J de la varilla
b (las tres altobolas y las cuatro hipobolas) y por udltimo se resta el
exceso (3) en la varilla a. Para restar 3 de la varilla a se debe
aplicar el punto 2 del método (sumar 3 es lo mismo que primero sumar 5 y
posteriormente restar 2):

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

c+l b-F-4 a-5+2
E1l resultado de la suma se puede ver en el abaco: 6G204.

En este ejemplo se han visto todos los casos posibles que se pueden
presentar durante el calculo de una suma.

A veces es posible hacer sumas de modo abreviado, por ejemplo, si se
quiere sumar JJH a otro nimero se puede hacer la suma normalmente o, si
es posible, sumar 1000 y restar 3. Siempre es provechoso hacer una suma
de modo abreviado si se presenta la oportunidad.

13
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4-La resta

Si para sumar se acercan las cuentas o bolas a la barra central para
restar se separaran, ya que la resta es la operacidén inversa de la suma.

4.1-Restas simples

Una resta es simple si en cada una de las varillas del &baco la cifra
del minuendo es mayor que la del sustraendo y se puede hacer la resta
con un simple movimiento de los dedos 1indice y pulgar alejando 1las
cuentas necesarias de la barra central.

Ejemplo: 3A9I - 157C = 2526

Tras poner el abaco a cero se anota el nimero 3A9I:

m 1 k j i h g f e d ¢ b a
d+3 c+A b+5+4 a+F+3

Facilmente se resta 157C:

El resultado es 2526.

4.2-Restas complejas

Una resta es compleja cuando no se puede efectuar simplemente
separando cuentas de la barra central en cada varilla y en vez de ello
se deben usar combinaciones de sumas y restas en varias varillas para
llevarlas a cabo. Como en el caso de las sumas complejas se resumiran en
una tabla todas 1las operaciones para efectuar restas en cualquier
varilla, sea cual sea el valor del sustraendo.

La metodologia a seguir es la siguiente:

14



Abaco vigesimal Nepohualtzintzin

Cuando se quiere restar una cifra de otra ya existente en cualquier
varilla del abaco, genéricamente etiquetada X, se intentard hacer lo que

indica el punto numero 1, si ello no es posible pasaremos al punto

namero 2, y asi sucesivamente hasta encontrar un punto aplicable:

1.

2.

En

Aqui vale lo dicho al pie de la tabla equivalente en el tema anterior.

Restamos las cuentas o bolas directamente en 1la varilla X
(resta simple).

Restamos una o mas altobolas y sumamos 1las hipobolas que
faltan en la varilla X.

. Restamos 1 en la varilla situada inmediatamente a la izquierda

de la varilla X (“10” en X), y sumamos lo que falta en la
varilla X.

. Restamos 1 en la primera varilla a la izquierda de la varilla

X que no tenga anotado 0. Ponemos a J la o las varillas con 0
entre la varilla en la que hemos restado 1 y la varilla X.
Finalmente sumamos lo que falta en la varilla X.

la siguiete tabla se detallan todas las posibilidades:

Restar Directamente Indirectamente
1 -1 -5+4 -10+F+4
2 -2 -5+3 -10+F+3
3 -3 -5+42 -10+F+2
4 -4 -5+1 -10+F+1
5 -5 -5 -10+F
6 -5-1 -A+4 -10+A+4
7 -5-2 -A+3 -10+A+3
8 -5-3 -A+2 -10+A+2
9 -5-4 -A+1 -10+A+1
A -A -A -10+A
B -A-1 -F+4 -10+5+4
C -A-2 -F+3 -10+5+3
D -A-3 -F+2 -10+5+2
E -A-4 -F+1 -10+5+1
F -F -F -10+5
G -F-1 -F-1 -10+4
H -F-2 -F-2 -10+3
I -F-3 -F-3 -10+2
J -F-4 -F-4 -10+1

15
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Ejemplo: 8AI2 — 4CI9 = 3HJD

Se anota el minuendo:

m 1 k j i h g f e d ¢ b a
d+5+3 c+A Db+F+3 a+2

A continuacioén se resta el sustraendo. En primer lugar se resta 4 del
8 existente en la varilla d. Para ello, seglin el punto 2 del método, se
suma 5 (una altobola) y se resta 1 (una hipobola):

d-5+1

Ahora se deberia restar C de A en la varilla c, pero ello no es
posible segin los puntos 1 y 2 del método. Aplicamos el punto 3: se
resta 1 (una hipobola) en la varilla d y se suma lo que falta (8, una
altobola y tres hipobolas) en la varilla c:

d-1 c+5+3

El movimiento “d-1" se hace con el dedo indice.

El movimiento “c+5+3” consiste en acercar a la barra central en la
varilla c una altobola con el dedo indice y tres hipobolas con el dedo
pulgar simultdneamente haciendo un movimiento “de pinza” con los dos
dedos. Este movimiento simultaneo es mucho mas rdpido y facil de hacer
que mover primero un dedo y posteriormente el otro.

Siguiendo con la resta ahora es el turno de restar I de la varilla b.
Esta resta es simple y deja la varilla b a cero:
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Finalmente se resta 9 en 1la varilla a. No es posible restar
directamente 9 del 2 presente en la varilla a, ni tampoco son aplicables
los puntos 2 y 3 del método. Se aplica el punto 4. Para restar 9 en la
varilla a se resta 1 en ¢, que es la primera varilla a la izquierda de
la varilla a que no tiene un 0. A continuacién se suma J en la varilla b
y por Gltimo se suma lo que falta (B = +A+1l) en la varilla a:

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

c-1 b+F+4 a+A+1
E1l resultado final es 3HJD.

En este ejemplo se han visto todos los casos posibles que se pueden
presentar durante el calculo de una resta.

Como en el caso de la suma a veces es posible hacer provechosamente
restas de modo abreviado, por ejemplo, si se quisiera restar JJH de otro
nimero se puede hacer la resta segin la metodologia ya vista o, si es
posible, restar 1000 y sumar 3. Siempre es provechoso hacer una resta de
modo abreviado si existe la posibilidad.
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5-Nimeros negativos

En el abaco es posible hacer restas en las que el sustraendo es mayor
que el minuendo, es decir, las que dan como resultado un nuUmero
negativo. Para ello hay que conocer unos conceptos previos. Si la suma
de dos nuUmeros de una cifra es J entonces diremos que cada uno de ellos
es el “complemento a J” del otro, por ejemplo las parejas 1 y I, 2 y H,
etc.

Parejas de cifras ‘“complementarias a J”
2 3 4 5 6 7 8 9
H G F E D C

Extendiendo la denominacién a nimeros de cualquier numero de cifras se
puede decir que dos nlmeros de n cifras son “complementarios a J” si su
suma es un numero de n jotas, por ejemplo: 28 y IB (28 + IB = JJ), F029
y 4JIA (F029 + 4JIA = 1J1J1]), etc.

Obsérvese el numero 31A anotado en las varillas c, b y a del abaco:

El complemento a J de un nimero anotado en el abaco es el formado por
los valores de las cuentas o bolas no movidas hacia la barra central en
las varillas que ocupa el ndmero anotado. En 1la varilla c hay tres
altobolas y una hipobola que no se han movido hacia la barra central
(valor G), en 1la varilla b no se han movido hacia la barra tres
altobolas y tres hipobolas (valor I), y en la varilla a no se han movido
hacia la barra una altobola y las cuatro hipobolas (valor 9); por 1o
tanto el complemento a J de 31A es GIO.

Con la ayuda del complemento a J se puede inmediatamente restar 10" de
un numero con n cifras, simplemente se debe sumar mentalmente 1 al
complemento a J del nimero anotado en el abaco y dar el resultado como
namero negativo. Por ejemplo, en la figura anterior hay anotado en el
abaco el numero 31A, cuyo complemento a J es GI9. Si se quiere restar
1000 de 31A se suma mentalmente 1 a GI9 y el resultado, GIA, es el
resultado de la resta con signo negativo: 31A — 1000 = -GIA

También sin dificultad se puede restar un numero arbitrario de otro
menor. Para restar un nuUmero con n cifras de otro nimero menor, antes de
efectuar la resta se sumara al numero menor un numero extra formado por
un uno seguido de n ceros (10"). El resultado de la resta serd un numero
negativo que es el "complemento a J" con n cifras mas 1 del numero
mostrado finalmente en el abaco.
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A veces interesa calcular la suma de varios numeros positivos vy
negativos (sumar un nldmero negativo es restar un ndmero positivo).
Cuando en dicho cdlculo se deba restar un numero mayor que el anotado en
el dbaco, entonces seguiremos la metodologia anterior, sumando antes de
la resta un uno seguido de los ceros necesarios. Es posible que en una
posterior resta debamos sumar otro numero extra, en ese caso conviene
que el nuevo numero extra afadido, sumado con el afiadido anteriormente
de como resultado una potencia de 10 (100, 1000, 10000, etc.). Operando
de esta manera el resultado final se obtiene directamente.

Pueden darse dos casos al finalizar la suma:

1. EL ndmero final mostrado en el d&baco es mayor que el nulmero
extra total afadido: Para obtener el resultado final de la suma
se debe simplemente restar del numero mostrado en el d&baco el
namero extra total afiadido en el proceso de la suma.

2. EL nldmero final mostrado en el abaco es menor que el nuUmero
extra total afadido: En este caso el resultado final es un
nimero negativo que es el "complemento a J" del nimero mostrado
en el &baco mds 1. El "complemento a J" tendrd tantas cifras
como ceros tiene el numero extra total afiadido.

Ejemplo: 31A - C57 + HO1l

Se anota en el abaco el primer nimero, 31A:

m 1 k j i h g f e d ¢ b a
c+3 b+l a+A

Ahora se deberia restar C57 del numero anotado en el abaco, pero C57
es mayor que 31A. Como C57 es un numero de tres cifras el nUmero extra
que se debe sumar es 103 = 1000; 31A + 1000 = 131A:

A continuacioén ya se puede restar C57:
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m 1 k j i h g f e d ¢ b a
d-1 c+A-2 c-1 b+F a-A+3

Si se quisiera saber el resultado parcial (31A — C57), como el numero
mostrado en el abaco, AG3, es menor que el numero extra sumado (1000) el
resultado es el complemento a J mas 1, pero con signo negativo, de AG3,
es decir, 31A — C57 = -(93G + 1) = -93H.

Obsérvese que el movimiento d+1 se anula inmediatamente con d-1, por
lo que se puede no hacer realmente este par de movimientos.

Siguiendo con la suma se debe ahora sumar HO1:

d+l c-5+2 a+l

El ndmero final mostrado en el &baco es 17G4 que es mayor que el
namero extra sumado (1000), por lo que se resta el numero extra y se
obtiene el resultado final: 7G4.

Resumen: 31A - C57 + HO1l = 7G4.
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6-La multiplicacion

Multiplicar es simplemente sumar repetidas veces el mismo nuUmero de
modo abreviado. Con 1la tabla de 1la suma, ya conocida, es posible
calcular el producto de dos numeros, pero el conocimiento de la tabla de
multiplicar permite agilizar los calculos:

Tabla de la multiplicacién en sistema vigesimal

1/ 2 3/ 4|5 67 8 9 A B C|/D E F| G H I J 10

01 02|03 04 050607 08 09 OA 0B 0C OD| OE OF 0G| OH|OI 0J| 10

02 04|06 08 OA OC|OE 0G| OI 10 12 14 16|18 1A 1C|1E|1G 1I| 20

030609 0C OF 0I|11 /14 17|1A 1D 1G|1J|22 25|28 2B 2E|2H| 30

04 08 |0C 0I 101418 1C|1G 20 24 28 2C|2G 30 34 |38|3C 3G 40

05 0A|0F 10 /15 1A|1F |20 25|2A | 2F 30|35 |3A 3F|40 45 4A|4F | 50

06 0C|0I 14 1A |1G|22 28 |2E 30 36 3C 31|44 4A 4G |52|58 5E| 60

07 /0E|11 18 1F 22|29 2G 33 |3A|3H 44 |4B |41 55|5C|5J 666D | 70

08 0G|14 1C 20|28 |2G |34 |3C 40 48 4G 54 |5C 60 68 |6G|74 7C| 80

09/ 0I|17 1G 25|2E|33/3C |41 4A 4] 58 5H|66 6F 747D |82 8B| 90

OA 10| 1A 20 2A |30 |3A 40 4A 50 5A 60 6A |70 7A 80 |8A |90 9A | AO

OB |12 |1D 24 2F |3G|3H 4843 5A |61 6C 73 |7E 85 8G|97 |91 A9 BO

0C 14 |1G 28 30 |3C|44 4G |58 60 6C 74 7G|88 90 9C| A4 |AG B8 | CO

OD 16|13 2C 35 3T |4B |54 5H|6A |73 |/7G|89 |92 9F|A8 Bl BE|C7| DO

OE | 18|22 2G| 3A 44|41 5C 66|70 | 7E /88|92 |9G AA|B4 BI CC|D6| EO

OF | 1A|25 /30 3F|4A |55 60 6F 7A |85 90 9F | AA B5 CO|CF|DA E5| FO

0G| 1C |28 34 404G |5C 68|74 80 8G 9C A8 B4 CO CG|DC|E8 F4|GO

OH 1E|2B |38 /45 52|53 |/6G 7D|8A |97 A4 |B1 | BI CF|DC E9 F6|G3| HO

OI 1G|2E | 3C 4A 58|66 7482 90 9I AG BE|CC DA E8 F6|64 H2| IO

U H T oo mm O oo W >» ©W 00 NG AWN 2| X

0J 1I|2H 3G 4F 5E|6D|7C 8B|9A A9 B8 |C7 D6 E5|F4 G3 H2|I1| JO

=
(<

10 /20|30 40 50|60 708090 A0 |BO CO | DO |EO FO | GO | HO IO|JO|100

Cualquier numero de una cifra multiplicado por otro también de una
cifra da como resultado un numero de dos cifras, de las que la primera
puede ser cero. Esto se debe tener siempre presente mientras dure el
aprendizaje de la multiplicacién, lo que permitira situar
sistematicamente en el dbaco 1los resultados parciales de 1la
multiplicaciodn.

Existen varios métodos diferentes de multiplicar en el abaco, de los

que se mostraran dos. La primera es la forma comin utilizada en Japdn
con el soroban (&baco que opera en el sistema decimal), la segunda es
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una variante que permite multiplicaciones de varios factores manteniendo
fija la posicién de la cifra de las unidades, siendo por ello muy Gtil
para calcular potencias.

6.1-Método estandar japonés

Para multiplicar dos niUmeros se anota el multiplicando en la parte
izquierda del abaco, dejando algunas varillas de separacién con el
multiplicador que se anotard en la parte derecha del abaco pero dejando
a su derecha tantas varillas a cero como cifras tiene el multiplicando
mas una. Posteriormente se multiplica el multiplicando por la cifra de
las unidades del multiplicador y se suma el resultado inmediatamente a
la derecha de la varilla de las unidades del multiplicador. Se borra la
cifra de unidades del multiplicador y se repite el proceso con 1la
siguiente cifra del multiplicador, y asi sucesivamente hasta completar
la operacién. En el abaco se 1lee finalmente el multiplicando y el
producto, ya que el multiplicador desaparece en el calculo.

Ejemplo: 46 * 1B5 = 6E7A

Se anota 46 en la parte izquierda del abaco, por ejemplo en las
varillas j y 1. Ahora se anota el multiplicador, 1B5, dejando a su
derecha 3 varillas a cero ya que el multiplicando esta formada por dos
cifras y hay que dejar a cero una mas. Por ello 1B5 se anota, el 1 en la
varilla f, B en e, y 5 en d. En este caso se han dejado dos varillas a
cero entre el multiplicando y el multiplicador, se pueden dejar las que
se deseen, pero no conviene dejar s6lo una porque podrian confundirse el
multiplicando y el multiplicador:

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

j+4  i+5+1 f+1 e+A+1l d+5

Alguien se podria preguntar a la vista del abaco écémo se sabe que se
debe multiplicar 46 * 1B5 y no 460 * 1B5? La respuesta esta en las
varillas a cero a la derecha de 1B5. En el segundo caso se habrian
dejado cuatro varillas a cero a la derecha del multiplicador y no tres.
Anotar el multiplicador siguiendo 1la metodologia descrita permite
colocar el multiplicando en las varillas que se desee, y poder leer el
resultado final sin ninguna duda.

Se comienza la multiplicacién con 1las cifras del multiplicando de
izquierda a derecha actuando sobre 1la <cifra de wunidades del
multiplicador (4). 46 * 5 = 11A, que se sumaria en las varillas c, by
a, pero es mucho mds facil hacerlo paso a paso:
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4 * 5 = 10 que se suma inmediatamente a la derecha de la varilla en la
que esta anotado el 5, es decir, en c y b. Légicamente el 0 no se suma
realmente, se ha mostrado para que se vea el orden de anotacidén de 1la
metodologia usada. A partir de ahora la varilla en la que hemos anotado
la segunda cifra del producto sera la primera en la que anotaremos el
siguiente. Seguimos multiplicando:

6 * 5 = 1A sumandose el 1 en b y A en a. El producto anterior se sumod
en c y b, y éste en b y a. Seguidamente se borra la Ultima cifra del
multiplicador, el 5 de la varilla c.

m 1 k j i h g f e d ¢ b a
c+l “b+0” b+l a+A d-5

Ahora se repite el proceso con la cifra B de la varilla e:
4 * B = 24 que se suma en las varillas d y c.

6 * B = 36 que se suma en las varillas c y b.

Se borra B de la varilla e.

m 1 k j i h g f e d ¢ b a
d+2 c+5-1 c+3 b+5+1 e-A-1

Finalmente se repite el proceso con la cifra 1 de la varilla f:
4 * 1 = 04 que se suma en las varillas e y d.

6 * 1 =06 que se suma en las varillas d y c.

Se borra 1 de la varilla f.

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

“e+0” d+5-1 “d+0” c+5+1 f-1

E1l resultado de la multiplicacidén se puede leer facilmente: 6E7A
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De haber querido efectuar el producto de dos numeros con cifras no
enteras, por ejemplo 4.6 * 0.1B5 la metodologia es exactamente la misma,
multipliquese 46 * 1B5 el resultado (6E7A) se leera como 0.6E7A que
tiene cuatro cifras en la parte no entera (una de 4.6 y las otras tres
de 0.1B5). Si se desea, para no tener que memorizar el numero de cifras
no enteras, se puede anotar ese ndmero en una varilla libre a 1la
izquierda del abaco, por ejemplo en la varilla m. Asi, en el caso de
multiplicar 4.6 * 0.1B5 = 0.6E7A el abaco mostraria tras las
operaciones (las mismas que en el ejemplo anterior) el aspecto que
muestra la siguiente imagen. Obsérvese que en m estd anotado 4, por 1lo
que los valores anotados en las varillas d, ¢, b y a son cifras de la
parte no entera del producto, y en la varilla e se encuentra la cifra de
unidades del producto, que se debe leer simplemente como 0.6E7A.

Si el multiplicando o el multiplicador tienen alguna cifra 0 sélo se
debe recordar que cualquier nlUmero de una cifra por 0 es “00”, lo que
nos permite seguir con el orden correcto de anotacidn.

6.2-Método multifactorial

El método anterior tiene 1la desventaja de que el producto estd
colocado algunas varillas a la derecha del multiplicador, por lo que si
se desea multiplicar el producto obtenido por otro numero, no habra
varillas libres a 1la derecha para hacerlo. El método multifactorial
permite hacer multiplicaciones sucesivas, de dos factores o de mas de
dos factores, porque los productos de cada multiplicacidén se obtienen
sobre el 1lugar donde esta anotado el multiplicador, manteniendo la
situacién de la cifra de las unidades, por lo que es un método ideal
para calcular factoriales, potencias, y cualquier multiplicacién con
varios factores.

Ejemplo: 46 * 1B5 = GE7A

Para ver la metodologia a sequir se efectuard el mismo producto ya
visto en el método anterior de los nlmeros 46 * 1B5 = 6E7A. Se anota en
la parte izquierda del abaco el multiplicando al que se le resta siempre
una unidad y en 1la derecha el multiplicador. Obsérvese que en las
varillas j y i se ha anotado 45 (46 — 1) y en las varillas ¢, b y a se
ha anotado 1B5:
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m 1 k j i h g f e d ¢ b a

j+4 i+5 c+1 Db+A+1 a+5

Ahora se multiplica el multiplicando por cada una de las cifras del
multiplicador de izquierda a derecha, sumando el resultado sobre la
cifra usada del multiplicador. En primer lugar se multiplicaria 45 * 1 =
45, que se sumaria al 1 anotado en la varilla c, es decir, en las
varillas d y c. En este caso la multiplicacidén es muy sencilla, pero en
general es preferible hacer las multiplicaciones y las sumas paso a
paso, y asi se hara este ejemplo.

Como 45 +tiene dos <cifras 1los productos con cada «cifra del
multiplicador se comenzardn a sumar también dos varillas a la izquierda
de la cifra usada del multiplicador. La segunda de las varillas donde se
suma cada producto es la primera varilla para sumar el producto
siguiente. En primer lugar se multiplica 45 por el 1 anotado en la
varilla c:

04 que se suma en las varillas e y d.
05 que se suma en las varillas d y c.

4 * 1
5*1

m 1 k j i h g f e d ¢ b a
“e+0” d+4 “d+0"” c+5

En segundo 1lugar se multiplica 45 por 1la segunda cifra por la
izquierda del multiplicador, que es la B de la varilla b:

4 * B = 24 que se suma en las varillas d y c.
5 * B = 2F que se suma en las varillas c y b.

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

d+5-3 c+5-1 «c¢c+2 c+1 b-5
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Por Gltimo se multiplica 45 por el 5 anotado en la varilla a:
4 * 10 que se suma en las varillas c y b.
5*

5
5 = 15 que se suma en las varillas b y a.

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

c+l “b+0"” b+l a+5

El resultado es 6E7A,

légicamente el mismo que el obtenido por el
método anterior.
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7-Las potencias

E1l método que se utilizard para el calculo de potencias de nUmeros es
simplemente el método multifactorial de multiplicacién vya visto
anteriormente. Ello es consecuencia directa de que cualquier potencia
entera de un ndmero no es mas que ese numero multiplicado por si mismo
varias veces.

Usar el método multifactorial para el calculo de potencias tiene
varias ventajas importantes:

1. Ya es conocido por haber sido estudiado con anterioridad, no se
precisa aprender un nuevo método.

2. No es necesario memorizar férmulas, como las del binomio de
Newton, ni hacer cdlculos mentales como si se deben hacer
siguiendo otros métodos.

3. Se mantiene fija la posicidén de la cifra de las unidades en los
resultados parciales y en el final.

4. El dnico limite del método es el numero de varillas disponibles
en el abaco.

Por ejemplo, si se desea calcular el cuadrado del numero 36 sélo es
necesario multiplicar 36 * 36. Primero se anotan los factores en el
abaco siguiendo el método multifactorial, es decir, se anota 36 en las
varillas b y a, y 35 (36-1) en i y h:

m 1 k j i h g f e d ¢ b a
i+3 h+5 b+3 a+5+1

Primero se multiplica 35 por el 3 de la varilla b:

09 que se suma en las varillas d y c.
OF que se suma en las varillas c y b.

uw
* %
ww

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

c+5+4 Db+F
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Gltimo se multiplica 35 por el 6 de la varilla a:

0I que se suma en las varillas c y b.
1A que se suma en las varillas b y a.

U w
* %
(<))
Inn

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

c+5-4 b-2 b+l a+A
En el dbaco se puede ver el resultado: 36 * 36 = AHG.

Si se desea calcular 36° se calcula primero 36 * 36 = AHG vy
posteriormente se multiplica 36 * ADG = 1FIEG. La ventaja es que los
factores ya estan anotados en el &baco.

Lo primero es multiplicar el 35 anotado en las varillas i y h por A de
la varilla c:

1A que se suma en las varillas e y d.

3*
5 2A que se suma en las varillas d y c.

A
* A

m 1 k j i h g f e d ¢ b a
e+l d+A d+2 e+l <c-A

Se sigue multiplicando el 35 anotado en las varillas i y h por D de la
varilla b:

2B que se suma en las varillas d y c.

* 45 que se suma en las varillas c y b.

3 *H
5*H

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

d+5-3 c+A+1 c+5-1 c+1 b-F
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Finalmente se multiplica el 35 anotado en las varillas i y h por G de
la varilla a:

28 que se suma en las varillas c y b.
40 que se suma en las varillas b y a.

3*%G
5*6G

c+2 Db+A-2 b+4

El resultado, 1FIEG, es el cubo de 36 (36° = 1FIEG).

Si se multiplica otra vez mds se obtendria la cuarta potencia de 36
(36* = 5BGGG). La quinta potencia de 36 seria JB71B8G, etc.
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8-La division

Dividir es restar repetidas veces un numero (el divisor) de otro (el
dividendo) anotando cuantas veces se hace (el cociente). Para abreviar
los cdalculos se usara también la multiplicacidén para reducir el nilmero
de restas a efectuar.

8.1-Método estandar japonés

En el abaco se anota el divisor en la parte izquierda y el dividendo
en la central o derecha, quedando tras los cdlculos el cociente entre
los dos anteriores y el resto de la divisién, si lo hay, a la derecha
del cociente. El 1lugar de anotacién del dividendo es importante. A
medida que avanza el proceso de la divisién, el dividendo va
desapareciendo sustituido por el cociente. Si el divisor tiene n cifras,
las n + 1 varillas de la derecha del dividendo seran ocupadas por la
parte no entera del cociente, y a su izquierda se encontrard la parte
entera del cociente.

Como primer ejemplo se efectuara la divisién 31A / 14. Obsérvese la
colocacién de 31A como dividendo y de 14 como divisor:

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

k+l1 j+4 e+3 d+l c+A

Como el divisor, 14, tiene dos cifras, tres (2 + 1) de las varillas
del dividendo, de derecha a izquierda, seran ocupadas por la parte no
entera del cociente: e, d y c, mientras que la parte del cociente
anotada en la varilla f y en las de su izquierda seran su parte entera.
Lo habitual es anotar el dividendo en el abaco de modo que sea siempre
la misma varilla la que indica el inicio de la parte no entera del
cociente (en este ejemplo la varilla e), y asi se evita usar la memoria
para recordar en cada divisién 1la varilla de inicio de 1la parte no
entera del cociente.

Una vez correctamente anotados en el abaco el divisor y el dividendo
ya se puede iniciar el proceso de la divisién que sera repetir los
siguientes pasos hasta que desaparezca totalmente el dividendo en las
divisiones exactas o hasta lograr el nilmero de cifras que se deseen en
el cociente en las divisiones no exactas:

1. Seleccionar un grupo desde la izquierda del dividendo con tantas
cifras como tiene el divisor de manera que el grupo seleccionado sea
mayor que el divisor. Si ello no es posible se seleccionard un grupo
con una cifra mas que el divisor que desde luego ya es mayor que él.

2. Se anota el nldmero de veces que se puede restar el divisor del grupo
seleccionado, que serda una de las cifras del cociente, a 1la
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izquierda del dividendo dejando una varilla libre si el grupo tiene
tantas cifras como el cociente o inmediatamente a la izquierda si el
grupo tiene una cifra mas que el divisor.

3. Se multiplica la cifra del cociente anotada seglin el paso anterior
por el divisor y el producto se le resta al grupo seleccionado del
dividendo.

4. Si tras restar el producto obtenido segin el paso 3, el grupo
seleccionado del dividendo sigue siendo mayor que el divisor es que
la cifra del cociente elegida es demasiado pequefia. La solucidn es
restar al grupo seleccionado una o mas veces (las necesarias) el
divisor y sumar a la cifra del cociente el numero de veces que se ha
restado el divisor. La divisidn es una serie de restas repetidas y
el uso de la multiplicacién sélo es un modo de abreviar el proceso.

Se comienza la divisién. Segin el primer punto del método se
selecciona desde la izquierda un grupo de dos cifras del dividendo. Este
grupo, 31, es mayor que el divisor. Del grupo seleccionado se le pueden
restar 2 veces el divisor. El 2 se anota en la varilla g, seglin indica
el punto 2. Seguidamente se multiplica 14 por 2 y se resta el resultado,
28, del grupo 51 quedando OD que ya es menor que el divisor. También se
puede hacer la multiplicacidén y la resta paso a paso:

02 que se resta de las varillas f y e
08 que se resta de las varillas ey d

1 *2
4 * 2

m 1 k j i h g f e d ¢ b a
g+2 e-2 e-1 d+A+2

Ahora hay que seleccionar del dividendo un nuevo grupo, DA, que
también es mayor que el divisor. De DA se puede restar B veces 14, por
lo que se anota B en la varilla f y se resta 14 * B = D4 de DA quedando
el grupo reducido a 6. Paso a paso se podria hacer:

0B que se resta de las varillas ey d
24 que se resta de las varillas d y ¢

1*B
4 * B

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

f+A+1 d-A-1 d-2 c-5+1
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El nuevo grupo de dos cifras a seleccionar es 60, que es mayor que el
divisor. De 60 se puede restar el divisor (14) 5 veces, por lo que se
anota 5 en la varilla e. Se multiplica 14 por 5 (14 * 5 = 60) y se resta
el producto, 60, del grupo seleccionado, 60, quedando el grupo reducido
a 0. Todo el dividendo ha desaparecido, por lo que 1la divisién es
exacta. Paso a paso se podria hacer:

05 que se resta de las varillas d y ¢
10 que se resta de las varillas cy b

1*5
4 * 5

ERRERRNS .

m 1 k j i h g f e d ¢ b a
e+ c¢-5 «c-1

El resultado de la divisidén se lee como 2B,5 ya que como se indicd al
principio las varillas e, d y c¢ contienen la parte no entera del
cociente, quedando la parte entera en las varillas g y f. Resumiendo:
31A / 14 = 2B.5 con resto cero (division exacta).

Segundo ejemplo: 2H36 / B2 = 53

Se anota en el abaco el divisor y el dividendo:

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

k+A+1 j+2 f+2 e+F+2 d+3 c+5+1

La cifra de las unidades del cociente sera la que se anote en la
varilla f, ya que la parte no entera del cociente ocupara las tres (2 +
1) varillas de la derecha (e, d y c¢) del dividendo.

Segin el primer punto del método se selecciona desde la izquierda un
grupo de dos cifras del dividendo. Este grupo, 2H, es menor que el
divisor, por lo que se debe seleccionar un grupo de tres cifras, 2H3,
que es mayor que el divisor. Del grupo de tres cifras seleccionado se le
pueden restar 5 veces el divisor. El 5 se anota en la varilla g,
inmediatamente a la izquierda del grupo seleccionado ya que este tiene
una cifra mads que el divisor. Seguidamente se multiplica B2 por 5 paso a
paso y se resta el resultado del grupo seleccionado:
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2F que se resta de las varillas f y e

B*
2 * OA que se resta de las varillas ey d

5
5

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

f-2 e-F “e-0" e-1 d+A

Ahora se debe seleccionar un nuevo grupo de dos cifras del dividendo.
El grupo de dos cifras 1D no es valido al ser menor que el divisor, por
lo que el grupo seleccionado es 1D6, con tres cifras. De 1D6 se puede
restar 3 veces el divisor, por lo que se anota 3 en la varilla f, se
multiplica B2 por 3 y se resta el producto del grupo seleccionado. Paso
a paso:

B * 3 = 1D que se resta de las varillas e y d
2 * 3 =06 que se resta de las varillas d y ¢

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

e-1 d-D “d-0" «c-6

El dividendo ha desaparecido por completo, por 1lo que se da por
terminada la divisién. El resultado es 2H36 / B2 = 53.
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9-Raices cuadradas

Existen multitud de métodos para calcular la raiz cuadrada de un
namero en un abaco, cada uno con sus ventajas e inconvenientes. De ellos
se muestran dos, el “método chino”, que no exige cdlculo mental pero es
lento, y el “método algebraico”, que si exige calculo mental pero es
generalmente mas rapido.

9.1-Método estandar chino

Se debe seqguir la siguiente metodologia:

1.

El radicando se anota en la parte derecha del &abaco, dejando entre
la cifra de unidades del radicando y el borde derecho del abaco un
nimero doble de varillas que cifras no enteras deseamos obtener en
el resultado final. Separe mentalmente el radicando en grupos de 2
cifras comenzando por el punto o coma que separa la parte entera de
la no entera del radicando.

. Se anota la cifra 1 en una varilla de la parte izquierda del abaco.

A ese nUmero anotado se le llama “numero raiz” y se resta del grupo
situado mas a la izquierda del radicando o grupo activo.

. Se suma 2 al numero raiz y se resta el nuevo numero raiz obtenido

al grupo activo del radicando. Este proceso, sumar 2 al numero raiz
y restar el nuevo nUmero raiz obtenido al grupo activo se repite
las veces necesarias hasta que el grupo activo sea menor que el
namero raiz. Obsérvese que en cada paso el nUmero raiz aumenta y el
grupo activo disminuye.

. Seguidamente el grupo activo presente y el siguiente grupo de dos

cifras del radicando forman el nuevo grupo activo. Al numero raiz
se le multiplica por 10 y se le suma 11, y se resta el valor
obtenido del nuevo grupo activo. Se repite el proceso del punto 3
hasta que de nuevo el grupo activo sea menor que el numero raiz. En
ese caso se aplica de nuevo el punto 4 hasta que el radicando
desaparezca o se tengan las cifras no enteras deseadas.

. A veces tras afiadir el siguiente grupo de dos cifras a un grupo

activo para formar el nuevo grupo activo, éste sigue siendo menor
que el ndmero raiz. Entonces al numero raiz se le multiplica por
100 y se le suma 101 (en vez de multiplicar por 10 y sumar 11) y al
grupo activo se le afiaden dos cifras mas. Tras ello se sigue con la
método segun los puntos 3 y 4.

. Finalizadas 1las restas se le suma 1 al ndmero raiz final y se

calcula la mitad del resultado (mentalmente, dividiendo por 2 o
multiplicando por A y dividiendo por 10). El numero obtenido es la
raiz cuadrada del radicando con tantas cifras enteras como grupos
de 2 cifras tenia el radicando, y tantas no enteras como se indicé
en el punto 1.

Ejemplo: 9C4=32

Como no sabemos si la raiz cuadrada de 9C4 es exacta o no, anotamos
9C4 en el dbaco en las varillas g, f y e, dejando a su izquierda libres
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las cuatro varillas d, c, b y a para calcular dos cifras no enteras si
fuera necesario.

Separamos mentalmente el ndmero anotado en grupos de dos cifras
comenzando desde la cifra de las unidades, segun el punto 1: 09-C4. La
parte entera del radicando esta formada por 2 grupos de dos cifras, por
lo que el resultado de la raiz cuadrada de 9C4 sera un nUmero cuya parte
entera tendra dos cifras.

m 1 k j i h g f e d ¢ b a
g+5+4 f+A+2 e+4

Como indica el punto 2 se anota la cifra 1 en una varilla a la
izquierda del &baco, por ejemplo en k y se resta del grupo activo “09”.
Seguidamente, como indica el punto 3, se suma 2 al ndmero raiz anotado
en k y se resta el resultado del grupo activo las veces que sea posible

(2):

m 1 k j i h g f e d ¢ b a
k+1 g-1 k+2 g¢g-3 k+5-3 g¢g-5

El grupo activo de g ha desaparecido, por lo que es légicamente menor
que el nUmero raiz. Segun indica el punto 4 se multiplica el nUmero raiz
por 10 y se le suma 11, y el resultado, 61, se resta del nuevo grupo
activo “C4”. Posteriormente, como indica el punto 3, se suma 2 al nlmero
raiz anotado en k y j, y se resta el resultado del grupo activo las
veces que sea posible (2):

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

k+l1 j+1 f-5-1 e-1 j+2 f-5-1 e-3
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E1l radicando desaparece por completo, por lo que la raiz cuadrada de
9C4 es un numero entero. Segun indica el punto 6 se le suma 1 al ndmero
raiz (63 + 1 = 64):

j+1

Finalmente se calcula la mitad del numero raiz final, en este caso muy
facil mentalmente (64 / 2 = 32) dando el resultado final:

Resultado: +9C4=32

9.2-Método algebraico

Este método es una adaptacidén al abaco del método manual usado en las
escuelas. La metodologia a seguir es la siguiente:

1. E1 radicando se anota en la parte derecha del abaco, dejando entre
la cifra de unidades del radicando y el borde derecho del abaco un
nimero doble de varillas que cifras no enteras deseamos obtener en
el resultado final. Separe mentalmente el radicando en grupos de 2
cifras comenzando por el punto o coma que separa la parte entera de
la no entera del radicando.

2. Se anota en la parte izquierda del dbaco el numero de una cifra mas
grande cuyo cuadrado sea menor o igual que el grupo de dos cifras
del radicando que esta mas a su izquierda, o "grupo activo". Al
namero anotado se le 1lama "numero doble". Se resta del "grupo
activo" del radicando el cuadrado del "nuUmero doble". Seguidamente
duplique el "numero doble".

3. El residuo del "grupo activo" anterior del radicando seguido del
siguiente grupo de dos cifras forman el nuevo grupo activo. En 1la
varilla inmediatamente a la derecha del "nUmero doble" se anota un
namero de manera que el nuevo "nlimero doble" asi formado
multiplicado por el numero de una cifra recién anotado (la ultima
cifra del nuevo "numero doble") sea el mayor posible que se pueda
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restar del "grupo activo" del radicando. Hagase la multiplicacién y

la resta.

Duplique la uUltima cifra del “numero doble”.

Siganse aplicando los puntos 3 y 4 hasta haber usado todos 1los

grupos necesarios de dos cifras del radicando.

6. Finalmente la raiz cuadrada del radicando se obtiene calculando la
mitad del "ndmero doble", mentalmente, dividiendo por 2 o
multiplicando por A y dividiendo por 10. La parte entera del
resultado esta formada por tantas cifras como grupos de dos cifras
tenia la parte entera del radicando.

o &

Ejemplo: 9C4=32

Como no sabemos si la raiz cuadrada de 9C4 es exacta o no, anotamos
9C4 en el dbaco en las varillas g, f y e, dejando a su izquierda libres
las cuatro varillas d, ¢, b y a para calcular dos cifras no enteras si
fuera necesario.

Separamos mentalmente el ndmero anotado en grupos de dos cifras
comenzando desde la cifra de las unidades, segin el punto 1: 09-C4. La
parte entera del radicando esta formada por 2 grupos de dos cifras, por
lo que el resultado de la raiz cuadrada de 9C4 sera un nUmero cuya parte
entera tendra dos cifras.

m 1 k j i h g f e d ¢ b a
g+5+4 f+A+2 e+4

El grupo activo del radicando es “09”. El numero 3 es el mayor cuyo
cuadrado (9) es menor o igual que el “grupo activo”. Segun indica el
punto 2 se anota 3 en la varilla k formando el primer “ndmero doble” vy
se resta su cuadrado (9) del “grupo activo” del radicando;
inmediatamente se duplica el 3 anotado en k:

m 1 k j i h g f e d ¢ b a

k+3 g-9 k+5-2

Segin el punto 3 el nuevo “grupo activo” es C4. Ahora se trata de
buscar un ndmero, que anotaremos en j, el cual formara con el 6 anotado
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en k el nuevo “numero doble”, de tal manera que al multiplicarlo por 1lo
anotado en j se obtenga el maximo producto que se pueda restar del
“grupo activo” C4. Se anota 2 en j, asi el nuevo “numero doble” formado
es 62 que multiplicado por 2 da como producto C4 que si se puede restar
del “grupo activo”. De hecho el “grupo activo” desaparece totalmente,
por lo que la raiz cuadrada es exacta. La multiplicacidén 62 * 2 se puede
hacer también paso a paso:

* ¥ +
NNN

]
6 0C que se resta de gy f: “g-0" f-
2 e

04 que se resta de f y e: “f-0”

E1l radicando desaparece por completo, por lo que la raiz cuadrada de
9C4 es un numero entero. Segln indica el punto 4 se duplica la Gltima
cifra del “nuimero doble”:

j+2

Finalmente se calcula la mitad del ndmero raiz final, en este caso muy
facil mentalmente (64 / 2 = 32) dando el resultado final:

Resultado: ++9C4=32
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10-Abaco manual

Todos los nifos, y los no tan ninos, wutilizan alguna vez los diez
dedos de 1las manos para contar. Esta “calculadora digital” se puede
mejorar bastante si cada mano representa una varilla de un abaco decimal
(un soroban japonés) con valor 5 para el dedo pulgar y 1 para cada dedo
restante; de este modo se pueden hacer cdlculos con numeros entre -99 y
99. También es muy facil usar las dos manos como si fuesen un abaco de
dos varillas en el sistema duodecimal (véase la bibliografia).

Por supuesto también es posible contar con los dedos en el sistema
vigesimal. La forma mas simple seria usando los dedos de las manos y los
de 1los pies, pero cuesta trabajo imaginarse a alguien en semejante
tesitura. Una gran mejora desde todos los puntos de vista es hacer que
cada mano represente una varilla de un &baco vigesimal dando valores
diferentes a las distintas posiciones relativas entre el dedo pulgar y
las falanges de los demas dedos, de modo similar a como se hace en el
sistema duodecimal. Con este “abaco manual” vigesimal se pueden hacer
operaciones entre -110 y 110 (ndmeros vigesimales).

La siguiente tabla muestra como representar las diferentes cifras.

Cifra Posicidén de los dedos
0 Todos los dedos extendidos.
1 Yema del pulgar sobre la falange distal del indice.
2 Yema del pulgar sobre la falange media del indice.
3 Yema del pulgar sobre la falange proximal del indice.
4 Yema del indice sobre la ufia del pulgar.
5 Yema del pulgar sobre la ufa del indice.
6 Yema del pulgar sobre la falange distal del medio.
7 Yema del pulgar sobre la falange media del medio.
8 Yema del pulgar sobre la falange proximal del medio.
9 Yema del medio sobre la uia del pulgar.
A Yema del pulgar sobre la ufia del medio.
B Yema del pulgar sobre la falange distal del anular.
C Yema del pulgar sobre la falange media del anular.
D Yema del pulgar sobre la falange proximal del anular.
E Yema del anular sobre la ufa del pulgar.
F Yema del pulgar sobre la ufa del anular.
G Yema del pulgar sobre la falange distal del mefiique.
H Yema del pulgar sobre la falange media del mefique.
I Yema del pulgar sobre la falange proximal del mefique.
J Yema del mefiique sobre la ufia del pulgar.
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Algunas fotografias aclaratorias hacen mas facil de entender 1la
informacién de la extensa tabla anterior:

5 7 B D

00 8A

Tras un periodo de practica regular la aparente dificultad inicial
desaparece, y operar en el sistema vigesimal se convierte en algo tan
intuitivo y “natural” como hacerlo en el sistema decimal o en cualquier
otro.
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11-Conclusion

El sistema de numeracién vigesimal posicional se puede usar con
facilidad. Es cierto que se necesita un periodo de practica para usarlo
con soltura, pero ello ocurre con cualquier sistema de numeracién. El
hecho de haber sido usado a lo largo de la historia por varias culturas
certifica su validez, no se debe olvidar la asombrosa precisién de los
calculos astrondmicos y calendaricos de los mayas lograda a partir de
datos visuales (sin instrumentos épticos) y uso de d&bacos.

Sigue siendo sorprendente la facilidad de adaptacion del abaco a
cualquier sistema de numeracién, y 1la potencia de cdlculo de un
instrumento que no necesita mas energia externa que la de los dedos del
usuario, sin averias, robustez garantizada y todo por wun precio
bajisimo, incluso cualquier persona con un minimo de habilidad puede
construir facilmente uno. Ademds el uso habitual del abaco fomenta 1la
habilidad numérica, mejora la capacidad de concentracién, de
razonamiento ld6gico, la memoria, la agilidad mental, el procesamiento de
informacién de forma ordenada y la atencién visual, es por ello una
excelente forma de ejercitar el cerebro, manteniéndolo activo y &gil a
cualquier edad.

- . La fotografia muestra un abaco
s« Nepohualtzintzin recientemente
? | construido por el autor de este
~ documento. Tamafio: 25 * 13 cm.
. Las bolas perforadas (13 mm de
. didmetro) se pueden obtener de

collares en comercios de
| baratijas. Las varillas metalicas
1 son pinchos para barbacoa

é% recortados al tamafo deseado. Los
- listones son de madera de

o cambara, pero vale cualquier
madera, cuanto mds dura mejor. Ademds se necesita un taladro con brocas
para madera, cola blanca de carpintero, cuatro tornillos para fijar con
fuerza los listones que forman el marco y lijas de grano medio y fino.
La madera de cambara es muy agradable al tacto, por lo que no se la
cubrié con ninguna pintura o barniz. Tiempo total empleado en la
construccién: 2-3 horas. Coste total aproximado: 5 euros.

12-Bibliografia

e Para aprender a usar el d&baco japonés Soroban, que opera en el
sistema decimal, y otros tipos de abacos en otros sistemas de
numeracioén: http://es.geocities.com/abacosoroban

e Informacidén general sobre el sistema numérico vigesimal en 1la
Wikipedia: http://en.wikipedia.org/wiki/Vigesimal

e Los graficos de los abacos se han tomado del programa “Xabacus”, en
Linux Kubuntu 7.04: http://www.tux.org/~bagleyd/abacus.html

e El grafico con los nlmeros mayas Yy sus equivalentes arabigos
procede de: http://es.wikipedia.org/wiki/Imagen:Maya.svg

e Las demds fotografias son propiedad del autor de este manual.
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