Contents

Preface iii

1 Locally Compact Groups 1 1.1 Compact Groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.2 The Group C^∗-algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.3 Type I Representations and Groups . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.4 Direct Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.5 The Regular Representation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 1.6 Mackey Induction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2 Real Reductive Lie Groups 25 2.1 The Groups Concerned . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 2.2 Harish-Chandra Modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 2.3 Semisimple Lie Algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 2.4 Center of the Enveloping Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . 42 2.5 Compact Lie Groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3 Representations of SL(2, R) 53 3.1 Structure of SL(2, R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 3.2 Classification of Irreducible (g, K) modules . . . . . . . . . . . 55 3.3 Unitarizable Irreducible (g, K) modules . . . . . . . . . . . . . 58 3.4 Principal Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 3.5 Discrete Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 3.6 Mock Discrete Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 3.7 Matrix Coefficients of Principal Series . . . . . . . . . . . . . . 66 3.8 Complementary Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 3.9 Topology of Unitary Dual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4 Representations of SL(2, C ) 73 4.1 Principal Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 4.2 Complementary Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 4.3 The Unitary Dual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

5 Parabolic Induction 87 5.1 Some Structure of G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 5.2 Parabolic Subgroups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 5.3 Bruhat decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 5.4 Parabolic Induction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 5.5 Principal Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 i ii CONTENTS

6 Holomorphic Discrete Series 103 6.1 Hermitian Symmetric Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 6.2 Verma Modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 6.3 Duality and Unitarity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108 6.4 Geometric Realization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 6.5 Generalizations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

7 Overview 113 7.1 The Subrepresentation Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 7.2 Global Characters and Discrete Series . . . . . . . . . . . . . . 114 7.3 Tempered Representations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 7.4 Constructions of Discrete Series . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 7.5 The Unitary Dual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

8 The Group Hecke Algebra 123 8.1 Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 8.2 Hecke Algebra of a Compact Group . . . . . . . . . . . . . . . 126 8.3 Hecke Algebra of (G, K) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 8.4 Hecke Algebra of (g, K) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131 8.5 Some Homological Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

9 Cohomological Induction 135 9.1 Zuckerman Functor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 9.2 Bernstein Functor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137 9.3 Standard Resolutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 9.4 Duality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 9.5 The Reductive Case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

A 143 A.0 Borel Measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143 A.1 Operator Algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143 A.2 Compact and Trace Class Operators . . . . . . . . . . . . . . 146 A.3 Special Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 A.4 Homological Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148 A.5 Lie Algebra Cohomology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

Bibliography 154

Index 165